Sistemas Dinimicos N3ao Lineares
Nona Aula

Alexandre Nolasco de Carvalho

13 de Setembro de 2023

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Par atrator-repulsor
SemigruposDinamicamente Gradientes/Decomposicdode Morse
Estrutura Gradiente da Decomposi¢do de Morse

Decomposicdao de Morse

Par atrator-repulsor

Definicdo (Par atrator-repulsor)

Seja {T(t): t >0} um semigrupo com atrator global A. Diremos
que um subconjunto ndo vazio = de A é um atrator local se existir
um € > 0 tal que w(O(=)) = =. O repulsor =* associado ao
atrator local = sera o conjunto definido por

={xeA:wx)N==0g}.

O par (=,="*) serd chamado par atrator repulsor para { T(t):t>0}.
v
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Observacao

Note que, se = for um atrator local, entdo

(1) =€ fechado, invariante e =N =* = & (exercicio),

(2)

€ compacto invariante e atrai O.(=) para algum ¢ >0 e
reciprocamente,

(3) Se =* for o repulsor associado a =, dist(=,=*) > 0.
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Decomposicdao de Morse

Seja {T(t) : t = 0} um semigrupo em X com atrator global A. Se
= é um conjunto invariante compacto para { T(t) : t > 0} e existe
um € > 0 tal que = atrai O(=) N A entdo, dado 6 > 0 existe um
8 >0 tal que v (Ox(Z)) C Os(2).
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Decomposicdao de Morse

Se{T(t):t >0} éum semigrupo em X com um atrator global A.
Se = é um atrator local para {T(t):t > 0} restritoa Ae K é um
subconjunto compacto de A tal que K N=* = &, entdo = atrai K.
Além disso = é um atrator local para {T(t):t >0} em X.
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Estrutura Gradiente da Decomposi¢do de Morse

Seja {T(t):t >0} um semigrupo em X com um atrator global A
e um par atrator-repulsor (=,=*). Se £:T — A for uma solugcdo
global de {T(t):t>0},
1) se &(T)N=* # @, entdo d(£(t),=*) ==° 0.
2) se existir >0 tal que O5(=*)N==2 e {((—o0,0]) C Os(="),
entdo d(£(t), =) F2=° 0.
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Estrutura Gradiente da Decomposi¢do de Morse

Seja {T(t):t >0} um semigrupo em X com atrator global A e

um par atrator-repulsor (=,=*). Se £ : T — X € uma solugcdo

global limitada para {T( ):t >0} porx ¢ =UZ=", entdo

£(t) ZF = e g(t) 20 =*. Além disso, se x € X\ A ent3o,
T(t)x =¥ =u=*

Corolario

Se {T(t):t >0} for um semigrupo em X com um atrator global
A e par atrator-repulsor (=,=*), entdo {T(t) : t > 0} serd um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo & colegcdo disjunta de
invariantes isolados {=,=*}.
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Decomposicdao de Morse

Seja {T(t) : t = 0} um semigrupo com atrator global A e = C A
um conjunto invariante isolado. Mostre que = é um atrator local

se, e somente se, W"(Z) = =.

Com isto podemos comecar a estudar a decomposicao de Morse do
atrator de um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a a
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados. Comegamos
fixando a definicio de decomposicao de Morse que utilizaremos.
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Decomposicdao de Morse

Decomposicao de Morse

Defini¢do (Decomposi¢do de Morse)

Dada uma familia crescente @ = Ag C A1 C --- C A, = A, de
n+ 1 atratores locais, para j = 1,--- ,n, defina=j .= AiNA7_;. A
n-upla ordenada = := (=1,=5,- -+ ,=,) é chamada uma
decomposicdo de Morse de A.

Nosso objetivo agora é demonstrar que, se {T(t) : t > 0} é um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo a familia disjunta de
invariantes isolatos = = {=;,--- ,=,} e atrator global A, entdo
uma reordenacdo de = é uma decomposicdo de Morse de A. O
resultado a seguir tem um papel fundamental neste processo.
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Decomposicdao de Morse

Seja{T(t):t>0} um semigrupo dinamicamente gradiente relativo 3
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados =={=;,---,=,}.
Entdo, existe um 1 < k < n tal que =x é um atrator local para
{T(t):t >0} em X.
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Decomposicdao de Morse

Seja{T(t):t>0} um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados =={=1, -+, =,}.

Se (ap6s uma possivel reordenagdo) =; é um atrator local para
{T(t):t>0}e

=i ={acA:w@)NZ; =2}

cada Z;, i > 1 estd contido em =} e para qualquer ac A\{=Z; U=]}
e solugdo global ¢ : T — A com ¢(0) = a temos que

—y t—— t —_
= T (1) =X =
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Estrutura Gradiente da Decomposi¢do de Morse

A restricdo Ti(t) de T(t) a =7 é um semigrupo dinamicamente
gradiente em =] relativo a familia disjunta de conjuntos invariantes
isolados {=2, - ,=,} e podemos assumir, sem perda de
generalidade, que =5 é um atrator local para esta restricao.

Se =3 € o repulsor de =5 para {T1(t):t>0}, podemos prosseguir
e considerar a restricdo de {T»(t):t>0} a =5 ;. Esta restricdo é
um semigrupo dinamicamente gradiente em =3, relativo a colecdo

disjunta de invariantes isolados {=3,--- ,=,}.
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Estrutura Gradiente da Decomposi¢do de Morse

Com este procedimento, em um ndmero finito de passos, obtemos

uma reordenagdo de {=1,--- ,=,} onde =; é um atrator local para

{T;(t):t>0}, a restricdo de {T(t):t>0} a =7, ; (55_1 = A).

Com esta construgdo, se uma solu¢do global £ : T — A satisfaz
t—00 —

=, T ¢(t) 2X 2, (1)

entdo ¢ > k.
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Estrutura Gradiente da Decomposi¢do de Morse

Provaremos que esta reordenagdo (denotada da mesma forma) de
{Z1,--+ ,=5} é uma Decomposicdo de Morse para A com atratores
locais Ag C A1 C Ap C ... C A, definidos da seguinte forma

Av=9,Ai==1eparaj=2,3,---,n
Aj= Al UWN(E) = U WH(E). (2)

E claro que A, = A.

Mostre que A; é compacto.
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Decomposicdao de Morse

Estrutura Gradiente da Decomposicao de Morse

Teorema

Seja {T(t):t>0} um semigrupo dinamicamente gradiente
relativamente a colecdo disjunta de invariantes isolados

= ={Z1,--- ,=h} reordenada de maneira que =; € um atrator
para a restricdo de {T(t): t >0} a=7 ;; , (551 = A).

Entdo A; definido em(2) é um atrator local para {T(t):t>0} em X,

Ej = Aj M Af—l'

e = é uma decomposicdo de Morse de A.
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Estrutura Gradiente da Decomposicdo de Morse

Prova: Do Lema 2, é suficiente provar que A; = Aj_1 U W"(Z)) é
um atrator local para {T(t) : t > 0} restrito ao atrator global A.

Escolha d > 0 tal que Og(J_; W¥(Z)) N (U411 Z1) = @.
Se existem § <d e §' <4 tais que v (Oy (Aj) N A) C Os5(Aj) N A,

entdow(Oy (Aj)NA)atrai O5 (Aj)NAe (w(Os (Aj)N.A) é invariante)
estd contido em A; provando que A; é um atrator local em A.
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Estrutura Gradiente da Decomposicdo de Morse

Se este ndo é o caso, existe uma seqiiéncia {xx} em A\A; com
k— ~
d(xk, Aj) 370, para cada x, uma soluc3o global & : T — A por

Xk € uma seqliéncia ty 2% o0, tal que d(&k(t), Aj) < § para todo
te [O, tk) e d(fk(tk),Aj) > 9.

Desta maneira, construimos uma solucdo global £ : T — A tal que

d(&(t), Aj) < 6 para todo t < 0 e d(£(0),A;) > 6. Isto nos da
uma contradig¢3o.
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Estrutura Gradiente da Decomposicdo de Morse

Para provar que =; = A; N A7_; note que A; D U, =i (veja (2))
e Aj—l = {Z e A: w(z) N Aj_l = @} D U?:j = e Aj N Aj—l D EJ'.

Portanto, dado z € A; N Aj_l temos que uma solucao global
&£: T — A por z deve satisfazer

= () X =k

com k<{<j (do fato que z€Aj) e j<k </ (do fato que z€ A7 )
e {T(t):t>0} é dinamicamente gradiente relativamente a colegdo
disjunta de invariantes isolados {=1,--- ,=,}, obtemos que z € =;.

Logo AjNA7_; C = e a igualdade segue.
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Estrutura Gradiente da Decomposicdo de Morse

Proposicao

Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo dinamicamente gradiente
relativamente a familia disjunta de conjuntos invariantes isolados
= ={Z1, -+ ,=n} reordenados de maneira que constituam uma
decomposicdo de Morse de A. Ent3o,

A uA) ==

Jj=0 Jj=1
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Estrutura Gradiente da Decomposicdo de Morse

Prova: Claramente [J_; =; C (_o(A; U AY).

Agora, seja z € (_o(AjUA?), k € {1,--,n} tal que z € A,
k<j<n,ezeAj,1<j<k—1.

Segue do Teorema 2 que z€ AyNA}_;=Zy. Isto completa a prova.pj
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Decomposicdao de Morse

Teorema

Seja {T(t):t >0} um semigrupo dinamicamente gradiente
relativamente a colecio disjunta de invariantes isolados

= ={=1,--- ,=h} reordenada de maneira que =; é um atrator para
a restricdo de {T(t): t >0} a=7 |, ,. Entdo A; definido por

J
A= wH(E)
i=1
é um atrator local para {T(t) : t >0} em X,
EJ' = Aj n Aj—l'

e = é uma decomposicdo de Morse de A.
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Funcdes de Lyapunov para semigrupos DG

Defini¢do (Semigrupos Gradientes relativos a =)

Diremos que um semigrupo {T(t) : t € Tt} com atrator global A
e uma colecdo disjunta de invariantes isolados =={=1,---,=,} €
um semigrupo gradiente relativamente a = se existir fungdo
continua V:X =R com Tt >t— V(T(t)x) ER decrescente para
cada x € X, constante em cada =;, 1<i<n, e V(T(t)x)=V(x)
para todo t € T se, e somente se, x € |J;_; =i.

Uma funcdo V' com tais propriedades sera chamada uma funcdo de
Lyapunov para {T(t):t € T*}.

V
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Se {T(t):te Tt} é um semigrupo com atrator global A, a
funcdo h : X — R definida por

h(x) := sup d(T(t)x,A), x¢€ X,

teT+

estd bem definida, é continua, TT > t +— h(T(t)x) €R €
decrescente para cada x € X e h~1(0) = A.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Prova: De um lema anterior, dado € > 0 seja 0 < &’ < ¢ tal que
(O (A)) C O (A). Isto mostra a continuidade de h em A.

Se xg € X\A seja € (0,d(xp,.4)), V vizinhanga limitada de xp
satisfazendo d(x,.A) > u para todo x € V e 7 > 0 tal que
YH(T(r)V) C O,(A), entdo h(x) = sup d(T(s)x,A), x€ Vea

0<s<t

continuidade de h em xg segue da continuidade de {T(t):teT"}.

Para ver que dado x € X, T* 3 t — h(T(t)x) € R é decrescente
note que, se t; > tp, entao

h(T(t1)x) = sup d(T(t)T(t1)x,.A) = sup d(T(t)x,.A)

teT+ t2t

<sup d(T(t)x, A) = sup d(T(t)T(t2)x, A) = h(T(t2)x). g

t>tr teT+
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Proposicao

Seja {T(t) : t = 0} um semigrupo com atrator global A e (=,=*)
um par atrator-repulsor em A. Ent3o, existe uma fun¢do continua
f : X = R satisfazendo:
(1) Tt > t— f(T(t)x) € R € decrescente para cada x € X.
(i) Y 0)=Zef ()N A=="
(iif) Dado x € X, se f(T(t)x) = f(x) para todo t € T", entio
x € (ZUz¥).
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Prova: Primeiramente note que = e =* sdo fechados e disjuntos
em A. Para cada x € X, definimos a fun¢do de Urysohn /: X — [0, 1]
associada a (=,=*) por

d(x,=)

I(x) := dx3) + dx. =) x e X.

Claramente / estd bem definida, é uniformemente continua em X
(pois, para dy := d(=,=*) > 0, vale que |/(x) — I(y)] < diod(x,y),
para todo x,y € X). Além disso, /71(0) == e /71(1) = =*.
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Funcgoes de Lyapunov para semigrupos DG

Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Definamos k : X — R por

k(x) = tsequi I(T(t)x),

)x

||| (‘D\

mostremos que k : X — R é continua, T 2 t — k(T (¢t
decrescente para cada x € X, k"}(0) == e k(1) N A=
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Funcgoes de Lyapunov para semigrupos DG

Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Para provar que Tt 3 t — k(T (t)x) € [0, 1] é decrescente para
cada x € X note que, se 0 < tp < t temos

k(T(t1)x) = sup I(T(t)T(t1)x)=sup I(T(t)x)

teT+ t>t
<sup I(T(t)x) =sup I(T(t+ t2)x) = k(T (t2)x).
t>t t>0
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

E claro da definic3o de k e da invariancia de = e =* que
k(=) = {0} e k(=*) = {1}. Agora, se x € X ¢é tal que k(x) =0,
entdo /(T(t)x) = 0 para todo t € T*. Em particular,

0 = /(T(0)x) = I(x), e assim, x € =, mostrando que k~1(0) =

Por outro lado, se x € A é tal que k(x) =1 e x ¢ =*, entdo
w(x) C =. Da continuidade de / e do fato que w(x) atrai x,
obtemos que tILm I(T(t)x) =0. Logo, existe um to > 0 tal que
1=k(x)= sup I(T(t)x).

0<t<ty
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Isto implica a existéncia de um t’ € [0, to] tal que /(T (t')x) = 1;
isto é, T(t')x € =*. Consequentemente w(x) = w(T(t')x) C =¥,
que contradiz o fato que w(x) C = e assim, se k(x) =1 para
algum x € A devemos ter que x € =*. Disto concluimos que
k71(1)NA C =* e portanto k~1(1) N A = =*.

(o}

Observacdo: Se x ¢ A and k(x) =1 é possivel que x ¢ =*. Basta
que x ¢ A e que T(t)x =% =*
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Agora provamos que, se x € A e k(T (t)x) = k(x) para todo

t € Tt entdo x € ZUZ*. Se x ¢ ZU=*, w(x) C = (note que

x € A) e da definicdo de k e do fato que w(x) atrai x temos que
k(x) = tILrT;ok( T(t)x) =0 e x € = o que é uma contradi¢do.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

A seguir provamos a continuidade de k : X — R. Separamos a
prova em trés casos:

Caso 1) Continuidade de k : X — R em =*.

Como /(x) < k(x) <1, para todo x € X, dado xp € =¥ e x € X
temos que

|k(x) — k(x0)| =1 — k(x) < 1—1(x).

Isto e a continuidade de / : X — R em Xxp implicam a continuidade
de k: X - Rem xp.
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Funcgoes de Lyapunov para semigrupos DG

Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Caso 2) Continuidade de k: X — R em =.

Da definicdo de / : X — R é facil ver que, dado € > 0, existe § > 0
tal que /(Os(Z)) C [0,¢). De um lema anterior, existe ¢’ € (0, )
tal que 7 (Os(Z)) C Os(Z), do que concluimos que

k(Os(=)) < [0,¢].
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Caso 3) Continuidade de k : X — R em X\(ZUZ=¥).

Dado xg € X\(=U=*), de um lema anterior temos que, ou
tli)m d(T(t)xp,=) =0, ou tILm d(T(t)x,=*) =0.

* Se tILm d(T(t)xo,=*) = 0 provemos a continuidade de k em xo.

Primeiramente note que k(xp) = 1. Dado ¢ > 0, da continuidade
de /: X = R em =* existe uma vizinhanca aberta V de =* em X
tal que /(V) C (1 —¢,1]. Se tp > 0 é tal que T(tp)xo € V, da
continuidade de T(tp) : X — X, existe uma vizinhanga U de xp tal
que T(to)U C V. Disto segue que k(x) > 1 — ¢ para todo x € U
(pois T(tp)x € V e portanto 1 — e < I(T(tp)x) < k(x)). Isto
prova a continuidade de k em pontos xp of X\(= U =*) para os
quais tILrgod( T(t)x0,=*) = 0.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

*Sexp € X\(ZUZ=*) e tli}r‘god( T(t)x0,=) =0, entdo /(xp) > 0.

Escolha § > 0 tal que /(Os(=)) C [0, /()2“))) e, de um lema anterior,
existe um & € (0,4) tal que 7T (Os(Z)) C Os(=Z). Seja tp > 0 tal
que T(to)xo € Oy (=). Da continuidade de T(tp) : X — X, existe
uma vizinhanga U de xp in X tal que T(to)Us C Og(=Z). Entdo,
para todo x € U; e t > ty temos que T(t)x € Os(=). Finalmente,
da continuidade de /, seja U, uma vizinhanca de xg em X tal que
I(x) > @ para todo x € U, e escreva U := U; N U,. Desta
forma, para todo x € U vale que k(x) = sup /(T(t)x).

0<t<ty
Argumentando como antes, obtemos a continuidade de k em

pontos xp de X\ (= U =*) para os quais tIi)m d(T(t)xp,=) =0.
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Funcgoes de Lyapunov para semigrupos DG

Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Seja h: X — R a funcg3o definida no Lema 6, isto é,
h(x) = sup d(T(t)x,A), x € X, e defina f : X — R por
teT+

f(x) := k(x) + h(x), x € X.

A continuidade de f : X — R segue da continuidade de k (provada
acima) e de h (lema anterior). Como Tt > t — k(T (t)x) e

T+ > t +— h(T(t)x) sdo decrescentes para cada x € X (do que foi
feito acima e do lema anterior, f também possui esta propriedade.
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Funcgoes de Lyapunov para semigrupos DG

Semigrupos dinamicamente gradiente sdo gradientes

Claramente (=) = {0}. Por outro lado, se f(x) = 0 para algum
x € X, entdo h(x) = k(x) = 0 e devemos ter que x € =. Isto

mostra que f~1(0) = =.
Além disso, como f| 4= k|4 temos que f~{1)NA=k 1(1)NA=Z=".

Finalmente, (iii) é provado da seguinte maneira. Se x € X tal que
f(T(t)x) = f(x) para todo t € T, entdo h(T(t)x) = h(x) para
todo t € T™ e portanto h(x) = 0. Segue que x € A e neste caso,
temos que k(T (t)x) = k(x). Assim x € =U =* completando a
prova.
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