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Estrutura gradiente e invariantes isolados

Agora vamos substituir os equilibrios por invariantes isolados e
definir semigrupos dinamicamente gradiente relativos a uma
colecdo disjunta de invariantes isolados.

Os resultados provados para semigrupos dinamicamente gradiente
possuem analogos para 0 caso em que 0s semigrupos sao
dinamicamente gradiente relativos a uma colecdo disjunta de
invariantes isolados.

As provas desses resultados sao semelhantes aquelas dos
semigrupos dinamicamente gradiente.
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Invariantes Isolados

Defini¢do (Invariantes Isolados)

Diremos = = {=1,--- =, } serd uma familia disjunta de conjuntos
invariantes isolados se existir 6 > 0 tal que O5(=;) N O5(Z)) = 2,
1< i< j<p, e=; for o subconjunto invariante maximal de
Os5(=i) == {z € X : dist(z, =) < ¢}.
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Recorréncia por cadeias

Defini¢do (e—cadeias e recorréncia por cadeias)

Seja {T(t): t € T"} um semigrupo com um atrator global A que
contém uma familia disjunta de conjuntos invariantes isolados
=={=1, -5}

Seja § como antes e ¢y € (0,6). Para=cZ eec(0,¢e), uma
e—cadeia de = a = é uma familia {=,,--- ;= } C =, juntamente
com tempos ti,01,- - , tk, 0k, tj > 0j, e pontos uj € O(=y,), tais
que T(U,’)U,’ §é Oeo(Uf-;l(Egi)) e T(t,-)u,- € Oe(E(H_I), 1 <7<k,

k<p com==7=y ==

Diremos que = € = € recorrente por cadeias se existe um
€0 € (0,0) e e—cadeias de = a = para cada € € (0, ¢p).
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Definicao

Seja {T(t): t € TT} um semigrupo que possui um atrator global
A. Diremos que {T(t):t € T*} é um semigrupo dinamicamente
gradiente relativo a uma colegcdo disjunta de invariantes isolados
=E={Z1,-, 5} se
(GG1) Para cada solucio global £ : T — X em A existem 1 < i,j <p
tais que

t_liT dist(&(t),=)=0e t[}m dist(&(t), =) = 0.

(GG2) Nenhum elemento de = = {=1,--- ,=,} é recorrente por
cadeias. )
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Como anteriormente introduzimos a definicdo de conjunto instavel.

Definicao

Seja {T(t): t € TT} um semigrupo. O conjunto instdvel de um
conjunto invariante isolado = é dada por

WHY(Z) = {{ € X : existe uma solugcio global § : T — X
tal que £(0) = C e lim dist(&(t),=) = 0}.
t——o0
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Teorema

Seja {T,(t) : t € T}, cjo1] uma familia continua e coletivamente
assintoticamente compacta em 1 = 0 tal que
a) {T,(t):t € T} tem um atrator global A,, V n € [0,1].
Entdo existe no € (0, 1] tal que U, 5] Ay € limitado.

b) sup [distH (=i, Zio0) + distu(Zi0, Zip)] 1290 e, além disso,
1e><<;'§:em 0>0 e np>0 tais que as solugbes globais contidas em
Bs(Zin) estdoem =;,, 1 <i<p, 0<n <.

c) {To(t): t € T*} é dinamicamente gradiente relativo a =y.
Entdo, 3 no > 0 tal que, {T,(t) : t € T*} € dinamicamente
gradiente relativo a =,, Vn € [0,10]. Consequentemente,

A, =U_ WY(Z;,), Yn € [0,m0].

v
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Par atrator-repulsor

Definicdo (Par atrator-repulsor)

Seja {T(t): t >0} um semigrupo com atrator global A. Diremos
que um subconjunto ndo vazio = de A é um atrator local se existir
€ > 0 tal que w(O(=)) = =. O repulsor =* associado ao atrator
local = € o conjunto definido por

={xeA:wx)N==0g}.

O par (=,=*) é chamado par atrator repulsor para {T(t) : t > 0}.
v
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Mostre que, se = é um atrator local, entdo =* € fechado, invariante
eZN=r=0.

Observe que = é um atrator local se, e somente se, é compacto
invariante e atrai O(Z) para algum € > 0.
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Seja {T(t):t >0} um semigrupo em X com atrator global A. Se
= é um conjunto invariante compacto para { T(t) : t > 0} e existe
um € > 0 tal que = atrai O(=) N A entdo, dado 6 > 0 existe um
6 >0 tal que 7+(05/(E)) - 05(5).
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Prova: Dado 6€(0,¢), se Z &' >0 tal que 71 Os(Z)) COs(2),
existem x €=, X 3 x, =3 xe T3 t, —3 oo tais que d(T (t,)xn,Z) >0
e T(t)x, € Os5(2), t € [0, t).

Segue de um resultado anterior que existe uma solu¢do global
¢ :R — X tal que &, : [—tp,00) — X dada por &,(t)= T (t,+1t)xn
satisfaz £,(t) — £(t) para cada t € R.

Claramente £(t) € O5(Z) (A C O(=) (A para todo t <0,
d(£(0),=) >4, e consequentemente = ndo pode atrair O(=)N.A.
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Se{T(t):t >0} éum semigrupo em X com um atrator global A.
Se = é um atrator local para {T(t):t > 0} restritoa Ae K é um
subconjunto compacto de A tal que K N=* = &, entdo = atrai K.
Além disso = é um atrator local para {T(t):t >0} em X.
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Prova: Se = = w(O(=) N .A) ndo atrai K e 0 < § < ¢, existe

8 €(0,9), t, T2 00, x € K e K 3 x, =3 x tais que
d(T(t)xs, =) = ¢, 0 < t < tp. Isto implica que d(T(t)x,Z) > ¢’
para todo t > 0 e, consequentemente, w(x) N = = & e portanto
X € =* o0 que é uma contradicdo.

Para a parte restante do resultado note que, do Lema 1, existe

8 € (0,€) tal que w(Oy(Z)) C O(Z) N A e portanto

w(Os(=)) N=* = @. Da invaridncia de w(Oy(=)) e da
propriedade que = atrai O(=) N A, devemos ter que

w(O0s(=)) € =. Como w(Oy(=)) atrai Os(=) o resultado segue.
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Seja {T(t):t >0} um semigrupo em X com um atrator global A
e um par atrator-repulsor (=,=*). Se £:T — A for uma solugcdo
global de {T(t):t>0},
1) se &(T)N=* # @, entdo d(£(t),=*) == 0.
2) se existir >0 tal que O5(=*)N==2 e {((—o0,0]) C Os(="),
entdo d(£(t), =) F2=° 0.
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Prova: 1) Faremos a prova por redu¢do ao absurdo. Se a conclusio
é falsa, existe d' > 0e seqiiéncia t, —3 cotal que d(£(—t,),=*) >4

Isto nos leva a uma contradicdo com o fato que = deve atrair o
subconjunto compacto K={ze€ A:d(z,=*) >0’} de A.

Para provar 2) observamos que se {(T) N =* = &, do Lema 2
temos que {(T) C = o que nos dd uma contradigdo.

Por outro lado, se £(T)N=* # @, segue de 1) que d(£(t),=*) ==5°0.
Isto completa a demonstracao.
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Seja {T(t):t >0} um semigrupo em X com atrator global A e
um par atrator-repulsor (=,=*). Se £ : T — X € uma solugcdo
global limitada para {T(t):t > 0} por x ¢ =U=*, entdo
£(t) =5 = e (t) 2550 =*. Além disso, se y € X\ A ento,
T(t)y 2 =uz=".
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Prova: Como x ¢ =* temos que w(x) N = é n3o vazio e, do fato
— t—00 —

que = é um atrator local, temos que &(t) — =.

Se {(T) N=* = &, entdo &(T) é invariante e, do Lema 2, é atraido

por = o que é uma contradic3o.

Logo, £(T)N=* & ndo vazio e, do Lema3, d(£(t),=*) ==°0.
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—)OO—

Para x € X\A provemos que T(t)x ZU=

Se 7*( )N = # & temos que T(t)x 2% = Por outro lado, se

t—00 —y

existe 6 >0 com v (x)NOs(Z)=2, afirmamos que T(t)x — =*.

De fato,

w(x )ﬂ Os(=) = @ e da invariancia de w(x) concluimos
que w(x) C =*

. Como w(x) atrai x o resultado segue.
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Coroldrio

Se {T(t):t >0} for um semigrupo em X com um atrator global
A e par atrator-repulsor (=,=*), entdo {T(t) : t > 0} serd um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo a colecdo disjunta de
invariantes isolados {=,=*}.

Seja {T(t):t >0} um semigrupo com atrator global A e = C A
um conjunto invariante isolado. Mostre que = é um atrator local

se, e somente se, W"(Z) = =.
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Semigrupos Dinamicamente Gradientes e Decomposicdo de Morse

Com isto podemos comecar a estudar a decomposicao de Morse do
atrator de um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a uma
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados. Comegamos
fixando a definicio de decomposicao de Morse que utilizaremos.

Defini¢do (Decomposi¢do de Morse)

Dada uma familia crescente @ = Ag C A1 C --- C A, = A, de
n+ 1 atratores locais, para j = 1,--- ,n, defina = := A, ﬁAle. A
n-upla ordenada = := (=1,=5, -+ ,=,) é chamada uma
decomposicdo de Morse de A.
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Nosso objetivo agora é demonstrar que, se {T(t) : t > 0} é um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo a familia disjunta de
invariantes isolatos = = {=;,--- ,=,} e atrator global A, entdo
uma reordenacdo de = é uma decomposicdo de Morse de A. O
resultado a seguir tem um papel fundamental neste processo.

Seja{T(t):t>0} um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados =={=1,---,=,}.
Entdo, existe um 1 < k < n tal que =y é um atrator local para
{T(t):t >0} em X.
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Prova: Do Exercicio 2, se n3o existe um atrator local em = temos
que, para cada 1 <7 < n, existe uma solugdo global & : T — A tal

que &(t) 250 5 e &i(1) T2 =j com j # i. Isto produz uma
estrutura homoclinica e nos da uma contradicao.
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