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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacao

. 1 . +
No que se segue consideramos uma familia {T,)(t):t €T }, [0y de
semigrupos. Comegamos com resultados que estendem os lemas
fundamentais da secdo anterior a esta familia.

Denotaremos por &, o conjunto dos equilibrios de {T,(t):teT*},
para cada 7 € [0, 1].

Se {T,(t):t€T "}, cp0,1) € continua em =0, y*"c&,, n€[0,1], e

y*n n—_)?y*’o, dado T€T e e>0, existe § >0 e ng>0 tais que,
{T,(t)y:0<t <7, y € Bs(y*")} C Be(y*™"), para todo 1 < np.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Prova: Se este n3o é o caso, existem tg €T, €y >0 e sequéncias
{mic} em [0,1], 7k =30, yic€ By (y*") e {s¢} em [0, to] tais que
d( Ty, (sk)y, y ™) = €o.

. k
Podemos assumir que si 2>Oso para algum sp € [0, tp]. Portanto
d(To(s0)y*°,y*0) > €0, 0 que é uma contradigdo.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Definicao

Diremos que a familia de semigrupos {T,(t) : t € T*},cpoq] €
coletivamente assintoticamente compacta em 1) = 0 se, dadas

N k—00 .. k—o0 =
sequéncias n — 0, {uk}ken limitada em X e ty — oo, entdo
{T, (tc)ux} € relativamente compacto.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Seja {T,(t) : t € T*} uma familia de semigrupos que é continua e

: : . . k
coletivamente assintoticamente compacta em n=0. Seja ny =0,

k )
o =X 00, Iy i= {se€T:s>—ox}. Se para cada k € N, existe

uma solucdo & Jx— X de {T,, (t):t€ T} e By = Uyen Ek(—0k)
é limitado, existe uma subsequéncia (que também denotaremos por
&) e uma solucio global &y : T — X de {To(t) : t € T*} tal que

kli_}moo &k(s) — &o(s)

para todo s € T. Se By := Jyey ¢k([—ok,0]) € limitado entdo e
&o(s) € By para todo s < 0.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Prova: Por simplicicidade de notago escreveremos Ty (t) em
lugar de T, (t). Como By é limitado e {T,(t):t€T*},cp0q) é
coletivamente assintoticamente compacta, existe ¢g : N - N
estritamente crescente e xp € X tal que

E0(k) (0) =Topo (k) (T 0(k) )& 0 (k) (— T g0 (k) ) = X0

Seja &o(+): TT — X definida por &(t):= To(t)xo, t€T™. Segue que

Eo0(k) () = T (k) (5)E50(k) (0) 2% To(s)x0 = &o(s), Vs eTT.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Procedendo de maneira andloga, existe $1N — ¢o(N) estritamente
crescente tal que {&,,(x)(—1)} é convergente com limite x_;.
Definindo &o(s):=To(s+1)x_1, s € {s € T : s > —1}, temos

To(1)x-1 = |'m T (L), (—1) = k“_>moo £, (k) (0) = X0

ef:{seT:s>—-1} - X éuma solugdo de {To(t) : t € T+}
com &o(—1) = x_1, &(0) = xo e

Eo10)(8) = Tou(i) (5 + 1) (—1) = To(s + 1)x_1 = &(s),

se{seT:s>-1}.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Suponha que tenhamos obtido fungdes estritamente crescentes

. N
QS;:N*)(;S,'_;[(N), tais que g(ﬁi(k)(il) jfx_,- e To(l)X_;:X_i+1,
1<i<m—1. E claro que &4,(x)(S) = Ty,(k)(s+1i)x_1 converge para
uma soluggo de {To(t):t€T*} definida em T*,, 0<i<m—1.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Agora construimos fungdo ¢m : N — ¢m—1(N) tal que &y, (k) (—m)
converge (para x_p,). E claro que To(1)X_m=X_m41€, se
definirmos &(s) = T(s + m)x_, para s > —m, & : TH, — X é
uma solugdo de {To(t): t € TT} com &o(—i) =x_;, 0<i<me
Epm(k)(S) converge para &o(s) para todo s € T,

Com isto construimos a sequéncia {§¢k(k)}i°:1 e uma solucao

& : T — Xde{To(t):t €T} com &(—i) = x_; para todo

i € N e tal que &, (x)(s) — &o(s) para todo s € T. Isto conclui a
demonstragdo.p
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Corolario (1)

Seja {T,(t) : t € T*},cjo1], uma familia de semigrupos que é
continua e coletivamente assintoticamente compacta em n = 0.

Seja {nx} uma sequéncia em (0, 1] tal que ny 20 e para cada
k € N seja &, : T — X uma solucio global de {T,,(t):t e Tt}

Se Uyen ni(T) € limitado, para qualquer sequéncia s = {s} em
T+, {&,,} tem uma subsequéncia que denotaremos por {&,:} e
uma solugio global £ : T — X de {To(t) : t € T} tal que

lim & (t+ sk) — &(t), para todo t € T.
k—oo 'k

A
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Seja {T,(t): t € Tt}, n € [0,1], uma familia de semigrupos que é
continua e coletivamente assintoticamente compacta em 1 = 0.

Se {To(t) : t € TT} € dinamicamente gradiente com conjunto de
equilibrios € = {y{, -~ ,y;}, 6 <do e BC X € limitado entao,
existem ng = no(B) € (0,1] e ty = to(d, B) > 0, independente de
n € [0,n0], tal que {T,;(t)uo: 0 < t < to} NUP_, Bs(y}) # @ para
todo ug € B e n € [0,no].

Se, além das hipdteses acima, supomos que o conjunto dos equilibrios
i . *, *, e n—0

de {Tn(t)-t€T+} € 577:{)/1 . Y 77} € 1”2?§pd(yi nayi*) — 0,

podemos substituir y; na conclusdo acima por yi*’".
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Prova: Vamos fazer uma argumentac3o por contradi¢cdo. Suponha
que existam uma sequéncia {xx} em B, uma sequéncia {nx} em

[0, 1], com 7, 23°0, e uma sequéncia {tx} em T, com t, 2% 0,
de modo que {T,,(s)xk : 0 < s <2t} NUE_  Bs(y¥) = 2.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Como {T,(t):t€T*}, o] é coletivamente assintoticamente
compacta em =0, passando a uma subseqiiéncia se necessario,

existe y € X tal que T, (tx)xk kify.

Como {T,(+) }nefo,1) é continuaem n=0, Ty, (t+tx)xk kif'lb(t)y
para todo t € TT. De um lema anterior, existe um t; € TT e
yj € & tal que d(To(t)y,y;) <4 para todo t > t5 a assim
chegamos a uma contradi¢do.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Seja {T,(t) : t € T*},cjo1] uma familia continua e coletivamente
assintoticamente compacta em 1 = 0 de semigrupos.

Suponha que &,={y;"",--+,y;""} seja o conjunto dos equilibrios de
{T,(t):teT*} e que maxigi<yp d(yi*’n,y;k’o) 120 o

Se {To(t) : t € T} € dinamicamente gradiente, dado 0 < 6 < dg,
existe 19 >0 e ¢’ >0 (independente de n€[0,19]) de maneira que,
sen € [0,m0), d(uo,y"") <&, 1<i<p,eparaalgumt; € Tt
d(T,(t1)uo, y;"") >4, entdo d(T,(t)uo,y:"")>d', para todo t>t. )
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Prova: Suponha que para algum 1 <7 < p, existe sequéncia {ug }

em X, {nx} com ny g 0, d(uk,y, ,m) ,1< e sequéncias o < Tk

em T tais que d(T,, (k) uk, ;") =6 e d(Ty, (k) uk, yi ™) < +.

Mostremos que isto contradiz a propriedade (G2)de {To(t):teT"}.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Note que o pode ser escolhido de forma que T, (s)ux € Bs(y;"™)

. k—o0
para todo s < oy e, de um lema anterior, oy — .

Tomando subseqiiéncias construimos uma solucio global &:T— A
tal que &(7) " —=" y¥, d(&(0),y;) > 8. Como {To(t): t € T*}
é dinamicamente gradiente, existe j # i tal que &o(7) = 78
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Do fato de que &o(7) = yj e da construcdo de &o, existe

subseqiiéncia {n, } de {n«} e seqiéncias {ox,}. {tk,} em TT,
. *Mkm 1

Ok < tr, < Tk, tais que d(Tnkm(akm)ukm,yj )< e

d( T, () ik ;") = 6.

Procedendo exatamente como no passo anterior obtemos uma
~ ——
solugdo & : T — A tal que & (s) "= i

Do fato de que {To(t) : t € T*} é dinamicamente gradiente temos
: * * * Lk SO %
que existe y, € £, Yo ¢ {y,- Y } tal que 51(5) — Y-

Continuando com este procedimento chegamos em uma
contradicdo em um nidmero finito de passos.p

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Agora estamos prontos para provar que (G1) e (G2) sdo estdveis
por perturbagdes; isto é, o conceito de semigrupos dinamicamente
gradiente é robusto sob perturbagdes.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo
Teorema

Seja {T,(t) : t € T*},c[0,1) uma familia continua e coletivamente
assintoticamente compacta em 1 = 0 tal que

a) {T,(t): t € T*} tem um atrator global A,, ¥V n € [0,1] e
existe 1o € (0, 1] tal que U, ¢ ;1A € limitado.

b) & ={y" " ¥ n € [0,1], e d(y", v %) 20,
1< i< p. Além disso, existem § > 0 e ng > 0 tais que a
dnica soluc3o global de {T,(t) : t € T} contida em Bs(y;"")
y,1<i<p 0<n<n.

c) {To(t): t € T} é um semigrupo dinamicamente gradiente.

Entdo, 3ng > n1 >0 tal que, {T,(t):t €Tt} é dinamicamente
gradiente Vn € [0, m1].
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Primeira Parte da Prova da Estabilidade de G1: Provaremos,
por reducdo ao absurdo que, para todo 7 suficientemente pequeno,
toda global £ : T — X em A,, satisfaz

lim d(€M(t),y”") =0, para algum 1 < i< p.

t—00

Note que y;k’n — y,fk’o =y’ e que existe um ¢ > 0 tal que, para
todo 7 suficientemente pequeno, se uma solucio £ : T — X
satisfaz d(¢(M(t), y*) < § para todo t > to e para algum ty € T,

entdo £(1(t) =3y,
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

. N k—o0 ~ .
Suponha que existe uma sequéncia 7y — 0 e solu¢cdes globais
correspondentes f(k) em A,, tais que, para cada k € N,

supdist(¢(s), &) > 4, Vt € TT. (1)

s>t

Pelo Corolario 1, tomando subsequéncias, £(K)(¢) piniy £©)(t) para
cada t € T onde £(©) é uma solucio global em Ay.

Como £00)(¢) tﬁfy,*, para algum 1</<p, temos que, dado re N*
existemt, €T e k, €N tais que d(£(F(t,),y*) < % para cada k > k,.

De (1), existe t/>t, tal que d(£(%)(t),y*) <d para todo tE[t,, t.)
e d(£)(t)), y7) >4
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Tomando subsegiiéncias se necessério, seja €1 (t) = lim £k (t41)).
r— o0

Entdo, como t/ — t, == oo, d(¢MW(t),y?) < & para todo t < 0 e
consequentemente £ (1) 2=y,

Além disso ¢ (1) =5 yj com i # j por (G1) e (G2) para n = 0.

Do fato de que £*)(t + /) =3 ¢()(t) para todo t € T temos
que, para cada m € N, existe um instante t,, > 0 e indices k,, € N

tais que d(g(k')(tm),yj*) < % para todo k, > k.

Novamente, de (1), existem t, > t,, tais que d(§km(t),yj*) <4é
para todo t € [tm, t,) e d(E(t7,),y) = 6.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Procedendo exatamente como antes obtemos uma solucao global
€@ T — X tal que (1) ==y e P 2F yx com 0¢{i, j}.

Em um nimero finito de passos chegamos a uma contradi¢3o.

Isto prova que existe um 79 > 0 tal que, para toda solucdo global
£ em A, com 1 < 1o, temos que

lim d(¢M(t),y") = 0.

t—o0
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Conclusao da Prova da Estabilidade de G1: Para provar que
existe um 7; > 0 tal que, para toda solucio global £(" em Ay,
com 1 < 11, temos que

lim _d(£0(2), ;") =0,

t——00 J

procedemos exatamente da mesma maneira.

Isto completa a prova de que, para 7 suficientemente pequeno,
{T,(t) : t € T*} satisfaz (G1).
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Prova da Estabilidade de G2: Vamos provar que, para n
suficientemente pequeno, { T, (t) : t € TT} também satisfaz (G2).
Novamente argumentaremos por contradigdo.

Suponha que exista uma sequiéncia 7, — 0 e, para cada k € N,
pontos de equilibrio y;"", - -+ | yg™ em &,, e solucio global £~/
em A,, com

lim ¢°/(t) =y e lim &°(t) =y

t——00 t—+400

1 _

where y;7" = yqul

Procedendo como na prova de (G1) construimos uma estrutura
homoclinica para {T§ : n € N} e chegamos a uma contradigdo.
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Semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacdo

Corolario

Nas hipoteses do Teorema 1, existe um ng > 0 tal que

An = U’,'3:1 Wu(}’?’n)a Vn € [0»770]-
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