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Semicontinuidade Inferior de Atratores

Dado um semigrupo {T(t): t € T*} e A um conjunto invariante
sob a agdo de {T(t): t € T*}, j4 vimos que existe uma solu¢do
global por a, para cada a € A.

As solucbes globais mais simples sdo as constantes; isto é, solucGes
estaciondrias ou pontos de equilibrio.

Lembremos que y* € X é um ponto de equilibrio para o semigrupo
{T(t): t € T"} se o conjunto {y*} é a érbita de uma solugéo
global constante; isto é, T(t)y* = y*, para todo t > 0.

Denotaremos por £ o conjunto dos pontos de equilibrio para o
semigrupo {T(t):t e T"}.
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Semicontinuidade Inferior de Atratores

As solugdes globais que tendem a um equilibrio y* quando t tende
a —oo formam um conjunto invariante que chamamos de conjunto
instavel WY(y*) de y*; isto §,

Definicdo (Conjunto Instével)

Seja y* € £. O conjunto
W*(y*)={y € X: existe solugdo global ¢, : T — X
tal que, ¢,(0) = y e ¢, (t) "==° y*}.
€ chamado conjunto instavel de y*.
Dado § > 0 e y* € £. O conjunto
Wys'(y*)={y€Os(y™): existe solugcdo global ¢,:T — X tal que
8y (0)=y, 6y (t)€Os(y"), VtET™ e g, (t) =" y*}

€ chamado uma conjunto instavel local de y*.
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Semicontinuidade Inferior de Atratores

A orbita 74 de uma solugao global ndo constante ¢ : T — X que
tende a um ponto de equilibrio y* quando t tende a o0 é
chamada uma érbita homoclinica em y*.

Observamos que sempre que existe uma &rbita homoclinica em y*,

Wj'(y*) ndo coincide com a intersecdo de W*(y*) com Os(y*)
para nenhum ¢ > 0.
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Semicontinuidade Inferior de Atratores

Teorema (Semicontinuidade Inferior)

Seja {T,(t) : t € T*},c[0,1) uma familia continua em n =0 de
semigrupos com atratores globais { Ay },c(o,1] € seja &, o conjunto
dos pontos de equilibrio de {T,(t):t€T"}. Suponha que
a) Existe peN tal que &,={y;",---,y,""}, para todo n € [0,1],
*,0y 1—0
e max dy] " y%) T 0

b) Existe um § > 0 tal que
{Ws (v ™)y %) s m € [0,1]}

€ semicontinua inferiormente em n = 0.
*,0
c) Ao = U?Zl W”(yj ).

Entéo, { A, : 1 € [0,1]} € semicontinua inferiormente em n = 0.

A
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Semicontinuidade Inferior de Atratores

Prova: De c) temos que Ay = Ule W“(yj*’o). Segue que, se
Uy € Ag, existe uma solucio global ¢(® : T — X por ug
(6O(0) = up), 1 < £ <pereTt tal que pO(—7) € Wi(y, ).

De b), existe u, 7 € W(;”(yj*’”) tal que u, " ad #°(—7) e solugdo
global (M : T — X de {T,(t) : t € T*} com ¢(M(0) = u; " tal
que $(1(0) " 6O(~7).

Segue da continuidade de {T,(t): t € T*} em =0 que

Ay 3 Tn(TW(n)(O) et ug.

O resultado agora segue do lema.
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Semigrupos gradientes

Semigrupos gradientes

Vamos considerar agora os semigrupos gradientes. Esta classe de
semigrupos aparece naturalmente em diversas aplicagcdes e suas
caracteristicas permitem descrever com bastante precisdo a
estrutura dos seus atratores.

Definicao

Um semigrupo {T(t) : t € Tt} serd dito gradiente se tiver uma

funcdo de Lyapunov; isto €, se existir uma funcdo continua
V: X — R tal que:

(i) Tt >t — V(T(t)x) seja decrescente, para cada x € X;

(i) Se x for tal que V(T (t)x)=V(x)V, teT™, entdo xe&.
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Semigrupos gradientes

Para semigrupos gradientes temos o seguinte resultado de
caracterizacao:

Se {T(t):te Tt} for um semigrupo gradiente, entdo w(x) serd
um subconjunto de £, para cada x € X. Se existir uma solugdo
global ¢ : T — X por x, entdo ay(x) serd um subconjunto de E.

Se {T(t):t e Tt} for gradiente, tiver um atrator global A e £ s6
tiver pontos isolados, entdo £ serd finito e para cada x € X, w(x)
serd unitario. Neste caso, se x € A e ¢ : T — A for uma solugcdo
global por x, entdo ay(x) e w(x) serdo conjuntos unitdrios.

A
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Semigrupos gradientes

Prova: Se w(x) = @ o resultado é trivial. Se w(x) # @ e
y € w(x) temos que V(T (t)x) =3 ¢, para algum ¢ € R, pois é
decrescente e possui uma subseqiiéncia convergente.

Como T(t)w(x) C w(x), t € TT, temos que cada ponto y € w(x)

é tal que V(T (t)y) = V(y) =c, t € T, e da propriedade (ii) na
Definicdo 2 temos que y € £.
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Semigrupos gradientes

Suponha que exista uma solu¢do global ¢ : T — X por x.

Se ay(x) = @ o resultado é trivial. Por outro lado, se y € ag(x),

existe um ¢ € R tal que V(¢(—t)) =X ¢, pois & crescente e tem
uma subseqliéncia convergente.

t € T, temos que para cada

Como T(t)ag(x) C ag(x),
)=V(y)=c teT eyek.

y € ag(x), V(T(t
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Semigrupos gradientes

Agora suponhamos que {T(t):t€T"} tenha um atrator global A
e que & sé tenha pontos isolados.

Como A é compacto e £ C A segue que £ é finito.
Mostremos que, se £ é finito, w(x) e a,(x) sdo conjuntos unitarios.

Se T=R isto segue do fato que w(x) e ay(x) sdo conexos.
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Semigrupos gradientes

SeT=Zew(x)={y, -,y } CE com (=2, entdo existe uma
cobertura disjunta {N; : 1 <7 < ¢} de N com a propriedade que
cada N; é infinito e lim T(n)x =y, 1 <i </

i
Escolha {k, : n € N} tal que kop—1 € Ny e kop = kop—1 +1 € N;,
para algum 2<j</. Entdo, yi = T(1)yy =limke0 T (kon)x =y},
0 que é uma contradic3o.

Isto mostra que se o conjunto das solu¢Bes estaciondrias for finito,
entdo w(x) serd um conjunto unitario.

A prova que ay(x) é um conjunto unitario quando T =Z é
inteiramente andloga e isto conclui a demonstragdo.
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Semigrupos gradientes

Se {T(t):t e T"} for um semigrupo gradiente, eventualmente
limitado, assintoticamente compacto e que o seu conjunto de
pontos equilibrios £ for limitado, entdo {T(t):t € T} terd um
atrator global A = W"(E), onde

WH(E) :={y € X : existe uma solugdo global ¢(-) : T — X
por y (¢(0) = y) tal que d(¢(t), &) "==5° 0}

serd chamado de conjunto instdvel de £. Se € = {ef,--- , ey} for
finito A = U"_; WY(e*). Finalmente, se existir um conjunto
conexo e limitado B que contém A, entdo A serd conexo.
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Semigrupos gradientes

Prova: Como {T(t):t € T'} é eventualmente limitado e
assintoticamente compacto, para cada x € X, w(x) é ndo-vazio,
compacto, invariante e atrai x.

Do fato de que {T(t) : t € T"} é gradiente segue que w(x) C £ e,
como & é limitado, temos que {T(t) : t € T"} é ponto dissipativo.

Disto obtemos que {T(t) : t € T} tem um atrator global.
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Semigrupos gradientes

Se x € A, existe uma solugdo global ¢ : T — X por x. Como

#(T) C A é relativamente compacto, ag(x) é compacto, ndo vazio
t——00

e d(6(),ap(x) 0.
Do lema anterior, a(x) C €. Isto mostra que A C WY(&).

Se x € WY(E), existe uma solugdo global ¢ : T — X por x e
o(t) 2 A

Do fato de que ¢(T) é invariante e limitado concluimos que
¢(T) C A e consequentemente x € A.

Isto mostra que AD WY (E) e completa a prova de que A=W"(E).
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Semigrupos gradientes

Se & ={ef, - e}, aigualdade A = U, WY (e) segue
imediatamente do lema anterior e, se A estd contido em um
subconjunto conexo e limitado de X, um resultado anterior implica
que A é conexo.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Semigrupos gradientes

Assuma que {T(t): t € Tt} é um semigrupo gradiente que tem
um atrator global A e que € = {y; : 1 < i < n} para algum
neN*. SeV:X — R éfungio de Lyapunov de {T(t):t e T},
V(E)={ny,--- ,nph, ni<nipq, I<i<p—len <r<njyg,
entdo X, = {z € X : V(z2) < r} € positivamente invariante e a
restricio {T,(t) : t € TT} de {T(t):t € T*} a X,, tem atrator
global AY) dado por

AV = ufW () - V) < b

Em particular, V(z) < nj para z € AY), ny = min{V(x) : x € X}
e AN = {y* € £: V(y*) = ny} consiste dos pontos de equilibrio

assintoticamente estaveis; isto € para cada y* € AQ) existe uma

vizinhanga Oy~ de yx tal que T(t)x — y* para cada x € Oy,.
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Semigrupos gradientes

Prova: E claro da definicdo da funcdo de Lyapunov que X, é
positivamente invariante sob a agdo de {T(t):t € T*}.

Para provar a existéncia de um atrator para {T,(t) : t € T"}
notemos que as propriedades requeridas para obtermos um atrator
global s3o herdadas de {T(t) : t € T"}; a saber, rbitas de
subconjuntos limitados de X, sdo limitadas, {T,(t):t € T*} é
ponto dissipativo e assintoticamente compacto.

Logo, {T,(t) : t € T} tem um atrator global AU). A restricio V,

de V a X, é uma funcgio de Lyapunov para {T,(t):t€ Tt} ea
caracterizacdo de AU) segue.
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Semigrupos gradientes

Seja 50:% min{d(x* y*),x* y* € A1, x*#£y*} e provemos a dltima
afirmacao.

Se existem um Jp > & > 0 e seqiiéncias {xx : k € N} em X e
{tx : k € N} em T™ tais que xx i S d(T(te)xk,x*) =6
(d(T(t)xk,x*) < 6 para 0 < t < tx) concluimos que
{T(tx)xk : k € N} tem uma subseqiiéncia convergente.

. k
De fato, é claro que ty 2 50 e o resultado segue da
compacidade assintdtica do semigrupo {T(t) : t € T*}.
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Semigrupos gradientes

Denote esta subseqiiéncia convergente por { T (tx)xx : k € N} e
seja y seu limite. E imediato do fato de que V/(xx) — ny que
V(y) = V(T (t)y) =n1. Portanto y € A; e dist(y,x*) > 4.

Por outro lato { T(tx — 1)xk : k € N} também tem uma
subseqliéncia convergente e o limite z desta subseqiiéncia pertence
a Aj; N Bs(x*). Segue que z = x* e que
x*=T(1)x*=T(1)z=y. Isto é um absurdo.

Isto prova que, para cada x* € A1 e 0 < § < dg existe um
d > & > 0 tal que, para todo x € By/(x*), v*(x) C Bs(x*) e prova
que A; consiste somente dos equilibrios estaveis.

Para concluir precisamos somente notar que, para cada x € X,
T(t)x =3 x* para algum x* € £
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