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CondicGes suficientes para a existéncia de atratores

Condicoes suficientes para a existéncia de atratores

No que se segue, apresentaremos alguns resultados que sao
comumente utilizados para assegurar que um dado semigrupo
tenha um atrator global.
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CondicGes suficientes para a existéncia de atratores

Teorema

Um um semigrupo {T(t):t€T"} que é eventualmente compacto e
ponto dissipativo tem um atrator global. Logo, em dimens3o finita,
todo semigrupo ponto dissipativo tem um atrator global.

Prova: Como a compacidade assintética segue da compacidade
eventual. Basta mostrar que o semigrupo é eventualmente limitado.

Se BC X élimitado, como {T(t): t € T*} é eventualmente compacto,
existe tg € T*tal que T(tg)B é relativamente compacto. Logo, basta
mostrar que subconjuntos compactos de X tém orbitas limitadas.

Seja K um subconjunto compacto de X e By um subconjunto
aberto e limitado de X que absorve pontos.
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CondicGes suficientes para a existéncia de atratores

Dado x € K, da continuidade de T(t) existe uma vizinhanga O,
de x e t, € TT tal que T(t)Ox C T(tg,)Bo.

Como K é compacto, existem {Oy,---,Ox,} que cobrem K. Seja
7(K) = max{ty, : 1 < i< p}, Ko= T(tg,)Bo e Ko = V[g,T(KO)]KO_

Claramente Kj e Ko sdo subconjuntos compactos de X. Segue que
T(t)By C Ko para todo t > tg, e para cada subconjunto

compacto K de X temos que T(t)K C Ko para t > T(K).

Isto prova que a érbita de um subconjunto compacto de X é
limitada e conclui a demonstracdo do resultado.f
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CondicGes suficientes para a existéncia de atratores

Teorema

Seja X um espaco de Banach e {T(t):t€T*} um semigrupo em X.
Suponha que T(t) = S(t) + K(t) com S(t) e K(t) satisfazendo

i) Para cada conjunto limitado B em X, existe um tg € T* tal
que K(t)B € relativamente compacto para todo t > tg.

ii) Para cada conjunto limitado B em X, existe tg € T tal que
sup,eg ||S(t)x||x :=sp(t) <oo para todo t>tg e sp(t) Z%0.

Entdo {T(t):t € Tt} é assintoticamente compacto. Além disso,
se {T(t):t € Tt} for ponto dissipativo e eventualmente limitado,
terd um atrator global.
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CondicGes suficientes para a existéncia de atratores

Prova: Sejan @ # B C X fechado limitado e positivamente
invariante e €>0, seja s€ T tal que s>tg e sg(s) < 5.

Como K(s)B é relativamente compacto, existem N = N(s,B) € N
e y1,---yn em K(s)B tais que K(s)B C Uf\’le%(y,-). Segue que

W(B) = Neer: T()B C T(s)B C S(5)B + K(s)B
C B<(0) + UL, Be(yi) € UYL Be(yi)-
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CondicGes suficientes para a existéncia de atratores

Como € é arbitrario, temos que w(B) é totalmente limitado. Como
w(B) é fechado e totalmente limitado no espago de Banach X
segue que w(B) é compacto.

Podemos ver facilmente que w(B) n3o é vazio, pois para cada

N . + n—oo [N .
sequéncia {x,} em B e t, € Tt com t, — o0 a seqiiéncia
{T(ty)xn} é totalmente limitada, possuindo portanto uma
subseqiiéncia convergente.

Agora, procedendo como antes concluimos que w(B) atrai B e isto
prova que {T(t): t € TT} é assintoticamente compacto.

Se além disso {T(t): t € T} é ponto dissipativo e eventualmente
limitado. Segue que {T(t):t € T"} tem um atrator global.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Robusteza de Atratores sob Perturbacao

Agora estudaremos a continuidade dos atratores relativamente a
perturbagdes no semigrupo.

Definicao

Sejam X e N\ espacos métricos e {Ay}ren C 2.

© Diremos que { Ay} xen € semicontinua superiormente em \g se

disty(Ax, Ay,) = sup dist(xy, Ay,) =20 0.
x\EAN

@ Diremos que { Ay} en € semicontinua inferiormente em g se

disti(Axg, Ax) = sup dist(x, Ay) =2 0.
XG.A)\O
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Para provar semicontinuidade superior e inferior empregaremos o
seguinte resultado

Sejam X e N\ espacos métricos e {Ay}ren C 2%.

o . =
@ Se qualquer seqiiéncia {xy, } com x\, €Ay, A\n —= \g, tem
uma subseqiiéncia convergente com limite pertencendo a Ay,
entdo {A)}xen € semicontinua superiormente em \g.

Q Se A,, é compacto e para qualquer x € Ay, e A\, 2 Xo

. n . k—o0 ven .
existe uma subseqtiéncia An, — Ao, e seqiiéncia {xy, } com
X, € A, que converge para x, entdo {A\}xep €
semicontinua inferiormente em \g.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Prova: 1) Se {A)}\ea ndo é semicontinua superiormente em A,
existem € > 0 e seqiiéncia {\,} com \, 7% )\ tal que
supyea, dist(x, Ay) =26, n€N.

Segue que, para algum x,, € A,,, temos que dist(xy,, Ay,) = €,

para cada n € N. Como {xy,} tem uma subseqiiéncia que converge
para algum elemento de A),, chegamos a uma contradi¢do.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

2) Se {A,} ndo é semicontinua inferiormente em \g, existem € > 0
e seqiiéncia A, =3 \g tais que supXeAkodist(x, Ay,) = 2¢, neN.
Logo, para algum x,, € Ay,, temos que dist(xy,,Ax,) =>2¢, neN.

Como A), é compacto podemos assumir que {xy,} converge para
algum x € A, e que dist(x, A),) > ¢ neN.

., . A k—
Das hipdteses, existem subseqiiéncias Ap, )Xo e Yn, EA,\nk tal

que yx,, ¥ xeex dist(x, Ay, ) < dist(x, yx,, ) 220, 0 que ¢
um absurdo.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Definicao

Diremos que a familia de semigrupos { T, (t) : t € T*}, cj01], €

. 0 )
continua em 1 =0 se T,(t,x) % To(t, x) uniformemente para
(t,x) em subconjuntos compactos de T™ x X quando 1 — 0.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Teorema (Semicontinuidade Superior)

Suponha que {T,(t):t €T}, c(0.1] Seja uma familia de semigrupos
continua emn =0 . Se {T,(t): t € Tt} tem um atrator global
Ay para cada n € [0,1] e U, c[o,1)A; € compacto, entdo a familia
{A, :n €[0,1]} é semicontinua superiormente em 1 = 0.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Prova: Considere as subseqiiéncias 7, — 0, u,, € A;,. Como

T 4 . k
Unefo,1] An é compacto em X, existe up € X tal que uy, 2 up.

Para concluir a demonstracao da semicontinuidade superior falta
mostrar que ug € Ag. Para este fim, é suficiente provar que existe
uma solugdo global limitada de {To(t) : t € T} por wp.

Da invaridncia dos atratores A,,, para cada k € N, existe uma
solugdo global limitada () : T — X por uy, .

Para t > 0, segue da continuidade de [0,1] > n — T,(t)x € X
uniformemente em subconjuntos compactos de T+ x X que

w(nk)(t) = T, (t)uy, — To(t)uo,

uniformemente para t em limitados de T .
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Construimos uma solucdo global por uy da seguinte maneira.

Se nd := i, k € N, dado j € N* existe uma subseqiiéncia {1, } de
{77{(_1} e u_j tal que YU (—) koo u_j. Recorde que

{9 (—j)}jen C U Ay

776[071]

Da convergéncia de x — T,(1)x para x — To(1)x uniformemente
em subconjuntos compactos de X segue que, para 0 < i < J,

BO(=)) = Ty (Y= + i) = u_j = To(Ju-jus
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Definindo

¢(0)( )= To(t)uo, parat >0
: To(t+j)u_j, para —j<t<—j+1, jeN,

»(© T — X é uma solucgo global de {Ty(t) : t € T} por ug e

(1) 2 pO(1), VteT.

Como w(o) : T — X é limitada, sua imagem estd em Ag e ug € Ap.

Agora o resultado segue do lema anterior.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Observacao

A hipdtese que U, c(0,1]A; seja compacto no teorema acima pode
ser enfraquecida assumindo, em seu lugar, uma compacidade

. - Ve N . n—oo
coletiva, isto é, dada uma seqiiéncia {n,} em [0,1] com n, — 0
e uma seqiiéncia {x,} com x, € A,,, entdo {x,} tem uma
subseqliéncia convergente.

Note que isto implica que existe ng € (0,1] tal que Unefo,no)An €
limitado. A demonstracdo do teorema acima com esta hipétese
mais fraca € inteiramente andloga a demonstracdo dada.

A
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Dado um semigrupo {T(t): t € T*} e A um conjunto invariante
sob a agdo de {T(t): t € T*}, j4 vimos que existe uma solu¢do
global por a, para cada a € A.

As solucbes globais mais simples sdo as constantes; isto é, solucGes
estaciondrias ou pontos de equilibrio.

Lembremos que y* € X é um ponto de equilibrio para o semigrupo
{T(t): t € T"} se o conjunto {y*} é a érbita de uma solugéo
global constante; isto é, T(t)y* = y*, para todo t > 0.

Denotaremos por £ o conjunto dos pontos de equilibrio para o
semigrupo {T(t):t e T"}.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

As solugdes globais que tendem a um equilibrio y* quando t tende
a —oo formam um conjunto invariante que chamamos de conjunto
instavel WH(y*) de y*; isto §,

W*(y*)={y € X:existe solugdo global ¢, : T — X
tal que, ¢,(0) =y e ¢, (t) == y*}.

Dado § > 0, o conjunto dos pontos y de Os(y*) tais que existe
solugdo global ¢, : T — X tal que, ¢,(0) =y, ¢,(t) ity y*e
¢y (t) € Os(y*) para todo t € T~ é chamado uma conjunto
instavel local de y* e é denotado por Wy'(y*).
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

A orbita 74 de uma solugao global ndo constante ¢ : T — X que
tende a um ponto de equilibrio y* quando t tende a o0 é
chamada uma érbita homoclinica em y*.

Observamos que sempre que existe uma &rbita homoclinica em y*,

Wj'(y*) ndo coincide com a intersecdo de W*(y*) com Os(y*)
para nenhum ¢ > 0.
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Teorema (Semicontinuidade Inferior)

Seja {T,(t) : t € T*},c[0,1) uma familia continua em n =0 de
semigrupos com atratores globais {A; },c[0,1]- Suponha que

a) Se &, denota o conjunto das solucdes estacionarias de
{T,)(t):teT"}, existe peN tal que & = {y;",--- ,y, "},

para todon € [0,1], e max d( My )77_>0

b) Existe um § > 0 tal que
{W (v ™)y %) s m € [0,1]}

€ semicontinua inferiormente em n = 0.
0
c) Ap = U?Zl W”(yjk ).
Entdo, { A, : 1 € [0,1]} € semicontinua inferiormente em n = 0.

A
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Robusteza de Atratores sob Perturbacdo

Prova: De d) temos que Ag = U,_; W“(yf’o). Segue que, se

uo € Ay, existe uma solucio global ¢(© : T — X por ug
(6O0)=w), 1<l <pereTt tal que pO(—7) € W(;“(yZ’O).

De c), existe u, " € W5“(yj*’”) tal que u, " i #°(—7) e solugdo
global (M : T — X de {T,(t) : t € T*} com ¢ (0) = u; " tal
que ¥(1(0) =2 6(0)(~7).

Segue da continuidade de {T,(t): t € T*} em =0 que
Ay > Ty(r)M(0) — uo.

O resultado segue agora do lema.
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