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Acesso ao ambiente de aprendizado eletronico
Provas e Calendario de Aulas
Atendimento

Informacdes Essenciais

Acesso ao ambiente de aprendizado eletronico

E-DISCIPLINAS

Todas as informagGes e material do curso estao disponiveis em
hhttps://edisciplinas.usp.br/acessar/

PARA O SEU PRIMEIRO ACESSO

ID do Usuaério: 1D ou Mail USP

Senha: Sua senha

Vocé também podera acessar diversas informagdes da disciplina em
https://sites.icmc.usp.br/andcarva/pos-graduacao.html
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Provas e Calendario de Aulas

Provas
@ Prova 1 no dia 04/Outubro as 08:00-10:00hs

@ Prova 2 no dia 29/Novembro as 08:00-10:00hs

Horario das Aulas: 08:00-10:00hs (segunda-feira e quarta-feira)
Local das Aulas: Sala 5002

Calendario de Aulas
” Més “ Seg [ Qua “ Seg [ Qua “ Seg [ Qua “ Seg [ Qua “ Seg [ Qua ”

Ago 16 21 23 28 30

Set 13 18 20 25 27
Out 02 18 23 25 30

Nov 15 20 22 27 M
Dez 04
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Atendimento

Atendimento com o professor
e Quando: Entrar em contato por e-mail para agendar hordrio.
@ Onde: Video-Conferéncia ou Sala 3-123.
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Objetivo e Justificativa

@ Objetivo: Apresentar as nocdes basicas dos sistemas
dindmicos em espacos de dimens3o infinita aos alunos de final
de mestrado e inicio de doutorado como ferramenta bdésica
para aplicacdes em diversas especialidades do conhecimento
matematico.

o Justificativa: O conceito de sistemas dindmicos surge para
unificar diversos aspectos do estudo de modelos matematicos
de problemas fisicos evolutivos (continuos ou discretos).
Desta forma, constituem uma ferramenta matematica basica
para a pesquisa em diversas especialidades da matematica.
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o Programa:
o |. Atratores para semigrupos

@ |.1. Fatos bdsicos: drbitas, conjuntos dmega-limite e alpha-limite, conjuntos invariantes,
estabilidade, compacidade assintética, medidas de ndo-compacidade, dissipatividade e a
definicdo de atratores. Condi¢des suficientes para existéncia de atratores.

@ |.2. Estrutura interna: Pontos de equilibrio: estabilidade sob perturbagdo, variedades
instaveis e estdveis. Semigrupos gradientes e a caracterizagdo de seus atratores.
Decomposi¢do de Morse e fung¢des de Lyapunov.

@ 1.3. Robusteza: Semigrupos de tipo-gradiente e a estabilidade da decomposicdo de Morse
sob perturbagdo. Semicontinuidade superior e inferior de atratores. Atratores exponenciais.
Taxa de atragdo uniforme e sua relagdo com a continuidade de atratores e a taxa de
convergéncia de atratores.

@ 1.4, Dimens3o e Teoremas de Imersdo: Capacidade e dimens3o de Hausdorff de atratores.
Dimens3o, dimensdo de Hausdorff e capacidade limite. Projecdes de compactos com

capacidade finita. Dimensdo de conjuntos compactos negativamente invariantes.
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@ |1. Atratores de processos de evolugdo n3o auténomos:
@ I1.1. Nogdes bdsicas, condi¢des para existéncia e propriedades elementares.
@ 1.2 Dicotomias
@ 11.2.1. Dicotomia Discreta: defini¢do e propriedades basicas. Admissibilidade. Robusteza.
@ 11.2.2. Dicotomia Exponencial: definicdo e propriedades basicas. Robusteza.
Admissibilidade.
@ 11.3. A propriedade do ponto de sela.
@ 11.3.1. Variedades instaveis locais como grafico (métodos de Perron e graph transform).
@ 11.3.2. Variedades estaveis locais como gréfico.
@ 11.3.3. Solugdes globais hiperbdlicas: perturbagio de solugdes globais hiperbdlicas e suas variedades

instaveis e estaveis locais.

@ 11.4. Hiperbolicidade e continuidade de atratores.
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Bibliografia:
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Motivacdo

Motivacao

Para explicar o que é um sistema dindmico imaginemos que
queiramos prever o valor varidvel x em instantes futuros e
denotemos o espaco dos possiveis valores para esta varidvel por X.

A varidvel x pode descrever uma infinidade quantidades fisicas,
bioldgicas, econémicas, etc.

Como exemplo citamos a posicdo de um corpo no espago (um
vetor em R3) ou a distribuicdo de temperaturas em um corpo {2
(uma fungdo definida em Q e tomando valores em R).

Assim, o espaco X pode ser de dimens3o finita ou infinita.
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Motivacdo

Um sistema dindmico é uma familia de operadores

{5(t,s) : t > s}, definidos em X e tomando valores nele mesmo
de forma que, dado que o valor da varidvel no instante s é x,
S(t,s)x é o valor da varidvel num instante posterior t.

O conhecimendo do sistema dindmico nos permite saber (no
futuro) os valores da varidvel que conhecemos no instante presente
para cada possivel valor da varidvel x em X.

E claro que esta familia de operadores deve obedecer certas
condi¢des de compatibilidade. Estas condi¢des sdo i) S(t,t) = Ix,
para todo t, onde Ix é a identidade em X e ii)

S(t,7)S(1,s)x = S(t,s)x sempre que t > 7 >se x € X.
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Motivacdo

Se t, s forem tomados em Z, diremos que {S(t,s) : t > s} é um
sistema dinamico discreto e se t, s sdo tomados em R diremos que
{S(t,s) : t > s} é um sistema dindmico continuo. Para fixar idéias
vamos imaginar que estamos trabalhando com um sistema
dindmico continuo.

O espaco X, em geral, é um espaco métrico e denotaremos por
dist(+,"): X x X —[0,00) a sua métrica. Pedimos também que um
sistema dinamico goze de alguma propriedade de continuidade; isto
é, iii) {(t,s,x) e RxRx X :t>s}>(t,s,x)— S(t,s)xe X é
continua.
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Motivacdo

Definicao

Seja X um espago métrico e C(X) o espaco das transformagées
continuas de X nele mesmo. Um sistema dindmico em X é uma
familia {S(t,s) : t > s} C C(X) tal que
i) S(t,t)x = x para todo t € R e para todo x € X,
i) S(t,0) 0 S(o,s) = S(t,s) paratodot>o > s,
i) {(t,s,x) eERxRx X:t>s}>(t,s,x)— S(t,s)xe€ X é
continua.

A
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Motivacdo

Em geral, distinguiremos dois tipos de sistemas dinamicos.

Os sistemas dindmicos autdnomos sio aqueles que satisfazem
S(t,s) = S(t —s,0) para todo t > s. Neste caso se definimos
T(t) = S(t,0) € C(X) temos que

i) T(0)x = x, para todo x € X,

i) T(t)T(s)= T(t+s) para todo t,s € [0,00) e

i) [0,00) x X 3 (t,x) — T(t)x € X é continua.
Uma familia {T(t) : t > 0} com as propriedades acima é chamada
um semigrupo continuo.

E claro que, a partir de um semigrupoo {T(t):t >0} podemos
definir um sistema dindmico auténomo {S(t, s) t > s} fazendo
S(t,s)=T(t—s), t>s.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Motivacdo

Note que, num sistema dindmico auténomo, a evolu¢do do estado
x ocupado no instante s para o estado S(t + s, s)x ocupado no
instante t + s é independente de s e depende apenas de t.

Os demais sistemas dindmicos serdo chamados sistemas dinAmicos
nao autdbnomos.

Os sistemas dindmicos aparecem frequentemente associados a
equacdes diferenciais que podem ser ordindrias, parciais ou
funcionais.

Para exemplificar, vamos considerar uma classe de exemplos que
surge nas equacoes diferenciais ordinarias

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Motivacdo

Considere o problema de valor inicial

x = f(t, x)
x(s) =xs € R" )

onde f : R x R" — R" é uma funcdo continuamente diferencidvel.
Nestas condigées, o seguinte resultado vale
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Motivacdo

(Theoen |

Para cada xs € R" e s € R, existe T > s e fungcdo continuamente
diferencidvel [s,7) > t — £(t) € R” tal que £(s) = xs e

£(t) = f(t,&(t)) para todo t € (s, 7). Esta funcdo é chamada uma
solugdo do problema de valor inicial (1) e tem as seguintes
propriedades

o Se existe 0 > s e funcdo continuamente diferenciavel
n:[s,0) = R" tal que n(s) = xs e n(t) = f(t,n(t)) para
todo t € (s,0) entdo £(t) = n(t) para todo t € [0, min{c, T})

o Existe 7(s,xs) > s e uma solucdo
[s,7(s,xs)) © t — x(t,s,xs) € R" de (1) tal que ou
7(s,%s) = o0 ou lim SUP_yr(s,x) IIx(t, s, xs)|| = oc.

0 Se E={(t,s,x) eRxRxR":s<t<7(s,x)}, afungdo
E > (t,s,xs) — x(t,s,xs) € R" é continua.
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Motivacdo

Denotaremos por x(t, s, xs), t€[s, 7(s,xs)) a dnica solucdo de (1).
Suponha que existe uma constante M > 0 tal que
f(t,x)-x <0, sempre que ||x|| > M, e paratodotecR. (2)
Entdo, se x(t, s, xs) € a solugdo de (1),
d 2
— = 2f(t,x) - x.
@l = 2£(£,2) - x

Segue de (2) que e do Teorema 1 que 7(s, xs) = oo para todo
seR exs € R,
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Motivacdo

Nestas condicdes defina S(t,s) : R" — R", t > s, por
S(t,s)xs = x(t,s,xs), xs € R".

E claro que, em vista do Teorema 1, a dnica condicdo que
precisamos verificar para concluir que {S(t,s) : t > s} é um
sistema dindmico (com X = R") é a condicdo ii) da Definicdo 1.

Esta condigdo segue da unicidade de solugcdo para (1) dada no
Teorema 1 observando-se que x(t,o,x(0,s, xs)) e x(t, s, xs) sdo
ambas solucdes de

x = f(t, x)
x(0) = x(o,s,x5) € R™.
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Motivacdo

Se f(t,x) = g(x) para todo x € R"; isto é f ndo depende de t,
entdo t — x(t+ 7,7,xs) e t — x(t + 0,0, xs) sdo ambas solugbes
de

x = g(x)
x(0) = xs € R".

Neste caso { T(t) : t > 0} definido por T(t)xo = x(t,0,xp) define
um semigrupo continuo de operadores (com X = R").
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Motivacdo

Por que o argumento acima ndo funciona se f depende de t?

Agora que ja entendemos o que € um sistema dindmico vamos
procurar definir o que buscaremos compreender do mesmo.

Insistiremos numa abordagem abstrata para que os sistemas
dindmicos estudados incluam modelos mais gerais que as equagdes
diferenciais ordinarias.

Assim, assumiremos que X é um espaco métrico ou, em situacoes
onde a estrutura de espaco vetorial seja necesaria, um espac¢o de
Banach (que pode ter dimens3o infinita).

Além disso, dada a natureza do espaco de estados X, gostariamos
de estudar os sistemas dindmicos dissipativos (no exemplo acima
todas as solucdes eventualmente entram na bola de raio M).
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Motivacdo

Um conjunto no qual todas as soluges entram (de forma uniforme
em limitados de X) depois de decorrido um certo tempo é
chamado absorvente. Queremos que os sistemas dindmicos que
consideraremos possuam conjuntos absorventes limitados.

Também queremos que a intersecdo de todos os conjuntos
absorventes seja um compacto que chamaremos atrator.

O atrator serd o conjunto assintético de estados. Os estados que
est3o fora do atrator s3o estados transitérios.

Buscaremos condicGes para existéncia de atratores, procuraremos
entender como é o sistema dinamico dentro do atrator, como os
conjuntos limitados s3o atraidos para o atrator, como o atrator se
comporta sob perturbacdo e medir a sua complexidade.
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