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e CADA QUESTAO VALE 1.25 PONTO. A NOTA DA PROVA VARIA DE ZERO A DEZ.
e AS QUESTOES MARCADAS COM (*) SAO OBRIGATORIAS.

e ATE 10 QUESTOES CONTARAO PONTOS.

e VOCE DEVE FAZER AO MENOS UMA QUESTAO DE CADA SECAO.

I - ANALITICIDADE E A FUNQAO RESOLVENTE

QUESTAO 1.1 Seja X um espaco de Banach sobre o corpo dos niimeros complexos C,

(1) Defina funcao analitica de um aberto A de C em X.
(2) Se f: A — X uma funcao tal que 2* o f : A — C' é analitica para todo x* € X*. Mostre
que f: A — X é analitica.
(3) Se A é um dominio de Cauchy limitado e f : A — X. Mostre que
(a) Se A: D(A) C X — X é fechado, v é uma curva retificivel em A, dé condigoes para
que as seguintes afirmacoes sejam verdadeiras

i) /f()\)d)\eD(A) e i) A/f()\)d)\:/Af()\)d)\

(b) Se f é analitica, enuncie e demonstre o Teorema de Cauchy, as Formulas Integrais
de Cauchy para derivadas e o Teorema do Maximo Mdédulo.
(4) Mostre que se f é analitica em um aberto A C C e \g € A entdo f possui uma expansao
de Taylor na bola de raio dist(Ag, OA) em torno de Ay
(5) Seja f : C — X uma funcao fracamente analitica. Prove que se {z* o f(\) : A € C} é
limitado para cada z* € X* entao, f é constante.



(6) Seja D um dominio de Cauchy ilimitado que contém o exterior de uma bola. Se f: Dy —
C uma fungao analitica, Dy D D, mostre que

fQ)Zf@@%+A;+g§%QQVAGD.

QUESTAO 1.2 |Seja X um espago de Banach uniformemente convexo (dado € > 0 existe § > 0 tal

que ||z|| = |ly|]| = 1 e ||z —y|| > € implica ||(x+y)/2|| < 1—0). Mostre as seguintes arfirmativas:
(1) Para cada 0 # z* € X*, 2*(x0) = ||z*|| para no maximo um x € B;(0).
(2) Se A é um subconjunto aberto e conexo em C, seja X um espago de Banach uniformemente
convexo e f: A — X analitica. Se || f())| atinge um maximo absoluto em algum ponto
de A, entao f(A) é constante em A.

QUESTAO [.3| Sejam X, Y, espagos de Banach sobre C e denote por £(X,Y) o espaco das
transformacoes lineares e continuas de X em Y. Se = um subconjunto aberto de Ce F : = —

L(X,Y), mostre que as seguintes afirmativas sao equivalentes:
(1) Para cada x € X e y* € Y*, a funcao = 3 £ — y*(F(§)x) € C é analitica.
(2) Para cada z € X, a fungao =3 £ — F(§)x € Y ¢é analitica.
(3) A funcao =23 £ — F(§) € L(X,Y) é analitica.

QUESTAO* 1.4 |Seja A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido.

(1) Defina o operador dual A* de A

(2) Mostre que se A for fechado entdo D(A*) sera total.

(3) Mostre que se A for fechado e X for reflexivo entdo D(A) serd denso.
(4)

4) Mostre que
p(A) =p(A7) e (A= A)T)" = (A=A VA € p(4)

IT - PROJECQOES ESPECTRAIS E CALCULO OPERACIONAL

QUESTAO I1.1|Seja X um espago de Banach sobre Ce A : D(A) C X — X um operador linear
fechado e com resolvente p(A) nao vazio.

(1) Defina resolvente p(A), espectro o(A), espectro pontual o,(A), espectro continuo o.(A)
e espectro residual o,(A) de A.

(2) Mostre a identidade do resolvente, que p(A) > XA — (A — A)~! € L(X) é continua e que
p(A) é aberto.

(3) Mostre que p(A) > A= (A — A)~! € L(X) é analitica.

(4) Defina conjunto espectral e, se 0 é um conjunto espectral, defina a projecao espectral P,
associada a ele.

(5) Seja v : [0,1] — p(A) uma curva fechada, retificavel e simples e o0 C o(A) tal que
n(v,\) = 1 para todo A € ¢ (o é interior a ) e n(vy,\) = 0 para todo A € g(A)\o.

Mostre que

Mme o (A —A)"tdA
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é uma projecao e que, se X7 = II(X) e A7 : X7 — X é definido por A%z = Ax?, V
x? € X7, entao A7(X?) C X7, A2 € L(X7) e (A7) =o0.
(6) Dado um ponto isolado \g de o(A), determine a série de Laurent de p(A) 2 A — (A —
A)™l € L(X) em torno de .
(a) Mostre se A\g é um auto-valor de multiplicidade algébrica finita entdao, A¢g é um polo.
(b) Mostre que Ay é um auto-valor isolado ou uma singularidade essencial e exiba um
exemplo para o qual Ay é um auto-valor isolado e uma singularidade essencial.

QUESTAO* I1.2| Seja A uma matrix n X n com coeficiente reais. Sejam A, -+, \x, k < n 08

auto-valores de A e P; a projecao associada ao conjunto espectral o; = {\;}, 1 < j <mn.

(1) Se m; é a dimensdo da imagem de P;, mostre que

k E mj—1
€= A7 =3 e 3 Y €A LDy
j=1 7 j=1 n=1

Use isto para encontrar uma expressio para e’!, para cada t € R. (Sugestdao: Faca o
desenvolvimento em série de Laurent de (§—A)~! em torno de \; para cada j = 1,--- , k).
(2) Se A: C" — C™ é simétrico resolva a equagao

(A~ A=

para A ¢ {A1,---, \}. Use isto para encontrar uma expressdo para e!, para cada t € R
(Sugestao: Mostre que R(Pypy,3) = N(A;— A) e use a funcao inteira A — e para calcular

6At).

QUESTAO I1.3|Seja H um espaco de Hilbert com dimensao infinita, A € L(H) auto adjunto e
f:D(f) Cc C— C é uma funcao analitica em um aberto que contém B”A”C(H) (0). De condigoes

sobre a funcao f para que
(1) f(A) seja auto-adjunto e
(2) f(A) seja compacto.
Conclua que, para cada t € RT,

(3) e é auto-adjunto.

QUESTAO* I1.4 | Seja X um espago de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
linear fechado com resolvente p(A) nao vazio. Suponha que o espectro o(A) de A contenha um

conjunto espectral limitado o e seja 0’ = g.(A)\o. Se P, (P,/) for a projecao espectral associada
ao conjunto espectral o (¢’), X, = R(P,) e X, = R(P,/, mostre que o operador A tem tem uma
decomposicao dada pela decomposicao X = X, ® X, do espaco de forma que os espectros das
partes A, e A, de A em X, e em X, coincidem com o e o’ respectivamente e A, € L(X,).

QUESTAO I1.5| Seja X um espago de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
fechado com resolvente nao vazio. Se f € U (A) entao

(1) Mostre que existe o limite limy_,, f(A) = f(00).



(2) Se D um dominio de Cauchy ilimitado que contém o exterior de uma bola. Se f : Dy — C
uma funcao analitica, Dy D D, mostre que

fA) = f(oo0) + /aD+ g(_—gldg, VA € D.

(3) Defina f(A) e mostre que o espectro de f(A) é exatamente o conjunto dos valores f(\),
assumidos por f, quando A percorre o.(A). Simbolicamente, o(f(A)) = f(oc.(A)).

III - CONTINUIDADE DO RESOLVENTE E DO ESPECTRO

QUESTAO III.1|Seja X um espaco de Banach sobre C, A um subconjunto do plano complexo
e R: A — L(X) tal que

RQA) = R(p) = (n = MR R(p), VA p €A
(1) Mostre que o nicleo N(R())) e a imagem Im(R(\)) de R(A) sdo independentes de A € A.
(2) Mostre que existe um operador fechado e densamente definido A : D(A) C X — X tal
que A C p(A) e R(\) = (A — A)7! se, e somente se, N(R(\)) = {0} e Im(R(\)) é denso
em X para algum \ € A

QUESTAO III.2 | Seja X um espago de Banach complexo e A : D(A) C X — X um operador
linear com resolvente nao vazio.

(1) Defina o conjunto resolvente p(A) e o espectro o(A) de A.

(2) Se A ¢é fechado, mostre a identidade do resolvente, que a funcao p(A) > A — (A —A)~! €
L(X) é continua e que p(A) é aberto.

(3) Mostre que p(A) 3 A — (A — A)~! € £(X) ¢ analitica e nao admite extensao analitica
propria.

(4) Se \g € p(A), relacione dist(Ag, o(A)) e o raio espectral de (A\g — A)~t.

QUESTAO II1.3 | Seja X um espaco de Banach sobre C e suponha que S,T € L(X).

(1) Se A € p(S) N p(T), entao os resolventes de S e T' satisfazem a equagao
A=9)"'=A-D) == (S-T)\-T)"

(2) Para um \¢ € C fixo, o conjunto S de todos os T' € L(X) tais que \g € p(T) é aberto.

(3) Dados um conjunto aberto e nao vazio A em C e T' € L(X) com o(T) C A, existe € > 0
tal que o(S) C A sempre que S € L(X) e ||[S — T < ¢ isto é, espectro de T é uma
funcao semicontinua superiormente de T'.

QUESTAO* II1.4| Seja X um espaco de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
fechado. Assuma p(A) D [0, 00) e que exista uma constante M > 0 tal que [AA—A)"|zx) < M
para todo A € [0, 00). Mostre que

(1) Existe ¢ € 5 tal que p(A) D X4 := {\ € C: arg()\) < ¢} e que existe uma constante
M > M tal que [[A(A — A)7Y|zx) < M para todo X € 3.
(2) Para cada z € X, A(A — ALz *=F z e para cada 2 € D(A), NA(A — A)~Lz =% Az



(3) Seja Ay = MA(A— A)~! € L(X). Mostre que, para cada z € D(A), Ay 2 Ag
(4) Suponha que A tenha resolvente compacto
(a) A7z =% A~'z para todo = € X,
(b) Se {Zy, }nen ¢ limitada, {A 1z, },cn tem uma subseqiiéncia convergente.
(c) Existe ng € N tal que N'(I 4+ A;') = {0} para todo n > ny.
(d) Existem ngeN e M > Otais que [—A, ! é invertivel e ||(I—A,) | zx) <M, Vn > ng.
(e) Os auto-valores de A, ' convergem para os auto-valores de A~'. Sugestdao: Mostre
que se A € p(A™1), existe d > 0 e ng tal que Bs(\) C p(A; ') para todo n > ny.

IV - REPRESENTACAO MINI-MAX DE AUTO-VALORES E A DECOMPOSIGAO ESPECTRAL

QUESTAO IV.1|Seja H um espago de Hilbert sobre C e A € IC(X) um operador auto-adjunto
tal que (Az,z) > 0 para todo = € H. Mostre que,

(1) Ay = max{(Az,z) : [|z|| = 1} é um auto-valor (Sugestao: Mostre que se {x,} é uma
seqiiéncia com ||z,|| = 1 e (Ax,,x,) — A\ entdo {z,} converge fracamente para v; € H
e {Ax,} converge fortemente para Av;)

(2) Mostre que o subespago H; de H dos vetores ortogonais a v; é invariante por A e que a
restricao A; de A a H; é auto-adjunto. Indutivamente, defina A\, = max{(Azx, z) : ||z| =
1z Lo, 1<j<n-—1}. Conclua que os auto-valores de A sao dados por

A1 = max{(Az,z) : ||z]| =12 Lv;, 1 <j<n}, n>0,

e que os auto-vetores correspondentes podem ser escolhidos ortogonais dois a dois. Ob-
serve que esta construcao permite que dois auto-valores consecutivos sejam iguais.
(3) Seja V,, = {F': F' é um subsepaco vetorial com dimensao n de H} Mostre que

= 1 N = >
Ani1 Flggl sup{(Az,z) : [|z|| =1, « L F'}, n >0,

and

A1 = sup inf{(Az,z):|z|| =1, v € F}, n>0.
FeVnia

QUESTAO* TV.2|Seja H = L?(0,7) e D(Ay) = CZ(0,7) o conjunto das fungdes C? com suporte
compacto em (0, 7). Defina Ay : D(Ay) C H — H por

(Aog)(z) = =¢"(x), € (0,7).

(1) Mostre que que Ay é simétrico e que (Agg, ¢) > 2 ||¢[|}; para todo ¢ € D(Ap). Conlua
que Aj tem uma extensao auto adjunta A e, apos resolver todos os itens do exercicio, que

a=1.
(2) Use o Teorema de Friedrichs para caracterizar o dominio de A e mostre que A tem
resolvente compacto.



(3) Mostre que H tem uma base de auto-fungoes, que o(A) = {\;, Ao, X3, -} e N\, =n? €
2

o,(A) com auto-fungoes ¢,(x) = (;)% sen(nz), n € N. Conclua que para toda f € H,

f=§¥mmome%=/3m%@m
n=1 0

with the series converging in H

V - IMAGEM NUMERICA E A LOCALIZAGAO DO ESPECTRO

QUESTAO V.1 | Seja X um espaco de Banach sobre C e A : D(A) C X — X um operador
fechado densamente definido.

(1) Defina a imagem numérica de A.
(2) Se W(A) é a imagem numérica de A e X um subconjunto aberto e conexo em C\W(A),
mostre que:

(a) Se A ¢ W(A) entao A — A ¢ injetora e tem imagem fechada e satisfaz
1A = A)zl|x = d(X, W(A)) ] (1)
(b) Se p(A) N # 0, entao p(A) DX e

1
—A)™! < . 2
0= 4 ew < ggrmy Y€ )
onde d(\, W (A)) é a distancia de X\ a W (A).
(3) Mostre que, se H é um espaco de Hilbert sobre C e A € L(H) é auto-adjunto, entao
g(A) CR.

QUESTAO V.2 |Seja X um espago de Banach.

(1) Defina o que se entende por um operador linear A : D(A) C X — X ser dissipativo.
(2) Mostre que o operador linear A : D(A) C X — X é dissipativo se, e somente se,

A = Az = Allz]] (3)

para todo = € D(A) e A > 0.
(3) Se X* ¢ estritamente convexo e A : D(A) C X — X um operador fechado, densamente
definido e dissipativo com R(I — A) = X, mostre que p(A) D {\ € C: Re)X > 0} e que

A= A) e < para todo A € C com Re\ > 0.

1
Re)’

A hipotese que X* seja estritamente convexo é necesséaria?



VI - QUESTOES VARIADAS

QUESTAO* VI.1|Enuncie e demonstre o Teorema de Friedrichs.

QUESTAO VI.2| Seja A : D(A) € X — X um operador fechado, densamente definido e com
1 € p(A). Defina em D(A) a norma ||z||; = ||z||x + ||[Az||x. Mostre que

(1) D(A?)" = X
(2) Y := (}l/?(A), | - |]1) é um espago de Banach.
(3) D(A?) =Y.

QUESTAO VI.3| Seja X um espago de Banach complexo e A € L£(X). Mostre que, se r >
Al z(x) € () = re*™™, ¢ € [0, 1], entao
— | A= A)ta

= = :
n! 21 "

QUESTAO VI.4| Seja X um espaco de Banach sobre C e A : D(A) € X — X um operador
fechado e densamente definido. Denote por X o fecho de D(A*) em X* com a norma herdada
de X* e A9 : D(A®) C X® — X© a parte de A em X®. Entao

0r(A) = 0p(A7) = 0,(A%). (4)

QUESTAO VI.5| Seja X = (1(C) = {{xn}e CN Y en lznl < oo} com a norma |{z,}||ec)
= > en |Zal. Seja A: D(A) € X — X definido por

D(A) = {{x,} € C" : ,, = 0 exceto para um ntimero finito de n's}

Afa} = {Z #%}

Mostre que 0 € p(A) e que A nao é fechavel.



