Quinta Lista de Exercicios de SMA380 - Andlise
Sequéncias numéricas

Professora: Maria do Carmo Carbinatto 11.03.2020
Exercicio 1. Sejam (xn)n, (Yn)n € (zn)n Sequéncias e suponha que exista um n € N tal que
Xn < Yn < zn, para todo n € N com n > n.

Suponha ainda que x, — a e z, — a quando N — oo.
(a) Dado ¢ > 0, mostre que ezxiste um ny € N tal que —e < x,, — a < € para todo n > n;.
(b) Dado ¢ > 0, mostre que eziste um n; € N tal que —e < z, —a < ¢ para todo n > n;.

(¢c) Mostre que yn — a quando n — oco.
Exercicio 2. Sejam (xn)n, (Yn)n Sequéncias em R e suponha que ezxista um n € N tal que
xn < Yn, para todo n € N com n > n.

(a) Se x, — +00, mostre que yn — +0oo.

(b) Se yn — —o0, mostre que x, — —o0.

Exercicio 3. Suponha que x, — 0 quando n — oo e que (Yn)n Seja uma sequéncia limitada.

Mostre que xnyn — 0 quando n — oo.
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Exercicio 4. Sejam a # 0 e (xn)n uma sequéncia de niumeros reais. Mostre que se lim — =1,
n—oo @a

entdo lim,_, Xn = Q.

Exercicio 5. Sejam b # 0, (xn)n € (Yn)n Sequéncias de nimeros reais. Mostre que se lim x, = a
n—oo

. Xn o . a

e lim — =b, entdo lim y, = —.

n—oo Yn n—oo b
Exercicio 6. Dé um ezemplo de duas sequéncias divergentes cuja soma seja convergente. Se a
soma de duas sequéncias convergir e uma delas também converge, mostre que a outra sequéncia

€ convergente.

Exercicio 7. Analise se a sequéncia (xn)n abaizo € convergente ou divergente. Quando conver-

gir, encontre seu limite.

(@) = 5 (0) Xn = Vi () xn =" (@) xp = VR VUHT
(&) xn=((—1"+ 1L () x, = n“—; (g) Xn = (“:[2”2 (h) xn =n-D".

Exercicio 8. Seja (xn)n uma sequéncia definida indutivamente por x; = V/3,

Xnt+1 = /3 + 2xn, para n € N.

(a) Mostre que 1 < x,, < 3, para todo n € N e que (x) € crescente.

(b) Conclua que (xn)n converge para 3.



2

Exercicio 9. Dado a > 0, defina indutivamente a sequéncia (Xn)n por

x1 =+Va e xnp1 =Va+xn, paran > 1.

(a) Mostre que (xn)n € crescente.
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(b) Seja r a raiz positiva da equagdo x~ = a+ x. Mostre que x, <t para todo n € N.

(c) Mostre que (xn)n € convergente e calcule o seu limaite.

Exercicio 10. Seja (xn)n uma sequéncia em R e seja x € R. Mostre que x, — x quando n — oo

se, somente se, para todo ¢ >0, o conjunto {n € N||x, — x| > ¢} € finito.

Exercicio 11. Seja (xn)n uma sequéncia tal que x,, > 0 para todo n € N. Suponha que X, — X

quando n — co. Mostre que x > 0 e que /Xn — /X quando n — oo.

Exercicio 12. (a) Seja p € N. Mostre gue y/n+p —+/n — 0 quando n — co.
(b) Sejam to, t1, ..., tp, € R tais que to+t1 +--- +t, = 0. Mostre que a sequéncia (xn)n dada
por xn =toy/n+tivn+1+---+1t,y/n+p converge para zero.

. ‘ ab? + x3
Exercicio 13. Sejam 0 < a < b e (xn)n uma sequéncia dada por X1 = a € Xn41 = \/F'

Mostre que xn, — b quando n — oo.

Exercicio 14. (a) Mostre que lim,, ,oo V1 +1m™ =1, onde 0 <r < 1.
(b) Sea>0eb >0, mostre que lim, o, v/a™ + b™ = max{a, b}.

Exercicio 15. Dé um ezemplo de uma sequéncia (x,)n divergente tal que a sequéncia ( /Xn)n

converge para 1.

Exercicio 16. Suponha que xn, — 0 quando n — oco. Mostre que a sequéncia (yn)n dada por

Yn = min{ [x1],[x2],...,|xn|} converge para zero.

Exercicio 17. Se x, — x quando n — oo, mostre que a sequéncia (yn)n dada por

XXyt X

Yn n

converge para x. Dé um ezemplo para mostrar que (xn)n pode diwvergir e a sequéncia (Yn)n

correspondente pode convergir.

Exercicio 18. Seja x, — x quando n — oo, com x >0 e x, > 0, para todo n € N. Mostre que a

Xn+1

Exercicio 19. Seja (xn)n tal que x, > 0, para todo n € N. Se — L, mostre que /x, — L.

Xn



Exercicio 20. Seja K um corpo ordenado. Dado x € K, definimos

x, x>0
x| =
—x, x<0.

Seja N C K como no Ezercicio 6 a Lista 1. Uma sequéncia (xn)n em K € definida como no caso

real. Dizemos que a sequéncia (xn)n em K converge para x € K se
para todo € € K, € > 0, existe um ng € N tal que [xn — x| < € para todo n > ny.

Suponha que toda sequéncia mondtona ndgo-decrescente e limitada superiormente em K converge
para algum elemento de K.

(a) Dado a € K, mostre que o conjunto dos elementos de K da forma n-a, n € N, € ilimitado

em K.

(b) Mostre que para todo h € K com h > 0, existe umn €N com 1/n < h.



