Lista 2 - Geometria Analitica e Algebra Linear

Exercicio 1. Determinar as coordenadas do vetor i = (4,—5,3) € R, em relacio as

sequintes bases:

a) Canonica, isto €, E = {é1,¢€3,€3};

b) By ={(1,1,1),(1,2,0),(3,1,0)};

¢) By ={(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}.
Exercicio 2. Determinar as coordenadas do polinémio t3 em relacdo & sequinte base de
P3R): B={1,2—t, 1>+ 1,1+t +t3}.

Exercicio 3. A matriz de mudanga de uma base B do R? para a base C = {(1,1),(0,2)}

desse mesmo espago €é:

Mg =
Determine a base B.

Exercicio 4. A matriz de mudanga da base B = {1 +t,1 — t*} para uma base C' ambas

de um mesmo subespaco de P*(R) é:

Determine a base C.

Exercicio 5. Considere as bases B = {e1, 65,3} e C = {g1, ¢, g3} de R® assim rela-
cionadas:
gi=¢€1— € — €3
gs = 2€5 + 3e3
g3 = 3e1 + €3
a) Determine as matrizes de mudanca de base M§ de B para C, e a matriz de mudanca

de base ME de C para B.



b) Se um vetor @ de R® apresenta coordenadas 1, 2 e 3, em relagio a B, quais as

coordenadas de u relativamente a C'?
Exercicio 6. Considere o sequinte subespago vetorial de My(R) :

x
U= Y cx—y—2=0
z t

a) Mostre que os sequintes subconjuntos de My(R) sao bases de U :

11 10 00 1 0 0 1 0 0
B: 9 9 702 9 I
-1 0 01

@]
@]
—_
@]
)
—_
—_
@)

b) Ache a matriz de mudanga de base M de B para C' e a matriz de mudanga de base

ME de C para B.

¢) Encontre uma base D de U de tal maneira que a matriz de mudanga de D para B

seja:
110

ME=10 0 2
03 1

Exercicio 7. Determine a matriz de mudanga MY, da base E = {é1,¢3, €3} para a base
F = {f;,f;,ﬁ;} nos casos:
a)
ﬁ =361 +e3+¢63
fr=6—26+¢
f;, = €1 + 265
b)
Ji=¢é1—e3
Ja=3e1

fg, = 4e; — 3e5

Exercicio 8. Sendo v = —4f, + fo — f3 ache U em funcao de €1, és, €3, nos casos do

exercicio anterior.



Exercicio 9. Sejam E = {€7,é3,é3}, F = {f:, f;,fé} e G ={4gi, g5, g3} bases, com:

V3z 1z , ﬁ

3=7f1—§f3 Gi=¢é1t+e+eé
1~ 3 -

325 1+§3 g2 = €1+ €

&= fa h= 6

Ache todas as matrizes de mudanca de base.
Exercicio 10. Mostre que a func¢ao
() RExR* =R

definida por
((z1,91), (22, 12)) = 22122 + 25Y1 9,

¢ um produto interno em R?.

Exercicio 11. Refaca o exercicio anterior considerando

((z1,91), (¥2,92)) = 22122 — T1Y2 — Tay1 + 2y11p.
Exercicio 12. Mostre que a func¢ao
(Y:R*xR* =R

definida por
((a,b,c,d), (x,y,z,w)) = 2ax + by + cz + dw

¢ um produto interno em R*.

Exercicio 13. Considere o espago vetorial My(R) e a fungao
() Ma(R) x My(R) — R

dada por (A, B) = tr(ATB), onde tr(ATB) € o trago da matriz ATB e AT indica a
transposta da matriz A. Mostre que a fungao (,) assim definida é um produto interno em

My(R).



Exercicio 14. Sejam P = (1,3,-3),Q = (=2,—1,4) e @ = (—1,4,0). Calcule d(P,Q) e
determine as coordenadas dos vetores Q?, P+ue@+ 2@.

Exercicio 15. Considere o espaco vetorial real R® munido do produto interno canonico.

Dados vetores u = (uy,us, uz), v = (vy,ve,v3) € R3, mostre que a norma
lu— o] = {u—v,u—v)

indica a distancia usual em R3 entre u e v.

Exercicio 16. No ezercicio anterior, conclua que se v = (0,0,0) entao

Jull = /uf +u3 + u3,

o qual representa a distancia entre u e a origem (lembre que no exercicio anterior uti-

lizamos o produto interno candnico).
Exercicio 17. Conforme o Exercicio 15, dado um vetor v, escrevemos
[oll = v/ {v,v).

O objetivo deste exercicio é mostrar que a norma de v depende do produto interno con-
siderado. Para isto, considere o espago vetorial real R* e tome v = (1,0) € R2. Calcule

a norma de v, considerando:
a) O produto interno canénico de R?;
b) O produto interno definido no Exercicio 10.
Exercicio 18. Considere os vetores u = (1,—3) e v = (2,5) de R*. Encontre.
a) {u,v) em relagio ao produto interno candnico de R?;
b) (u,v) em relagdo ao produto interno de R* do Exercicio 11;
¢) ||v|| usando o produto interno canénico de R?;

d) ||v|| usando o produto interno de R* do Exercicio 11.
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Exercicio 19. Sejam i,V e W vetores tais que
D=0 T S L Sl 9
ita+a=0, li=3 Jil=y5
Calcule (u, V) + (U, W) + (W, 0).

Exercicio 20. Sabemos que se um vetor v verifica ||v|| = 1, entdo v é chamado de vetor
unitdrio ou versor. Utilizando o produto interno canénico do R®, mostre que os vetores

canodonicos

i=1(1,0,0), j=(0,1,0), k=1(0,0,1)

sao vetores unitdrios.

Exercicio 21. Determine o valor de a € R de modo que o vetor i = (a, —2a,2a) seja um

vetor unitdrio.

Exercicio 22. Sabemos que todo vetor nao-nulo v pode ser normalizado, bastando ape-

nas fazer

neste caso dizemos que u € o vetor v normalizado. Considerando o espaco vetorial
real R® munido do produto interno canénico e o vetor v = (1,2,3) € R3, obtenha o vetor

v normalizado.

Exercicio 23. Seja V' um espago vetorial real com produto interno (,) : V. xV — R e

sejam u,v € V. Prove que
1 1
ot ol = = ol = {u,0)

e também que

lw+ vl + flu = vl* = 2f[ul® + 2]|v].

Exercicio 24. Seja V' um espago vetorial com produto interno. Entdo, sabemos que valem

a desigualdade de Cachy-Schwarz

| w0y [ <l - lJoll; ¥ u,0eV



e a destgualdade triangular
[u+ ol < [Jull + [Joll; ¥V u,0eV.

Em cada um dos itens abaizo, mostre que a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigual-

dade triangular sao vdlidas para os vetores dados:
a) u=(—4,2,1) ev = (8,—4,—2), usando o produto interno canénico de R>.
b) u=(-2,1) ev = (1,0), usando o produto interno {(x1,y1), (z2,y2)) = 3T1224+2y1Y2.

Exercicio 25. Seja V' um espago vetorial real munido de um produto interno (-,-). Ob-
serve que utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que para quaisquer

vetores nao-nulos u,v € V o quociente

{u, v)
el fl]]

pertence ao intervalo [—1,1]. Deste modo, existe um unico 6 € [0, | tal que

cos(0) {u, v)

el ol

O dangulo 6 ¢ chamado dngulo entre os vetores nao-nulos u e v.

Encontre cos(0), sendo 6 o dngulo entre os vetores
a) u=(1,-3) ev=(2,4) de R%, com o produto interno candnico de R?;
a) u=(1,0) ev=(0,1) de R?, com o produto interno canénico de R?;
c) u=(1,2,3,4) ev = (—1,1,4,-3) de R*, com o produto interno do Exercicio 12.

Exercicio 26. Seja V' um espago vetorial real munido de um produto interno (-,-). Dize-
mos que u,v € V sio ortogonais se (u,v) = 0. Neste caso, escrevemos u L v. Prove

que:
a) O wvetor nulo 0y € ortogonal a todo vetor v € V;

b) Seu L v, entio v L u;



c) Se um vetor v € V wverifica v L u, para todo u € V', entao v € o vetor nulo Oy;
d) Sev lweul w, entio (v+u) L w;

e) Sev Lu el éum escalar, entdo v L w.

Exercicio 27. Seja B uma base de um espago vetorial V' com produto interno. Dizemos
que B € uma base ortogonal se quaisquer dois vetores distintos de B sao ortogonais.

Considerando o produto interno de My(R) definido no Exercicio 13, obtenha uma base

ortogonal de My(R).

Exercicio 28. Seja V' um espago vetorial. Prove que todo conjunto ortogonal de vetores
nao-nulos de V' é um conjunto linearmente independente.
A reciproca € verdadeira? Caso sua resposta seja sim, prove este fato, caso sua resposta

seja nao, apresente um contraexemplo.

Exercicio 29. Considere R? com o produto interno usual. Aplique o processo de Gram-
Schmidt ao conjunto B = {(2,1),(1,1)} para encontrar uma base ortogonal {vy,ve} de
R2.

Exercicio 30. Considere R® com o produto interno usual. Aplique o processo de Gram-

Schmidt ao conjunto A = {(1,0,0),(1,1,1),(0,0,1)} para encontrar uma base ortogonal

{wy, wy, w3} de R3.

Exercicio 31. Sabemos que uma base ortogonal na qual cada vetor tem mnorma 1 €

chamada base ortonormal. Mostre que:

a) B={(1,0),(0,1)} € uma base ortonormal do R?;

2 21 21 2 192 2
- 3’ 3’3 2797 9 PRl 1 R3-
b) ¢ {(3’ 3,3>7(3’3’ 3)7(37373)} € uma base ortonormal do ;

c) Se B = {vy,vq,...,v,} € uma base ortogonal de um espago vetorial n-dimensional

V', sempre € possivel obter (a partir de B) uma base ortonormal de V.
Exercicio 32. Sabendo que B = {;, j’, E} ¢ base ortonormal de V3, descreva o conjunto
solugao do sequinte sistema de equacgoes:
(@ i k) =1,
i

F+g=1i+].



Exercicio 33. Decomponha o vetor v = (—1,—3,2)p como soma de dois vetores p e {,
de modo que P’ seja paralelo e ¢ seja ortogonal ao vetor @ = (0,1,3)p, onde B = {Z, 7, E}

é base ortonormal de V3.

Exercicio 34. Seja o = {v1,v9,...,v,} uma base ortonormal de um espago vetorial

n-dimensional V. Entao, para todo v € V', podemos escrever
v = <U7U1> vy + <U7U2> (e i <U>Un> Up-

Note que este resultado nos permite obter facilmente as coordenadas de um vetor em

relacao a uma base ortonormal.

Exercicio 35. Sejam V' um espago vetorial com produto interno e B = {vy,va,v3} uma

base ortonormal de V', onde
4 3 3 4
U1 :(07170)7 Vg = (_5707 g) ’ V3 = <5707 5) .
Obtenha as coordenadas do vetor v = (1,1,1) em relagao a base ortonormal B.
Exercicio 36. Considere os sequintes vetores em R?:
U= (a,b) #(0,0), w)=(=bya), wy=(b,—a).

Mostre que conjuntos By = {U,w1} e By = {0,wa} sdo duas bases ortogonais de R? e

determine a orientacao destas bases.
Exercicio 37. Determine a orientacao das bases ortonormais do Exercicio 31.

Exercicio 38. Sejam os vetores @ = (2,1,0), ¥ = (0,1,3) e & = (—1,2,1) (dados
em rela¢io & base candnica do R3). Mostre que estes vetores formam uma base do R3,

determine a orientacao desta base e calcule os sequintes produtos vetoriais:
a) U X U; b) U x W c) U X .

Exercicio 39. Dada a base ortonormal positiva {;, j’, /;}, calcule os sequintes produtos

vetoriais:



—

a) i xi; d) i % j; 9) Jxi;

-l

h) kx7;

.
X

b) JxJ; ¢) J

l

B

¢) kxk; f) - i) 7% k.

~.

X
Exercicio 40. Calcule a drea do paralelogramo ABCD cujos vértices sao dados pelos
sequintes pontos: A(1,1,0),B(0,1,2),C(4,1,0) e D(5,1,—2).

Exercicio 41. Em relagao a base ortonormal positiva B = {;, ;’, l;} de V3, sio dados os
vetores i = (1,2,3) e U = (—1,1,2). Calcule @ x U e obtenha um vetor unitdrio w de tal

modo que W seja ortogonal aos vetores U e vU.

Exercicio 42. a) Sejam B = (—5,2,3) e C = (4,—7,—6). Escreva a equagdo na forma

vetorial para a reta BC. Verifique se D = (3,1,4) pertence a essa reta.

b) Dados A = (1,2,3) ed = (3,2,1), escreva equagdes da reta que contém o ponto A

e € paralela a w, na forma vetorial. Obtenha dois vetores unitdrios dessa reta.

Exercicio 43. Faca um esboco dos grdficos dos planos cujas equacoes gerais sao dadas
por:

(i)x=2, (1))y+1=0, (ii)z+4=0, (iv)z—z=0.

Exercicio 44. Obtenha uma equagdo vetorial da reta s que contém o ponto P = (1,1,0),
€ paralela ou estd contida no plano dado por m:2x+y—2—3 =10 e € concorrente a reta

dada porr: (x,y,z) = (1,0,0) + A(—1,0,1), para A € R.

Exercicio 45. Obtenha um vetor normal ao plano ™ em cada caso:
a) m contém A= (1,1,1), B=(1,0,1) e C = (1,2,3);
b) m:=X =1(1,2,0) + A\(1,—1,1) + u(0,1,=2), \, p € R;
c) mix—2y+42+1=0.

Exercicio 46. Seja r a reta determinada pelos pontos A = (1,0,4) e B = (3,-2,9).
Obtenha a equagao vetorial de r e verifique se o ponto P = (—=9,10,—9) pertence ou nao

a reta r.



Exercicio 47. Seja m o plano que contém o ponto A = (3,7,1) e € paralelo aos vetores

i=(1,1,1) e ¥ = (1,1,0).
a) Obtenha a equagao vetorial de T,
b) Verifique se o ponto (1,2,2) pertence a ;
c) Verifique se o vetor W = (2,2,5) € paralelo a T;
d) Os pontos A, A+ d e A+ ¥ pertencem a w (por qué?). Eles sio colineares?

Exercicio 48. Dados o ponto A =(0,2,1) e a reta r : X = (0,2, -2) + A(1,—1,2), ache
o0s pontos da reta r que distam /3 do ponto A. A distancia do ponto A & reta r é maior,

menor ou iqual a V/3? Por qué?

Exercicio 49. Verifique se a aplicagio F : R — R? definida por F(x,y,z) = (2,2 + y)

€ linear.

Exercicio 50. Verifique se a aplicagio F : R — R? definida por F(z) = (x,2), Vo € R

€ linear.

Exercicio 51. Quais das sequintes aplicacoes de R3 em R? sdao transformacoes lineares?
a) Fi(z,y,2) = (x —y,2+y,0);
b) Fy(x,y,2) = (z,z,2);
c) Fy(x,y,2) = (22% + 3y, z, 2).

Exercicio 52. Seja F' : R? — R® o operador linear assim definido na base candnica:
F(1,0,0) = (2,3,1), F(0,1,0) = (5,2,7) e F(0,0,1) = (2,0,7). Determine F(z,y,z),

onde (z,y,z) € um vetor qualquer de R3.

Exercicio 53. Existe um operador linear F : R® — R3 tal que F(1,1,1) = (1,2,3),
F(1,2,3) = (1,4,9) e F'(2,3,4) = (1,8,27)? Justifique sua resposta.

Exercicio 54. Seja F' o operador linear do R? tal que F(1,0) = (2,1) e F(0,1) = (1,4).
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a) Determine F(2,4);
b) Determine (x,y) € R? tal que F(z,y) = (2,3);
c¢) Prove que F € injetor e sobrejetor.

Exercicio 55. Determine uma transformacio linear F = R? — R* tal que Im(F) =
[(1,1,2,1),(2,1,0,1)].
Exercicio 56. Seja F' o operador linear de Ms(R) definido por F(X) = BX, VX €

1 0
M5(R), onde B € My(R). No caso de B = , determine Ker(F') e uma base

2 -1
da 1magem de F.

Exercicio 57. Encontre uma transformacao linear do R® no R? cujo niicleo seja gerado

por (1,1,0).

Exercicio 58. Para cada uma das transformacoes lineares abaixo, determine uma base e

a dimensao do nicleo e da imagem.:
a) F:R? — R dada por F(x,y,2) =2 +y — 2;
b) F:R?* = R? dada por F(z,y) = (2,7 +y);

c) F:R>— R* dada por F(z,y,2) =(x —y—z,0+y+ 2,20 —y+ 2,—y);

d) F: My(R) = My(R) dada por F(X)=MX + X, onde M =
00

Exercicio 59. Mostre que o operador linear F do R® dado por F(x,y,z) = (x+2,2—2,7y)

¢ um automorfismo. Determine F~1.
Exercicio 60. Considere uma transformacao linear T : U — V.

a) Prove que, se o conjunto {T(uy),T(uz), ..., T(u.)} € Li. em V, entao {uy,uz,...,u,}

eli em U.

b) Prove que, se T € injetora e {uy, ug, ..., u, } €Li. emU entao {T (u1), T (u2),...,T(u,)}

éli. em V.
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