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Prefacio 

J1uitas das atua is teorias matemci.ticas surgira m da Ciencia 
Aplicada, e s6 depois adqui1iram aquele aspecto axiomdtico e 

abstrato que tanto dificulta 0 seu aprendizado. 

V. I. Arnold 

A teoria das ftm~6es de uma yruiavel cornplexa e uma extensao natural 
da teoria das fim90es reais, e e de importancia fundamental, tanto enl 
matematica pura COIll0 nas aplica<;6es. Trata-se, pais, de disciplina 
mandat6ria nos curnculos de matematica, fisica e diversos ramos da 
engenharia, sobretudo eletr6nica e aeronautica. 

o presente livro foi escrito com '\ istas a atender as necessidades dos 
estudantes desses vanos curs os. Os pre-requisitos sao mininlos: apenas 
urn curso de cruculo, cobrindo deriyadas e integrais, sequencias e series 
infinitas. 0 pOlleD que se requer de derivadas parciais, integrais de linha 
e integrais duplas pode ser supIido num curso concomitante de ciilculo 
de varias varia:\-eis. 

A enfase da exposic;ao esta no desenvolvimento dos metodos e tecni
cas da teoria. a formalismo e 0 rigor sao reduzidos a urn nlinimo, como 
convem num primeiro curso, para facilitar 0 aprendizado, decorrencia 
natural do que diz Arnold, eminente matematico russo da atualidade. 

Insistimos em que 0 {exto e apropriado tanto a n1atematicos aplicados, 
fisicos e engenheiros, como a estudantes que pretendarn se dedi car a 
matematica em 5i, canlO carreira de ensino ou pesquisa. De fato, as ne
cessidades de todos esses alW10S sao as rnesmas: eles precisam adquirir 
familiaridade com a f6nnula de Cauchy e suas conseqilencias, com as 
series de Taylor e de Laurent, com 0 ciilculo d e residuos e aplica<;oes. So 
depois e que estarao preparados para apreciar devidamente wn tratamen
to rigoroso do teorema de Cauchy-Goursat ou estudar topicos especiais 
da teoria. -

as cinco pri.nleiros capitulos cabern nluito bern num curso de urn se
mestre. 0 Capitulo 5, sobre singularidades isoladas e ciilculo de residuos, 
completa 0 que pode ser considerado conteudo nlinirno de unl curso 
introdutorio. 

o Capitulo 7 versa sabre din8.mica dos fluidos e aerodinamicaJ e e in
dependente do Capitulo 6, sobre continua<;ao analitica. Sem nos esten
dennos muito num assunto que pode rapidamente tornar-se bastante 
tecnico, logramos, todavia, chegar as ideias centrais da teoria de Kutta-



\iii / Pref6cio 

Joukovski, apresentando, inclusive, 0 c3.1culo da forc;a de levantarnento 
que se exerce numa asa de aviao. 0 tratarnento que fazemos e direto e 
completo, abordando uma apUca<;iio de largo alcance e que certarnente 
ha de interessar ao leitor curioso. 

No Capitulo 6 apresentarnos os resultados mais importantes sobre 
continua<;ao analitica, no<;6es elementares das superficies de Riemann 
e propriedades da fun<;ao garna 0 Capitulo 8 e dedicado a representa
<;ao conforrne, corn algumas aplica<;6es a teo ria do potencial e a eletros
tatica. Aqui 0 leitor vera que viirias passagens do Capitulo 7 sao exem
plos de representa<;ao conforrne; e que esses topicos puderarn ser apre
sentados nesse capitulo sem necessidade de desenvolver toda a teoria 
da representa<;ao conforrne. 

Escrito prirneirarnente em 1974, 0 Uvro te\'e urna segunda edi<;ao ern 
1990, e agora esta terceira edi<;ao, corn a maior revisao feita, 0 maior 
acrescirno de materia nova, tanto exemplos e exercicios como os topi
cos dos Capitulos 6 e 8. 

Queremos, · por firn, agradecer aos dirigemes e aos dedicados funcio
niirios da LTC Editora peio continuado interesse e apoio ao nosso trabalho. 

Ge-raldo Avila 
Brasilia, janeiro de 2000 

I 

Sobre 0 Autor 

Geraldo Severo de Souza Avila foi professor no Instituto Tecnoiogico de 
Aeronautica no Instituto de Ffsica Teorica de Sao Paul~ (Ul\~SP), nas 
Universidades de Wisconsin, Georgetown (ern Washmgton, D. C.), 
Brasilia, na T.:nicanlP e na Universidade Federal de GOlas. Bacharei e Ii
cenci ado em Matematica pela USP, mestre e doutor peiaUruverslda.de 
de Nova Yark 0IxlJ), e membro titular da Acaderrua BrasileIra de C,en
cias e da Academia de Ciencias do Estado de Sao Paulo. FOl presld,e';'te 
da Sociedade Brasileira de Matematica por dOlS anOS. E autor de VarIOS 
trabalhos de pesquisa e monografias especializadas na area de equao;6es 
diferenciais Darciais e propagao;ao ondulat6ria, alem de textos UlUversl
tiirios e artigos de ensino e divulgao;ao. 



Sumario 

CAPITULO 1 

KUMEROS COMPLEXOS 

Necessijad e d os mlmeros complexos ...... ....... ................. .. _ ......... . . .. ..... ... ... . . 
NUn1-:- ros complex os .. . ............ .. ......... ... ................ ....... .... ..... __ .. .. ........ . ..... . . 
as r~.a.is como subcorpo dos complexos .............. ............. .... ... ........... _ .... . 
o pla..lo complexo .. ............ .. ... ........... ... ........... ... " .. " ...... .... .... ...... ........ .. .... _ 
M6ddo e complexo conjugado .................... ....... .... ... .. ..... ... .... .... _" .. . _ ..... . 
Exerclclos .... .... .............. .. ............. .... ... .. " ... .. .... ................... .. .... _._ ...... .... ... . 

RepresE:nta~ao polar ...... .... ...... .... ........ ..... .... ..... ........... .... ... ............. .... ......... . 
FonT."ilas d o produto e do quociente .. .. ...... .. ...... .. ..... ..... ..... .. ... .. ..... ....... . 

F6rmulc.. de De Moivre .. ...... ....... .. ......... .... ............... .... .... .. ...... __ ... ......... ..... .. . 
Exerclclos ... ..... .. .... .... ..... .. ...... .. ... .... ..... .... .. ... ...... .... ..... ..... ... ..... .... .... .... .... . 
Resp.:rstas e sugestoes .. .... ..... .. ....... .. .. .. .... ..... ... .. ..... ..... .. ...... _ .. ................ . 

Proprie-::ades do valor absoluto ........ ... .. .. ......... .. ..... ... .. ... ..... ... .. ...... .... .. _ ..... . 
Exerclclos .. ............ ... ............ ... ...... .. .... ...... ..... ...... .............. . __ ......... . ... ..... .. . 

Raizes f.-es lin.as .......... .... ..... .. ..................................... .......... ..... ... .. .. ... ........... . 
Raizes da urtidade ......... ..... ... .. .. ... ..... ... .. .... ..... .... .... ..... ... . .. . .. _ .. ....... ... .. ... ... . 
RaizE-5 printitivas ... ........ ... ...... .............................. ... .... ... ...... .... ......... .. _ ..... . 
Exerclclos ........... .. ..................... .. ..... .... ........ ...... .... ...... ...... . _ .... ... _ .... ...... .. . 
Resp':·sta5, sugestoes e solu<;oes .... .... .............. .. .. ... ......... .... _ ............. ... ... . 

A expor.~nc ia1 ..... ..... ... .... .. ..... .... ... ... ..... .... ... .. ..... .... .... .... ...... ..... ... .. ... .. .. .... ... . 
Propriedades da,exponencial ......... ...... ....... .. ........ ... .... ....... . _ ....... ........... . 
Exerclclos ... ... ... ................. .... .. .... ... ..... .... .................. .. .. .. ..... ... .. .. .... ....... ... . 
Resp·:·stas. sugestoes e solu<;6es ..... .... ....... ............ .... ......... _ ...... ............. . 

Conj w H)5 d e pontos no p lano ......... ... ...... ............... ... .... ..... ... ...... ... ...... .. ..... . 
Exercfcios ........ ..................... .............. ............. .. ...... ... .... ... ... _ .................... . 
Resp,:·sta5 e sugestoes .. ..... ... ..... ............ .... .... ....... ... ... ........... ..... ... ...... ...... . 

CAPITLLO 2 

FUNQOES ANALITICAS 

Fun~6es de variavel complexa ............. ... ..... ....... ..... .. .... ..... ...... .. ..... _._ ........ .. . 
Exerclclos ............... ........................................ .......... ... ... ..... ..... ... .. . _ ... .. ..... . 

Limite €' continu.idade ............................ .. ................ .... ... .... ... ... .... .... _ .. ... .... .. . 
Exeruclos ...... ................................ .... ... .. ...... .. ...... ....................... .. __ .. ........ . 
Suges-;:oes .......... ... .... .............................. .. ... .. ................ .... ... .. .... .... __ . .... ..... . 

Proprieciades d o limite ............ .... ...... ... ........... .. ...... ..... ... .. ........ .. ... ... .. .......... . 
Exerc:rc los .. ............. ... ... ..... .. ......... .... ..... ... ..... ... .. ..... ... ........ ... ........ _ ... .. ... ... . 

1 
2 
3 
4 
6 
7 
8 
9 

11 
11 
12 
13 
15 
15 
16 
18 
19 
20 
21 
22 
24 
25 
26 
31 
33 

34 
36 
36 
42 
43 
44 
47 



Sugest6es e solu <;6es .................................................... __ ......... ...... ....... ...... 48 
Fun9ao analitica .... . ...... ... .... ... .. ....... .. ...... .. .............. ...................... .......... ....... 49 

Regras de deriva<;ao ... ... .... ... ..................... ....... ............ __ .................. ..... .. ... 51 , 
Exercfcios ................. ................ ..... ......................... ... .......... .......... ............. 52 
Sugest6es ............. .......... ..................................... ........ .. ......................... ..... 53 

As equa90es de Cauchy-Riemann .............. ..................... .................... ........... 53 
Condi<;ao necessaria e suficiente ......... .. .................. ... __ ... .. ......... .............. 55 
Cauchy-Riemann em coordenadas polares ............. ..... _ ......... .... ............... 57 
Interpreta9ao geometrica .... ...... ......... .. .............. ............. ... ......... ... .......... 59 
A fun9ao eA-ponencial...................... ............................ ...... .. ...... ...... ........... 61 
Exercfcios .............. ... ........ ....... ................. .................... __ ...................... ...... 62 

As func;6es trigonomerricas e hiperbJlicas ................... .. _ ............ ................. 63 
Exercfcios ................. ........ : ... .... ..... ... .......... .... ....... ..... .................. .............. 64 

o logantmo .... ........ .............. ......... ... ....... .... . ................. ......... .... ............... ...... 65 
o logaritmo como tran s forma<;ao -= sua in\'ersa.. ...................................... 67 
Propriedades do logaritmo ...................... .... .... ...... ................. .... .. ...... .. ..... 69 
Definl9ao de z· .......................................................... ...... ....... .. ........ ... ....... 70 
As fun<;6es trigonometricas inverS:3s ........ ... ..... .. ...... ..... .... ...... ... .. ............. 72 
Exercfcios ............. .... ......... ... ...... ........ ...... ........... ...... ........ .. .... .. ...... ........... 73 
Respostas e sugestoes ......................................... ........ ... ... ......................... 74 

CAPiTUL03 

TEORIA DA INTEGR\L 

Arcos e contomos ............. , ... .. .................................... ... .... _.. .......... ... ..... ...... .. 75 
Teorema de Jordan e eonectivida.ie simples .......... .. .. . _... .................... ..... 77 
Areo regular e eOn!Or110S .... .......... .. ........ .. .. .................. _........... .... ............. 78 
Exerefcios ............ ...... ...... ...... ........ _.......... ......... ... ... ................. ...... .......... .. 79 

Integral de contomo __ ... ...................................................... ............. ............... 79 
Integral curvilinea ou de contornc· .. ....... .................. .... _... .... ..................... 8 1 
Invariancia da irltegral...... ...... ........ ................... ... .... ...... .......... ... ... ........... . 8 1 
Propriedades da im~gral............ .............. ........... ..... ............... .. ... ...... ........ 82 
Exerefcios ............ .... . ........... .......... ........... ......... ........... . ............ ............ .... . 86 
Respostas e sugestoes .... ........ ..... ... ................... ............. ......... .................. . 88 

Teorema de Cauchy..................... ... ......... .... ................. ...... .......... .................. 89 
Teorema de Green ........... ......................... ..... ................................. " .... ... .. 89 
Teorema de Cauchy ......................................................... ....... .. ................. 91 
Integrals de contomo e printitivas ................ .................. ......................... . 93 
Exercfeios .......... .............................................. ... ... ........ .......... ............ ...... . 99 
Sugestoes .......................... ... ......... .. .......... ............. .......... ... ....... ................. 101 

F61wula integral de Cauch y ....... ..... .... ........ ................................................... 101 
Derivadas de todas as ordens ................................................ ............ ........ 103 
Exercfcios .... ... ... ............... .. ....................................... ... __ .............. ...... .... .... 107 
Respostas e sugestoes ........... ....... .............................. .. . ...... ..... ................. . 109 

FW190es harmonicas .. .......... .... ..................... .. ............................. .................. 109 
Fun9ao harmonica determina fun~ao analitica ..................... ....... ............ 111 
Regi5es rnultiplamente conexas .. ..................... ................. ........... ............. 112 
Princfpio do m 6dulo maximo ................ ......................... ..................... .... . 113 
Proble mas de Dirichlet e doe- New:mnn .... ...... .... ............. .......... ................ 114 
Exerefeios ................. ............... ..... ............ .... ................ . ... .. ....... ................. 116 
Respostas ........... ..................... ..... ........................ ... _ ...... ..... ..... ................... 117 

CAPITuLO 4 

SERIES DE POmNCIAS 

senes de fun90es complexas ..................................................................... 118 
C<mvergencia simples ou pontual ..... .................. .. .... ....... ............ ..... .... .... . 119 
Co _ . unlf 90 nvergencla Of me ................ .... ................ ......... ... ........ .... .................. 1:. 
Exercicios .................................................. .. ..... ... ... .. .................... .............. 1 "5 
Sugest6es .................... ......... ....... ... ............ ........ ................................. ... ..... 127 

Series de potencias ............ ..... .... ........................... ....... ............ ........... ........... 127 
Exercieios ..................... .......................................... ........... ..... .... ................ 132 
Respostas e sugestoes ....................................... ... ..... ................................. 1:32 

Series de pmencias, serie de Taylor .. : ................. ...... .................................... 1:33 
Exernplos de series de potencias ..................... ............ ............................. 136 
Produto e quociente de series de potencias ............ .... ....... .... .................. 1;38 
Exercfeios .................. ...................... .................. ... .............. ........... .... ... ...... 1-12 
Sugestoes ......................... ........ .. ... ................. ............. ..... .................... .... ... 144 

Sene de Laurent ...................................... ............. .......................... ............. ... 144 
Regularidade no infmito ........ .. ..... ..... ............... .......... ..... ................ ...... ..... IH 
Zeros de fill1<;6es aIlalitieas ............... .......... ................. ...................... ... ... .. 1--17 
Exercfcios ...................... ........ ............ ..................................... .... ....... ...... ... 1.,19 

CAPITuLO 5 

SINGULARIDADES E RESfDUOS 

Singularidades isoladas ............................. .......... ......... .................................. 151 
Sirlgularidades rernovfveis ............................................. .... ................... ..... 152 
Singulandades do tipo p610 .............. ................ .. ......... .... .......................... 153 
Singularidades essenciais ............................................... ' ........................... 154 
Exercfeios ........................... ................. ... ............................ .................. · ...... 156 
Respostas ....................... ........ ................................................. .... ................ 157 

Teorema do resfdua .......... .......... .................................................................... 157 
Exercieios ...... ............... ................. ...... .... : .......................... ............... ......... 160 
Respostas e sugestOes .. .. ........................ .. .......................... ........................ 161 

Integrais impr6prias de fun<;6es racionais ......................... .. ............ ............. 161 
Exercicios ................ ...... ........... ........................ ......... ................. ...... ... ....... 163 
Respostas e sugestoes ...... ..... ......... ................... .... ........... ... .... ............. ...... 164 

Lema de Jordan ................... .. .. ... ........ ..................... ............... ........... ............. 164 
Exerclcio5 ........... .. ................................ ................................. .... ................ . 168 
Respostas e sugestoes ............ ............................................... ..................... 169 

Integrandos multivalentes ......................................................... ..................... 169 
Exercicio5 ."" ....................................................................................... "" ....... 173 

Integrais en\"olvendo fun<;6es trigonometricas ........................ .... ................. 173 
Exereieios .................... ...... ............................. ... ................ ......... ................ 174 

Residuos logarftmicos e principio do argwnento .................... .... .. ................ 175 
E . -8 xerC1ClOS .......... ...... ...................... ............. ......... ................. ..... ..... ... ... ...... 1 ( 

CAPITuLo 6 

CONTINUA<;:AO ANALITICA 

PriIueiras conseqtiencias ......... .. ...................... ....... .............. .. ......... .. .. ...... 181 
Permanencia das relac;6es funcionais 



xiv I SUmd1"io • 

Su nuhio I xv 

Continuac;ao analitica pa r re fl exao ........ .. ....... .... ..... ..... ............ ... ...... ....... ........ . 183 
Exercfcios .... ... ..... .... ...................... .. ........................ ........... ..... ... ........ ... ..... 185 
Respostas e sugestoes .......... .......... _ ............... ..... ... ............. . ...... ......... ...... . 186 

Continuac;ao analft ica e singularidades ... .. ... .... ..... .... ..... ......... ...... .. ....... ...... . 187 
Singularidades ... ............... ............ ............. ....... ..... ....... ....... ... ... ..... ............ 189 
Continuac;ao analitica por cadeias ...... .... ......... ..... ........... ...... ... .. ..... ..... ... .. 192 
Superficies de Riemann ............... .... ....... .......... .... .. .... ................ ..... ...... .. .. 193 
Exercfcios .... ..... .. ............. ... ......... ........... ..... ....... .. .. ..... ........ ...... ............. .. .. 197 

?ote.:1cial ele trostatico. .... ............. . ... . .. ... ...... ... .... ... .. . .. ....... .. .... 260 o . . . ..... .. ...... . 
5 potenclaJs escalares .............. ............ ..... ..... ... .. .. .. 261 A f - ..... .. ......... ... ... ........ . 
:rans orma<;ao w = z + e:: ....... ...... .. .......... ... .... .. .. ... .... .. ............ .. ......... . 262 

~ con?~nsador de placas pa ralelas ......... ... ..... .. ... .... .. .. ..... ......... ............... 263 
xerCIClOS ... .... ....... ... ... .. ..... .. ...... .... ..... ... .... . ... ...... ..... .... 265 ::> f . . . . .. .•.. ............ ... ..... .. . 

~.~ere~as e ~lbliografia ............. .. ...... .. .............. .. .. ... ..... .......... .... ... .. .......... 267 
-, ce ab~tlco .. .. '" .... ...... ......... ... .. ... ........ ......... ... ... ... .................... ...•......... 269 

Func;oes analiticas d efinidas por integrais ...... .. ... .... ................ ..... ... ............ . 198 
A fU11c;ao garna ..................................... ..... ..... .. ......... .... ........... .. ............ .... . 200 
Continua<;ao a nalitica a todo 0 plano .... ........... ...... ... ........... ... ............. .. ... 201 
E • . ?02 xe rClClOS ......... .. ............................... .. .......... ........... .... .......... ... .. ...... ....... .. .... 

CAPITULO 7 

APLICAQOES A DINAMICA DOS FLUmOS 

Os movimentos fluid os a considerar .. ....................... ....... .......... ... .. ..... .... .... .. 204 
Conserva<;ao ela massa ... ... ........... .......... ........... ..... ............ ... ...... ..... ......... . 205 
Escoamen tos irrotacionais ....................... .............. .. .. ............ .... ....... ... ..... . 209 
As func;oes poten ciais ... .. .. ..................................... ...... ......... .... ............ ... .. 210 
Exemplos basicos .......................... ... ...................... .. .... ... ...... .... ... .......... ... . 212 
Exercicios .................................. ........ .. .... ........... ... ..... ....... .. ....... ........... .. .. . 215 

Fontes, surnidouros e v6rtices ................ .... ....................... ... ... ...... ....... .... .. .. . 215 
Exercfcios .................. .. ... .... ............ __ ..... .. ..... ...... .... .............. ....... ... .. ......... . 220 

Escoamento e m volta de urn c ilind ro circular ........... ........... ... ... .. ........ .... .. .. 221 
Exercfcios ......... .... ........... ... ....................... .. ...... .... ..... ............. .. .. ..... ..... ... .. 225 

Escoamento em volta de um c ilindro qualquer ....................... .. .... ........... ... . 225 
A dinamica do movimento .... ...... ... ........ ... ........ ... .... ... ..... ........... ... .......... .... .. 226 

Forc;a sobre um cilindro e f6rmula de Blasius ...... .... ................. .. ..... ....... . 229 
F6rmula de Kutta-Joukovski .......... .... .... ..... ........... ..... ................ .... ...... ... . 231 
A t ransformac;ao d e Mobius .................... .... .............. .. ....... .. ....... ........ ....... 232 
Exerclcios ........ .... .................... ...... ................. ........ ...... .......... ... .. ... .. ..... .. .. . 234 
Sugest6es ......... ............................ ......... ... ........... ... ... ... ................ ...... ........ . 235 

A transformac;ao de Joukovski ...... ............... .... .. .. .... ... ..... ......... ..... ........... .. ... 235 
o potencial complexo apropriad o ao pe rm d e Joukovs ki ..... .. ..... .... ... ... .. 238 

Os paradoxos da teoria .... .................. ....... ... ..... ... .. .... ............. ..... ... ............ .. .. 242 

CAPITULO 8 

REPRESENTAQAo CONFORME E APLICAQOES 

Considerac;oes prelirninares ......... .......... ... ........ ... .... ... ............ ... .. ..... .... ... .. 245 
Rep resentac;ao conforme ...... ....... ..... .... .•............... .... ............. .. .... ..... ....... . 245 
Invariancia da equac;ao de Laplace ......... .... ......... .... .... ........... .... ....... ........ 248 
Exerclcios .................. ..................... .. ....... .. .......... ... ............. ... ... .. ..... ......... . 248 

Inversao local e inversao global ....... .......... ... ......... ... ... ................ .. ...... ....... .. . 249 
Inversao global ........... ..................... ........••.................. .. ................ ... ........... 251 
Exercfcios .. .. .... .. .... ..... ................... ....... .... . .... ..... ... .. ... ...... ....... ..... ... ........ ... 253 

A transformac;ao de M bbius ..... ..... ... ..........•. .... ............ ... .... ....... .... .. ..... ...... ... 253 
A razao cruzada ... ........................ ............ ..... ............ .. ........................... ... .. 256 
Exerclcios ......... ... ....... .... ...... .................. ..... ............ ... ........... ..... .......... ..... . 259 



Capitulo 1 

NUMEROS COMPLEXOS 

• 
NECESSIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS 

• 
Os numeros complexos sao comumente est udados nos cursos de Algebra, ou 
em cursos que tratam das constru~Oes numericas, af incluidos os numeros in
teiros, racionais e reais. Vamos fazer aqui u.:na apresentac;ao desses numeros, 
mais do ponto de vista pnit ico, sem maiores preocupac;6es com os detalhes 
da teoria. 

Como se sabe, as rafzes de uma equa~o do 2Q grau. 

ax2 + bx + c = 0, 

sao dadas pel a conhecida formula: 

-b::': Jb2 - ~ac 
x= 

2a 

Obtemos, efetivamente, duas raizes, quando 0 discriminante b2 - 4ac e 
positivo e apenas uma se ele for nulo. 

Quando 0 discriminante e negativo, a :6rmula acima nao conduz a ne
nhuma raiz real. Neste caso. 0 trinomio ax2 + bx + c e sempre diferente 
de zero, qualquer que seja 0 ,'alor real que 5e atribua a I. Por exemplo, se 
tentarmos resolver a equa~ao 

somos levados a 

.J 
x- - 6x + 13 = 0, 

x = .:...6 .:...±_V:..3.:...6-;::-_4 _" 1_. 1..:.3 
2 

6 ±J-16 
2 



2 Capitulo 1: Numeros complexos 

que nao represent a mimero real algum. :\'0 entanto. se operarmos formal

mente, como se J=I fosse urn n umero, obt eremos: 

ou seja .. r' = 3 + 2A e x" = 3 - 2A. Vamos 5ubstit ·.:ir esses "numeros" 
na equa<;ao original para verificar se eles sao real mente Blzes. Ao fazermos 
isto; deyemos tratar 0 simbolo / 1 como se ele fosse r::€smo um numero; 

em particular, seu quadrado deve ser - 1: (A)' = -1 Teremos: 

(X')2 _ 6x' + 13 = (3 + 2/=1f - 6(3 + 2/=1) + 13 

= 9 + 12A - 4( -1) - 18 - 12/=1 + 13 = O. 

Do mesmo modo, verificamo~ que xf! tambem e raiz. 
• 

• 

Numeros complexos 

Dessas consideragoes segue-s€ que e possl\"el resolver a .:quac;ao do 2£ grau 
meSIlla no caso em que b2 - .lac < 0, se operarmos com ) simbolo i = J=I 
como se fosse um numerol. Ele deve ter a propriedad, de que i 2 = - 1 e 
de\"e operar ao lado dos numeros rea is com as me:3IllaS lei~ formais que regem 
estes lllllueros. Somas asSi:J.l le\"ados a introduzir os ",umeros c017lplexos 
como sendo os 11 llmeros da forma a + bi, como 

3 + 5i, 
2 
- - 'J i 3 _. 

rn 5 . 
V 2 + 2 " 

o 
- 3 - -=-i - .. 

\ 1 ,: 

o novo elemento i = A e chamado unidade i17laginlha; a e chamado de 

parte rfal e b de parte imaghtiria do nllmero complexo 0 + bi. 

INa "",rdade, a moti\'al)ao ma:')f para a acci ta~ao dos rnlmero! ..:omplexos ocor:eu no 
seculo X\-r. quando os matenuiti c-v5 de-scobriram a formula geral d~ resolul)ao de eC; '.1a~oes 
do 3Q grau, Aplicada a equac;ao :J - lox - 4 = 0, essa formula Sf :eduz a 

x = (;2+ 11H- \ ' -2 +IlH. 

Sabendo que x = 4 e raiz, percebeu-se que as raize'S ctlbicas a: indicadas de\'E' ffi ser 
(2 + N ) e (-2 + .;=1), respffr jvamente, 0 que se compro,-a ~levando-as ao cuba e 
operando formalmente, Como tal ~rocedimentos permitia obter a niz x = 4 pela f6:muia, 
fi cou e\'idente que tal interpreta-\a.o deyeria ser aceita, Portanto , ;os numeros complexos 
entraram na r..,latematica pela eqt.:.ac;ao do 3Q grau, nao do 2Q, 

• 
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Vemos assim que, ao introduzirCols as mimeros complexos, devemos 
definir adi~ao e mu1tiplica~iio de ma[<,ira que permane<;am validas as pro
priedades associativa, comutativa e (~ ;s tributiva que essas opera<;&s pos-
8uem quando referidas aos numeros ~::ais_ Assim, os n w.neros complexos 
ficam determinad0s pelas seguintes rf';ras: 

.? 1 2- = - : 
. . 

a 't = zaj 

a + bi = e + di sig!:-:iiea a = c, b = d; 

(a + bi) + (c + di) = (a -+- e) + (b + d)i; 

a + bi)(e + di) = (0. - bd) + (ad + be)i. 

o lei tor deve D01ar que a defini<;iio Q' multiplica<;iio e mot ivada pelo que 
obteriamos opera:J.do formalmente, as~:m: 

(a + bi)(e + di) = ac + adi + bie - iJidi = (ae - bd) + (ad + be );. 

Vejamos alguLs exemplos de operCi,;6es com 11 1.'uneros complexos: 

(- 5 + 7i ) + (3 - :2i) = -2 - 5i; 

(1 - 5i)(3 - 2i) = (3 + 10) + (~ - 15)i = 13 - 13i = 13(1 - i ): 

\'2(~ - iJ50) = ~ - i)1OO =~ - 1Oi. 

A subtra(:ao de lrlmeros complexos i iefinida em termo, da adi~?,) e do 
oposto de um nllmero. Ooposto de z = r+iye 0 numero -: = (-x)-i(-y). 
Dados entao Zl = Xl + iYl e Z2 = X2 - 'Y2 . d efinimos: 

Os reais como 5ubcorpo dos cO:::lplexos 

Observe que os Dumeros complexos c, forma a + iO se comportam. com 
rela~ao a adi~ao e it multiplica~ao, d e mesmo modo que 05 numere.; reais 
a; em outras pala','Tas, fazendo corresJ>jnder a numero complexo a - iO ao 
numero real a, emao a soma a+b corr'''pondenl. (a+b) +iO. que e 0 lllesmo 
que (a + iO) + (b + iO); e ao produte ab correspondent ab + iO, que e 0 
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mesmo que (a+iO)(b+iO). !SSO quer dizer que somar e multiplicar numeros 
reais equivale, pela correspondencia a I 'a + iO, a somar e multiplicar, 
respectivamente, os mimeros complexos correspondentes, 0 que nos permite 
identificar 0 numero real a com 0 numero complexo a + ;0, ja que, do ponto 
de vista da adi~ao e da multiplic~ii.o, seu comportamento e 0 mesmo. Oeste 
modo. os numeros complexos se apresentam como uma extensao natural dos 

, . 
numeros realS. 

o plano complexo 

Dado 0 numero complexo z = x + iy, sua parte real x e denotada por 
Re Z , e sua parte imaginaria y, por Im z . 0 plano complexo e 0 conjunto 
das representa~6es de ,todos os numeros complexos Z = x + iy pelos pontos 
p = (x, y) do plano. E conveniente identificar 0 numero complexo z = x+iy 
com 0 ponto P = (x , y), 0 que e possivel atraves das seguintes defini~6es: 

, 

(a, b) = (e, d) significa a = c, b = d: 

(a, b) + (c, d) = (a+c, b+d); 

(a, b)(c. d) = (ac - bd, ad + be). 

E facil ver entao que a = (a. 0) e i = (0, 1). 

z = x + iy 

- 1 + 2; 

• 

2 - 2i 

Fig. 1.1 

• 

. , 
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A representa~ao dos numeros complexos por pontos do plano e muito 
uti! e de usa freqiiente. Por meio dela, 0 numero complexo : = x + iy e 
identificado com 0 ponto (x, y), ou com 0 vetor Oz de componentes x e y 
(Fig. 1.1). As conhecidas regras do paralelogramo para a soma e subtra~ao 
de vetores se aplicam, entao, no caso de soma e subtrac;ao de numeros 
complexos (Figs. l.2 e l.3). 

• 

Y, 

z - z ... 
1 2 ..... 

z, 

. , 

-
, , 

--
, , , 

l, + Zl 

:T , , , , Y, , 
, , , 

-----_. -
,_ x I 
, 1 --t 

x, 

Fig. l.2 

-

, 
" - , , , , 

• 

z, 

:.~~-

- z , • 

Fig. 1.3 

, 
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Modulo e complexo conjugado 

Definimos 0 modulo, valor absoluto ou norma de urn numero complexo z = 
x + iy como sendo 0 numero nao-negativo Izl = ';x2 + y2. Como se ve, ele 
e a distancia do ponto z a origem. 

o compluo conjugado de z = x + iy e definido como sendo z = x - iy. 
A Fig. 1.4 ilustra exemplos de complexos conjugados. 

• 

z::x+iy 
0=- ::1+2i 

r'" x - iy 

Fig. 1.4 

Em term as do modulo e do conjugado, temos: 

zz = (x + iy)(x - iy) = (xz + yZ) + i(-xy + yx) = xZ + yZ, 

is to e, zz = :1 2 Esta propriedade permite calcular 0 quocien te z = Zl / Zz 
de dois numeros complexos Zl e Z2, Zz oF 0, que e definido pel a condi~ao 
ZZ2 = ZI· Para isso, basta multiplicar 0 numerador e 0 denominador pelo 
complexo conjugado do denominador. Exemplos: 

..,...:..3..:,+,.:.i = (-3 + i) (1+ 2i) = -5 - 5i = - 1 _ i 
1-2i (1 - 2i)(1+2i) 1z +2z . 

Em geral, com ZI = XI + iYI e Z2 = X2 + iY2, temos: 

ZI ZIZ2 I I X2 + YlY2 + i(Yl xZ - XlY2) 

Z2 ZZZ2 x~ + y~ 
Deixamos ao lei tor a tarefa de provar as seguintes propriedades: 

Izi = Izl; z+z 
Rez = . 

2 ' 

Z-Z 
Imz = . 

2i ' 

, 
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'I + Z2 = ' 1 + Z2; Z1Z2 = ZI:2: (;~ ) = ;~. 
Esta ull'ma segue da p€~Ii ltim" e da defini~iio de quoc:~nte: 

EXERCicIOS 

Reduza a :'orma Q + bi cada :.:na aas express6es dadas nos ExerC'~ 
1 a 21. 

1. (3 + 5: + 1-2 + i). 2 (-3+4;) -(1 -2;) 3. (V3-::)-i '2-'(V3 -4 

4. (3 - 5: ( - 2 - 4i ) . 

7.7 - 2;(2- :; ). ' 
.J 

• 
E (2 - 3;)'. 

10. (I + i I 

,\' 

12. lvlost: -: que ~ i'" 1 " ... 
L o ==, - - I. IOU zero, conform€' 0 resto da :': '.-isac. de S par ..,! so- .':' 
"= . 

zero. :. :2 ou 3. respectin . .::l €nre. 

13. 1\,105tr-: que (x + jy)2 = :;! _ y2 + 2iJ:Y. 

14. MOSlr-: qUE' (x - iy)2 = ;! _ y2 _ 2ixy . • , 

15. Most" que (x + iy)'(x - :M)' = (x' + y')'-

16. Mostr<que (X+iy)"(x-,y)" = (x'+y'y' . 

Redun a forma a + bi ca:a urna das expressoes dadas nos Ex ~:-cs. • - '1 -.fa:. , . 
17. I 1 1 - i 

2 + 3. 
. 18. 19 . 3-i , 3' 20. ":: - ! 3 - 2i' 2i - 1 

. 

21. 1 - i 1 - i 4 - 3i 
1 + i' 22. 

1-( 23. 24 . 
t - i 

i- I / 2 -:" 
25. I . , . 

(l+i,2' 26. ( ~~')30. 27. (1 - i)(V3 + : 
, - , . 
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!\os Exercs. 28 a 32, represente graficamente os numeros complexos 21, 22, 21 =1 e 
Z l /Z'l. 

28. : : = 3 + ~ i, Z2 = 
1 - i 

5V2 
29. ZI = 

1 +iV3 
2 ,22 = 

V3+i 
2 

30. -
1 + i 
2\/'2 

z, = l +i\/':3. 31. z) = 1 + 2i, 22 = 2 - i. 

32. - = 3 - i . z, = 3 - i/2. 

33. ~!ostre que Re[-i(2 - 31 '[ = -1 2. 

34. ~io5tre que 
1 - iV2 
---,~-,- = - , V2+i . 

35. Mostre que Im j l -:-iV3'j _ 2(1 + 2V3) 
. 2-2 .) 

36. Mostre que 
l +itg B .' 
1 

. 11 = cos 28 + tsen28. 
- I tg u 

37. Dados dais numEfos cOffi?lexos Q' e J, prove que 

.~ + .BI' + 10 - ill' = 21<>] ' + 2]iJl' · 

Fat;a urn gra.fico e abtenha a seguinte interpreta~ao geometrica: a soma dos quadrados 
dos lados de urn paralelogramo e igual a soma dos quadrados das diagonais. 

38. Dados tres vertices de un: paralelogramo pelos numeros complexos ZI, 22 e Z3 i deter
mine 0 yertice :;~ oposto 2. 22. Fac;a urn grafieo. 

39, Prove que 0 produto de dois numeros complexos e zero se e somente se urn dos fatores 
se anula. 

40. 0 Teorema Fundamental cia Algebra afirrna que todo polin6mio com coeficientes com
plexos p05Sui uma raiz (real au complexa). Prove, como caralario, que toao polin6mio 
P (x ) de grau n possui n raizes , contadas as multiplicidades; e sendo 01, ... ,an essas 
raizes, entao P (I ) se escreye P {x) = a{x - Q l) .. ' (x - a n). Prove tambem que se 0 

polinomio tem coeficient.e5 reais, e se a e uma raiz complexa. entao a t arn bern e raiz. 

REPRESENTAQAO POLAR 

Considerando a representa~iio geometrica de urn numero complexo z of. 0, 
chama-se a.rgumento de Z 0 iingulo 8 formado pelo 'eixo Ox e 0 vetor Oz (Fig. 

! 
~ , 
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1.5). Como em Trigonometria, os angulos sao aqui orientados: consider amos 
positivo 0 sentido de percurso oposto ao dos ponteiros do relogio. 

o arrumemo de z so pode 5€r definido quando z of. 0; mesmo nesta o 
hlp6tese, 0 argumento so fica d€terminado a menos de multiplos inteiros de 
2::-. Como x = Izl cos 0 e y = Izi ~n 8, temos a seguinte representa<;iio dez , 
conhecida como representar;iio pular ou representar;iio trigonometrica: 

z = r(cos$ + isen8), r = Izl; 

r e 8 sao desigllados as coordenadas polares de z. 

, • • 

Fig. 1.5 

Formulas do produto e do quociente 

De posse da representa<;ao polar . vamos deduzir uma regra muito conve
niente para a multiplica<;ao. SejGIIl 

dois numeros complexos quaisquer. Entao, 

Z122 rlr2(coSOI +isen 8r) (cos82 +isen82) 

Tlr21(cos81 cos 82 - sen Olsen 82) + i (sen 81 cos 82 + cos 81 sen 82)], 

' . , 
lSto e , 

Vemos assim que a produto G€ dais numeros complexos e 0 numero cujo 
modulo e. a produto dos modulos dos fatores e cujo argumento e a soma dos 
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argumentO$ dos Jatores (Fig. 1.6). Observe que os triangulos de vertices 0, 
1,. ZI e 0, '2, ZI Z2 sao semelh?_~tes, 0 que [acilita a constrw;ao do produ!o 

ZlZ2 a partir dos clados 0) 1, e '::2· 

o 
• 

Fig. l.6 

, , 
, , , , , 

I 

Vamos deduzir resultado 2.nalogo para a divisiio. Como 

1 
cosO + isen 0 

temos: 

ZI 

Portanto. 

cos O - isenO 
~-~-"-~-c-'--"---~~ = cos 0 - i sen 8, 
(cosO - ; sen O)(cos 0 - isenO ) 

• • 

ZI Tl 
- = - [COS(OI - O2 ) + sen(OI - O2 )], 
22 TZ 

islo e, pam dividir numeros complexos basta Jazer a quaeiente dos modulos e 
a diJeren,a dos argumentos (fig. l.7). Tarnbern aqui, como no easo do pro· 
duto, a constru<;iio do quociente e facili!ada pela semelhan,a dos triangulos 

de Yertic€s 0, L ZI / Z2 eO, 22· Zl· , 

c,'.0 :'ru10 1: .Vumer,,; comDlexos 11 

. ------ . . 

. . , . , . , , , , , , 
9 _ I,., 

1 ," : , 
----~o~~~~'--~ 

Fig. 1.7 

Formula de De Moine 

A f6rn1u~:::. de multiplica~ao acima estenG:-:5e para urn l1l..'nl.-:ro c \..1 alquer de 
fatares. :: ~ndo -

j '- j '" - ._ .... . n. 

t€::-emos: 

': '2 .. · : ' = rlr2 ... r ,,[rOS(01 +8, + ... -8n ) +;;en(81 +"2 + ... + 0,,)] . 

A demor3 ra, iio deste fa to e simples e fico ' car~o 10 lei tor Enl t' I . d d .- 0 . Dar leu ar 1 

q1.:a I~ 0 i: os os fatores 58.0 iguai~ e de m :. :ulo uni:ario. ob: --:mo~- a formula 
SegUInte. :hamada formu la de DE '\[o;I'rl 

(cos e + isen B,'1 = co: ",0 + i Sf :J. nO. 

E~ta f6rr:::lla e valida tambem para exp0-;-':'i:es nee:f.i:ivos. D [ ~ " ato. 

(cos' + isenO)-n 
j 1 

(C050-, isen;" co,nO+ iso~ "e 

c05 nO - i sen -,,1 = cos - nO ) + " en ( -nO). 

EXERCicIOS 

:[\ 0:5 E.xerc~ 1 a 12 ) determine 0 argumento dos . :..meros co""'plexos d" :ios . D1l:neros . ; I - - _. :". ESoCreva esses 
n::. .orma po ar e rep:-esente-os geornetri ::l.Jlen:.e. 
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l. z= -2+2i. 2. Z = 1 ~iV3: 

4. Z=(I:/ 
1 

o. z= 
-1-iV3 ' 

6. z=- l -i. 

7. 
-3 +3i 

8. 
-4 z= 

1 +iV3' z= 
,13 - i 

. 9. z = 1 + 2i. 

10. z = - 1 +3i. 1l. z ;::;; - 3 - 2i . 12. z = 4 - i. 

Nos Exercs. 13 a 18, reduza os numer05 21 e Z2 a f..:,rma polar e determine as formas 
polares de Z1Z2 e 21/Z2. Represente esses quatro llUmeT".JS Dum grafico. 

r.. 3-iV3 
1~. -11 = V 3 + 31. 22 = 2 . 14. ZI = 1 + i, Z2 = v'3 + i. 

15. ZI = 1 - i, =2 = - 1 + iV3. 16. 'I = -1 - i, z, = -1 - iV3. 

17. ZI = 1 + 2i: 22 = 2 + i. 18. ZI = 1 - i, Z2 = - 1 + 2i. 

19. Prove que se IZll = !z21 = IZ31 = 1 e Zj + Z2 + Z3 = 0, entao Zl, Z2 e ZJ sao as vertices 
de urn triangulo eqiiilatero inscrito no c1Jculo unjt8.::~o de centro ria origem. Fa~a urn 
gnifico. 

20. Prove que 

3 2 3 '" cos 38 = cos () - 3 cos B sen e e sen 38 = -sen e * 3 CO.5- (j sen 8. , 

21. Obtenha formulas analogas as do exercicio anterior para cos 48 e sen -teo 
22. Prove, de urn modo geraI, que 

cos nO "B n(n- l ) " - 2 B 'B cos - 2 cos sen- + ... 
P(eosB. sen B), 

sen n8 -I "(n - 1) (0 - 2) 0-3 3 
ncos

fl 
fJsenfJ - 6 cos sen e + . .. 

Q(eosB. sen B), 

onde P e Q sao polinornios cOllvenientE'$. homogen~.:,s e de grau n nas dUM ,-ariaveis 
cos B e sen fJ. 

• 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

IO( . . 3" . 3,,) 1. z = 2v 2- cos - + 1. sen - . 
. :- 4 4 2 . :: = 2 (cos ; +isen ~) . 

~. 
f. 

i 
, 
I 

l 

I 
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5" . 5") 3. z = 2 (cos 6"" + t sen "6 . 1 ( 5" . 5") 4. Z = M cos - + tsen -4 . 
4v2 4 

9. z=J5(eosB+isenB), ondeB=arceos(I/J5), 0<B<,,/2 . 

12. z = v'17(cosB + isenB), onde B = areeos(4/v'17), - ,,/2 < B < O. 

20. Desenvolva (cosfJ + isen8)3 pela formula do binomio e pela formula de De Moivre. 

PROPRIEDADES DO VALOR ABSOLUTO 

As seguintes propriedades sao de verificac;ao imediata: 

Iz l > 0, Izl = 0 {9 z = 0; 

Izl = 1- zl; IRez l < Izl, IImzl < 14 

A propriedade 

segue da seguinte observaC;ao: IZlz212 = (ZIZ2)(ZIZ2) 

IZd21z212 Menos trivial e a desigualdade do tridngulo, 

(1.1) 

assim chamada por exprimir propriedade geometrica bern conhecida: a soma 
dos comprimentos de dois lados de urn tridngulo e maior ou igual ao eom
primento do tereeiro iado (Fig. 1.8). Para demonstra-la, observemos que 

IZI + z2 12 
(ZI + Z2)(ZI + Z2) = Z121 + Z2Z2 + (ZIZ2 + ZIZ2) 

IZ112 + IZ212 +ZIZ2 +ZIZ2 = IZ112 + IZ2 12 +2Re(zlz2) 

< IZ1 12 + IZ212 + 21z122 1 

IZ1 12 + IZ2 12 +2121 11z21 

(lzll + IZ21?· 
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Daqui segue a desigualdade desejada por uma simples extra~iio de raiz. 

• 

• 

F · 1.8 19. 

--, 

Como 1- z21 = 1221. vale t ambem a desigllaldade 

pOlS 

21 - z2 i = IZI + (-z2)1 < Izd + 1- z21 = IZll + IZ21· 
rma terceira desigualdade muito imp ort ante e a seguinte: 

Para demo!1stra-la. basta observar que 

• 

(1. 2) 

Obtem-se daqu i 0 resll lt ado desejado subtraindo I:·!I do pr imeiro e ultimo 

membros. 
Trocando ZI com Z2 em (1.2), obtemos tambem a desigualdade 

11.3) 

Pondo agora IZ1 1-1:21 = a, as desigualdades (1.2) e (1.3) podem;er escritas, 
respectivamente, a. < IZI + z21 e - a < 1:1 .+ :::; L donde SE'gue-se que 

lal < IZI + :21, ou seja, 

• 
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E XER Ci c IO S 

I. 

2. 

3 . 

( '3+ i 'I" -3i l -v,) == 2v'1. 1 
2+; , 5 

:!\Iostre que M = - e 
2 -;v 3 7 \ ., 

Demonstre, por indu~ao, a desigualdade seguint €' . -: imE!:'"prete 0 resultado grafica-
mente. 

1'1 + z, + . .. + z, I < ' II - I', - ... - Iz, I 
Supondo ser IZ21 > 1=31 . prove qt:~ 

• 1_. ~ 
- , ' 

4. Prove que Izi < Ixl + iYI < J21' . onde , = x ~ i; 

J. Prove que IZI [- lz2 1 < IZI - 2zl· quaisque: que se.i :...:: os c::imeros complexos Zt e Zz. 

6. Prove que, se vale a desigualda. ci -: do exercicio am ",':-_,)r. er.._:.8.0 IZI ± z21 < IzJ! + IZ2 1. 
quaisquer que 'sejam os mimero~ Zl e Z2; isto e. a ':-:5iguaJdade do triangulo (1. 1) e 
. quiv.lente. (1.2) ou l I.3). 

7 . 

8. 

Sendo z f- 0, most re que Re z = .:1 se e so:nente S~ : > O. 

t' tilize 0 resultado anterior com .: = ': \ 2: :;> para pr:~.!.I q t.:.~ . sendo..z1 f- 0 e Z2 i- O. 
-?ntao a igualdade ,-a le em (1.1 se e 50n:~ nte se :':-5':1 = argz2, a menos de um 
::nultiplo inteiro de 2:7 . Interpret €" este resu: tado gf-:..::.e trit.::.ill1e nte. 

RAiZES n-ESIMAS 

Diz-se que um numero z e raiz n-esima de urn :3.do :;,.umero complexo a se 
zn = a. Como veremos logo a , eguir. um mimE:) eooplexo (7'- 0) possui 11 

raizes distintas. Para isso, considerenlos 0 mlm.:- ~ ) daco a i- 0 em sua forma 
polar: a = r(cose + isene); e : epresememos. ,.ombEm em forma polar, a 
raiz que desejamos eneontrar: : = p(co; p - i s;~ pl . Utilizando a formula 
de De "tvIoivre, a equa~ao z1l = C assume a forn: :. 5egl:inte: 

pn(cos nip + i>i'n 111") = r(cos f - i SEC') e). 

Como a igualdade de numeros com plexo5 rK'ler c. igualdade das par tes 
reais e das par tes imagimirias , .5eparadaillente. ':-:-\"em~Js ter 

pn cos Fly = reo:: e e pll sen n .. = r sen e. 
Esta.s equa~6es, por sua vez, eqwvalem a 

pn = r. n;p = e + 2h . 
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onde k e urn inteiro. Daqui segue-se que pea raiz n-esima positiva de r, 
donde 

nr:: (()+2k7r ()+2br) 
Z= va = yrr cos n +isen n' (1.4) 

Esta formula produz 11 raizes distintas, quando a k se atribuem as valores 
k = 0,1, ... , n - l. Como e fa.cil ver , qualquer outro valor atribuido a k 
conduz a uma raiz ja. obtida com urn dos valores acima, precisamente aquele 
que e a resto da diyisao de k por n. Vemos, assim, que urn numero complexo 
a I f 0 possui n rafzes n-esimas zo: Zl,"" Zn - l J todas com 0 mesma mod ula 
p = \!faT (Fig. l.9 ) e com argumentos 

8 2krr 
Pk=- + --, 

11 n 

z, 

k = O,I, ... ,n - 1. 

___ +---...._ z, 

'in 
~ -'--f-___ 

Fig. l.9 

Raizes da unidade 

• • 

No caso particular a = 1, a angulo () assume a valor zero e a formula (1.4) 
se reduz a 

( 
2br 2k1r) 

Z= cos n +isen n 

que sao as m(zes l1-esimas da ul1idade. Pondo 

27r . 27r 
.;)=cos-+~sen-

n n' 
e utilizando a formula de De IIl0ivre, vernos que as raizes n-esimas da 
unidade sao dadas par 

1 2 n- l 
,W,W, ... ,w. 

, 
• 

• 

i , 

,. 
• 

I 

, 

, 
! 
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Observe que, representadas no plano complexo, essas raizes sao as 
vertices de urn poligono regular de n lados. A Fig. l.10 ilustra as raizes da 
unidade no caso n = 6. Aqui , 

7r . IT 1 .J3 
.;.) = cos - + tsen - = - + t-

3 3 2 2 ' 

.J-I = - w . w5 = W. 
• 

Fig. 1.10 

A formula (1.4) pode ser escrita a.'Sim: . . 
• 

(
8 . ()) (2krr 2br) 

z = \If n + t sen n cos 1'1 + i sen n ' 

au seja. 

Esta expressao nos diz que as m(zes n-esirnas de urn numero cornplexo 

nao nulo pod ern ser obtidas como a pmduto de urna de suas razzes particu

laTes, 
• 

Zo = vr(cos ~ + i sen ~) 
" n 

pelas raizes n· esimas da unidade, 1, u.: .... , :..u n
-

l
, 



, , 

, 
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Como exemplo, seja determinar as raizes cubicas do nlllnero a = 8. Vma 
delas e 20 = 2. As raizes cllbicas da unidade sao dadas por 1, _'. w', sendo 
que agora 

2" 2" 1 . J3 
w = cos '3 + isen '3 = -2 + '2' 

Logo, as raizes cubicas de 8 sao (Fig. 1.11): 

Zo = 2; Z, = 2(-~ + i '7) = -1+ il3, 

2·, = 2w' = 2 (cos 4; + isen ~) = 2(-~ - i '7) = -1 -il3. 

• • 

Rafzes primitivas 

Fig. 1.11 

z = 2 , 

Chama-se raiz n-esima primitiva da unidade qualquer raiz n-~sima z =1= 1 
, 

tal que n e 0 menor inteiro positivQ tal que zn = 1. E claro q"J€, qualquer 
que sE'Ja n, 

21i' . 21f 
:..v = cos - + 2 sen -

n n 
e raiz primitiva. Ela e a prime ira raiz primitiva que ocorre quaLdo perCOffe

mos 0 circulo unitario no sentido anti-honirio a partir da unidsde real. Mas 
pode nao seT a ullica raiz prim it iva; por exemplo, no casa das :-aizes triplas 
da unidade, como vimos ha pOliCO, w e raiz primitiva, mas i.:.:~ tambem e. 
Ja no case das raizes sextuplas, u) e w5 sao raizes primitivas, Enquanto w2 , 
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w
3 

e .u
4 na~ 0 sao. Veja 0 Exerc. 22 adiante para uma caracteriza~ao d~ 

raizes primitiYas . 

Observa,ao, 0 processo de calculo de raizes. utilizando a repre
sentac;ao trigonometrica. e de caniter genu: mas n€m sempre e 0 mais con
veniente. Por exemplo. no cMeulo da raiz quadrada do niimero ~ 7 - 24i. e 
rnais fiieil proceder assim: 

, 

)-7 - 24i =.r -: iV, donde o ? 
x- - Y' + 2i.ry = -7 - 24i. 

Mas is to equh'ale a 
) 2 ,.- Y - -- --I ' . l'Y = - 12. 

Resolvendo esta ultima equac;ao em rela<;ao a .r e substituindo na primeira. 
obtemos uma equa<;ao quadnitica para y'. cuja solu<;iio e y' = 16 (CO""lO'~ 
e real. y' > 0). Logo , y = ±4 e x = =3. Finalmente. . 

) - 7 - 24i = ±(3 - 4;) . 

EXERCicIOS 

Calcule as raizes dos nlllTIere'5 complexos dan,).., nC<5 Exercs. 1 a 8 e fa(a a representa(3( 
grafica correspondente. 

I. ''1 2. I i . i/3)1/2 '3 'J' 4. J 21. v- . .. \, _l. 

Vi ' -. 5. I. 6. \ -/. , . 1-I+i/3)1 , 8. -1 (- I- i\3) 2 

Csando 0 procedimento descrito na Obser·:ac;a..:. acima, cakule as raizes indicadas n o~ 
Exercs. 9 a 11. 

9. J.J 12i. 10. ,,13 + 4i . 11. VI + 2iJ6. 

12. Decomponha a polinomio P(x) = x·1 + 1 Em fa10res do 22. grau com coeficiemes reai.~ 
13. Fa<;a 0 mesmo com 0 polinomio P(x) = I ' + 9. 

1\os Exercs. 14 a 21 , decomponha cada polinomio dado em urn produto de faton,'~ 
do 12. grau. 
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14. P(z) = Z6 - 64. 15. P(z) = Z6 + 64. 16. P(, ) = 3z' - i. 

17. P(z) = 5z' + 8. 18. P(z) = z, - 2, + 2. 19. P(, ) = 2z' - z + 1. 

20. P(z) = z' - (1 + i)z + 5i. 

21. P(z) = z' - (1 - i)z2 - i. 

22. Prove que 4' = cos{2k1r/n) + isen(2k7r j n. ) e raiz r,-E-sima primitiYa da unidade se e 
someute se Ii' e n forem primos entre si. Em con:;.;q uencia. sendo il > 2, as raizes 
pr~mitivas sao sempre em numefo maior co que Ii e -:-:xatamente n - 1 se n f~r numero 
pnmo. 

23. Prove que se w = cos(2br/n) + isen (2k ,/n) e ro.:..::::: n-esima primith'a da unidade 
entao as n rafzes n-esimas da unidade sao dadas pc 1, w, _.2, ... , ..... "! - I . ) 

24. Prove que 1 + w + w 2 + ... + w ll
-

1 = 0, onde w e c!.alquer raiz n-esima da unidade 
diferente de 1. . ) 

25. Prove que 

1 + 2w + J;,/ + .. _ + nw" - ) = n 
w -I 

onde w e qualquer raiz n-esima da unidace, difereIl~2 de 1. 

RESPOSTAS, SUGESTOES E SOLU<;:OES 

1. 
1 + iV3 

-1. 
2 

e 3. 1 + i. 4. 1 - i . 

5. ± V3+i 
e -2. 

2 ± -I+iV3 
7. e 

(IS 

12. Pondo W = (I + i)/,j2, temo", 

P(x) , ., (2 . \. ? ") :2 ., ? ., 
X -1. = X -1 " X - +Z = I,I -u·-)(x- __ .-) 

[(x - w)(x + W)][ II - wj(x - -")] 

[(x - w)(x - w)][ II + w)(x - -") ] 

(x' - ,j2 + I)(x' - ,j2 + I , 

25. Seja S a referida soma. Entao, 

s (I+w+w' + ... +w"-')+_'[1+2",-3",' + . .. + (n -I)w" -')] 
:...;(8 _ nw n - 1 ). 

, , 
l 
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A EXPONENCIAL 

Admitimos que 0 lei tor tenha familiaridade com as fun<;6es trigonometricas, 
a constante de Euler e e a fun<;iio exponencial eX, conceit os estes que sao 
estudados nos curs~s de CaJculo. Lembramos, em particular, os desenvolvi
mentos dessas fun<;6es em series de MacLaurin, validos para todos as valores 
reais da varhivel x: 

00 (_I)nx2n+l 

senx = ~ (2n + I)! 

(1.5) 

( 1.6) 

(1. 7) 

A constante de Euler e, que e urn numero irracional com preen dido entre 
2 e 3 (e"" 2, 71828 ... ), e dada pela serie 

00 1 1 1 
e = L I" = 1 + 1 + 21 + 31 + ... , 

O
n. .. 

n= • 

que se obtem de (1.5) com x = 1. 

Vamos tamar a desenvolvimento (1.5) como base para definir e' com z 
complexo . Se e' ja tivesse significado para z complexo, e 0 desem'olvimento 
(1.5) fosse valido neste caso, entiio teriamos, com y reaL 

e'Y . (iyJ2 (iy)3 (iy)4 (iy)5 (iy)6 (iy)7 
1 + 'y + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7' + ... 

. y2 .y3 y4 .y5 y6 .y7 
1 + 'y - 2! - , 3! + 3T + '5T - 51 - '7! + ... 

Admitindo ainda que seja possivel rearrumar os termos desta serie, pondo
juntos as tennos reais e separadamente os termos imaginarios, obtemos: 



, 
I 
I 
I 

I 
I 

\ 
I , 
I 

, 

• • , , 
r 
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ou seja, em yista de (1.6) e (1.7), 

elY = cos y + i sen y. • (1.8) 

Essas considerac;'oes, que sao puramente formais, naD €stabelecem a 
rela<;iio (1.8). mas servem como motiva<;ao para definirmos a fun<;ao ex
ponencial. fazemos isso tomando a relac;ao (1.8) como pontO de partida; 
ela e aqui usada para definir a exponencial no casa de expoente puramente 
imaginario iy. POI' Dutro lado, a defini~ao cia exponencial no easo de urn 
expoente qualquer z = x + iy e feita de maneira ? manter a propriedade 

aditiva da exponencial real: 

• 
Definimo5. entao, a exponencial e= l para urn numero complexo qualquer 

z = x + iy, mediante a expressao 

eZ = ex+ iy = e.l'(cosy+iseny l. ( 1.9) 

Propriedades da exponencial 

Da d efi nic;ao que acabamos de dar da exponencial. e das propriedades das 
fUl1\oes reais sell x. cos x e eX 1 decorrem as seguintes propriedades da expo

nencial complexa: 

e' i 0 para todo z; 

le'l = eR
": 

e' = 1 *" z = 2krri, k inteiro. 

Demonstrar;ao de (1.10) . Com a nota,ao usual. 

(110) 

(1.11) 

(112) 

(113) 

( 1.14) 

(1.15) 

• 
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oblemos, €::J vi,.a Co d eflnic;ao (1.9), 

eX' cos YI + i sen Yl) . eI
, (cos y, + i SK 92) 

eX'-X' [(COSYI COSY2 - sen YI senY2) 

+i , senYI cos Y2 + cos Yl sen Y2)i 

eX, -X2 [COS(YI + Y2) + i sen (Yl .,. Y2) ). 

Daqui e d a ,Jefiillc;ac 1.9) concluimos que 

Demon,;ra,d.o d, \1.11). Temos, com z = x + iy , 

,,-I,- ·. = e1r[(cos(-y) +isen(-y)) = 

1. 1 
:;:(c;Y-Iseny)= . 
~ eX(cosY "''5eny ) 

1 1 
e-

Demon-:ra,co d, 1.12). A formula (1.12) e imediata no, case.;; n = 0 e 
n = 1. Pari. n = 2. <,' segue facilmente de (1.10)' e em ~er· p" ca • > 0 I J (:) G.... C"~ s, • 

e a e estab~:ecida p( ': induc;ao. Para isso, como ela e valid ::. para r{ = O. 
basta. most:'.r q'Je 0: fatv de ser valida para n = k segue-s' que e yJida 
tambem pa:-! h == k - I , k > O. Supomos, entao, que 

Em conseqt.:~ncia. 

o caso ". < 0 re :uz-s-e facilmente 
n < 0, temo, 

ao caso n > O. De :~to. sup:ndo 

( 'j" 1 
e = (e,)-n; 

mas -71 > o. logo (e' -n = e-n" portanto, 

1 _ 
(e')" = -::::- = en~ e nt . 
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Islo completa a demonstrac;ao de (1.12). 

e (l ~~~xamos ao lei tor a tarefa de demonstrar as propr iedades (1.13), (1.14) 

Com a notac;ao exponencial, a representac;ao polar de um numero com-
plexo assume a forma compacta z = re;8, onde ,. = 1:1 e IJ = . . I . ",/ .,_. arg Z, por 
exemp 0, ! = e ' -. -2 = 2e'" - 4i - 4 -.~/2 t A -. , ) - e e c. mesma nota~ao per-
mIle escre\'er a formula de De Moine assim: 

e' . Obse~'\"amos tambem que e costume usar a notac;ao exp Z em lugar de 
pn nclpalmente quando 0 expoente e muito carregado. Por exemplo, 

COSt uma-se escrever 

exp [; (t - ~)] em vez de e~ (t-n 

EXERC i c IOS 

R e,duza a forma re
i8 

cada urn dos numeros complexos dados nos Exercs. 
graficos correspondemes. 1 a 6 e fac;a os 

• • 

1. 1 + i. 2. 1 - i. 3. - 1 + i. 4. - I -i. 

5. 1 + il3. 6. I - il3. 7. 13 + i . 8. 13 - i. 

9. -13 - i . 10. - 1 - ;13 11. 
! 

I + i' 
12 1+ il3 

. l3-i' 
\'olt~ a p. 1. l~ e :efa<;a as Exercs. 1 a 12 Ii proposto~. utilizando agora a nota ao 

~:~on_encflal.'I ' \ ace . ha de veT que. juntamente com sua represent a~ao geometrica e;sa 
8\80 aCI Ita m Ulto 0 trabalho de ex trair raizes. ' 

13. \ !ostre que exp(3 - 71fi) = _e 3 . 

\[ 3 - 2iTi Iff l . "'3) 14. _ ostre que exp == v 0:, - ~ v.) 
6 2 

15. Estabelec;a as J6mil.tlas de Euler: 

, 

, 

, 
( 
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16. Sendo z = reiO , proye que l ei~ 1 = e- r 
sen O. 

" "0 ' 0 
17. Prove que r le' I +r"!e' 2 ;::: r3e' 3, onde 

i3;::: Vi? + r~ + 2r:rz cos(BI - Bz) e 

Far;a urn grafico. 

18. Estabele~a as duas identidades seguintes: 

, , ., ' I sen[(n + 1/ 2)01. 
1 + <0,0+<0, _0+ ... 7cos nO=2+ 2sen (0/ 2) ' 

sellO+5en20+ .. . +sennO= 25en~0/2) [C05~ -C05[("+ ~)O]l 
19. P rove que a eondic;ao para que tres numeros complexos a, bee sejam verti ces de urn 

triangulo eqiiilatero e que Q + jb + ic = 0, onde j = e
2rri

/
3

. P roye que esta condic;ao 
equivale a b + jc + / a = 0 e a c + j a + f1 b = O. 

20. Det ermine.: de forma que a triangulo de vertices i, Z e iz seja eqiiilatero. 

21. Prove que e: = 1 <=;> Z = 21.-:;£ , k in teiro. Isto prova, em particu lar ,. que e! e fUllc;ao 
peri6dica de perfodo 2iT i . 

- -R E SPOSTAS, SUG ESTOES E S OLU C:;:O ES 

2. ../2e- :r i / 4. 
- i / 4 e 

11. rn 
v2 

18. Utilize a formula de De ~loiYre e a soma dos termos de uma PG , assim: 

Tl II . , 1- e i( Il+ 1)0 e - i B/ 2 _ e i (II + I / 2)B 

L [cosjB + i senjB] = L el Je 
= 1- eil} = e iel2 _ ei9 / 2 - etc. 

j - O j_ O 

19. Observe que as raizes cubieas da unidade sao 1, w e w2
, e que 1 + j = - /. Fa~a uma 

figura e note que a eondi~ao mencionada equivale a a = b + (c - b)(-/). 

20. Como z e iz tcm 0 mesm o mod ulo. eles jazem na mesma circunferencia de centro 
na origem: e como 0 terceiro vertice do triangulo e i, vemos que urn de seus lados 
(de vertices z e i:) e paralelo ao eixo Ox. EnUio esses vertices z e i: jazem nas 
retas y = I e y = - x (ja que des estao simetricamente posicion ados em rela~ao ao 
eixo Oy e fazem entre si um angulo de .. /2 radianos). Eles podem estar ambos no 
semiplano superior ou ambos no semiplano inferior. (Fa<;a uma figura em cada easo. ) 
No primeiro caso . .:. i e i: estao posicion ados no sent ido anti-horario, portanto. de 
acordo com a exerd cio ant erior, deyemos ter 

z+ji + 1'(i ' ) =O, donde Z = 
-!J 

1 +ij2 

e~i / ~ 

- ~-==--;-C07 2 sen (5;r / 12) ' 
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No segundo casa, i, Z e iz e que estarao posicionado5 no sentido anti-horario, portanto, 

. . ., (. ) 0 d d - , 
t + J Z + J !Z =, on e z =. . , <) 

J + zr 
_ehi/ 4 

- 2sen (n/ 12)" 

CONJUNTOS DE PONTOS NO P LANO 

Dados as mimeros r > 0 e 20 complexo qualquer, chama-se disco .aberto2 de 
centro Zo e raio r ao conjunto D,(zo) de todos os numeros complexos que 
estao a uma distancia menor do que r do ponto ZO, isto e, 

D, (ZO)={2: Iz-zo l <r}, 

como ilustra a F ig. 1.12. 0 disco fechado e 0 conjunto {z : Iz - zol < r}, 
que inclui a fronteira , isto e, 0 circulo {z: Iz - zol = r }. 

Fig. 1.12 

Chama-se vizinhant;a de urn ponto Zo a todo conjunto V que contem urn 
disco de centro zoo Em particular, qualquer disco D,(zo) e uma vizinhan,a 
de Zo, que freqiientemente denotaremos por \ ·~(zo). Usaremos \-:(zo) para 
denotar a viz inhan,a v,.(zo), da qual exclufmos 0 ponto Zo, isto e. V:(zo) = 
v,. (zo) - {zo}. Costuma-se chamar V:(zo) de rizinhant;a perfurada. 

Dizemos que Zo e ponto interior de urn conjunto C se C e vizinhan,a de 
Zo, islO e, se existe um disco de centro 20 to do contido em C. Dizemos que 
C e aberto se todos os seus pontos sao interiores, ou seja, se C e vizinhan,a 

de cada u m de seus pontos. 
A tftulo de ilustra,iio , vamos demonst ra r que todo disco Dr(zo) e aberto. 

Para isto, seja w urn ponto qualquer de Dr(zo). Temos de mostrar que existe 

:? >:0 22 grau e costume distinguir eotre "circulo" e "circunferencia" . ;-' !as na uni
versidade, "cire-ulo" costuma ter 0 mesmo significado de ucircunfer€mcia", dar a palavra 
"disco" ser usada para designar 0 interior do drculo. 
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urn disco D,(w) contido em D,.(zo) (Fig. l.d). Seja i = iu" - zol; entao. 
8 < T. Seja c < r - 6 e z u m ponto qualque, de D, (u' . Pel a desigualdade 
do triangulo, • 

, Z - zol = 1( : - w) + (w - 20)1 < : - wi + L' - : .) 1. 

Como : - u'l < E < r - 8 e Iw - zol = 6, obte:::1os I z - =: < (,. - 8) + 6 = r. 
Logo. : E D,(zo) . Mas 2 e arbitrario em D, T) , 0 que ~os ]"va a concluir 
que D, (w) c D, (zo) , e isto completa a demoLStrac;ao. 

Dizemoe que um conjunto F e fechado q'"ando 0 sea complementar e 
aberto. Lembramos que 0 complementar de 'm] conjur.co Ceo conjunto 
C' do. pont{) que nao pertencem a C. E claro q ue 0 complementaf do 
complementar de Ceo proprio C. -

r 

" 

F ig. 1.13 

Chama-s€ fronteica de urn conjunto C ao c(.njullto do; pontos z tais que 
qualquer vizinhan,a de z contem pontos de C e ?OlltOS do seu co mplementar 
C' (Fig. 1.1~). Desta defini,ao segue-se que Eo fronteira de C e tambem a 
fronteir a de C'. Urn POnto da fronteira pode (0'1 nao perc ence: ao conjunto 
em queStao. Por exemplo. no conjunto 

A= {z: 3< l zl<5~. 

a fronteira e a uniiio do conjunto dos pontos : tais que 21 = 3 (que per
tencem ao conjunto) com 0 conjunto dos pontD:' 2 tais que Izl = 5 (que nao 
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perteneem ao eonjunto). Esse eonjunto nao e aberto nem feehado. 

fronteira 

Fig. 1.14 

, 
E facil ver q ue nenhurn p onto interior a urn conjunto pode ser ponto 

de sua fronteira, e nenhurn ponto da fronteira pode ser ponto interior. Em 
consequeneia. um conjunto Ii aberto se e sdmente se ele nao conUm pontos 
de sua fronte ira. Daqui e da defini~ao de conjunro fechado segue-se que 
um conjunto e fechado se e somente se ele conUm todos as pontos de sua 
fronteira . 

Dizernos que zo e ponto de acumular;iio de um conjunto C se qualquer 
\·izinhan~a de Zo contem infinitos pont os de c. t facil ver que um ponto 
interior a um conj unto, bern como to do pontO da fro nteira que nao per
tenee ao eonjunto, sao pontos de acumula~ao do conjunto; todo ponto de 
acumula~ao que nao pertence ao conjunto e ponto da fronteira; em con
sequencia, urn conjunto Ii fechado se e somente se ele conlem todos OS seus 
pontos de acumular;iio. 

Dizemos que um conjunto aberto e conexo se quaisquer dois de seus 
pontos podem ser ligados por um arco todo conti do no conjunto. (Veja a 
defin i~ao de arco no inicio do Capit ulo 3.) Chama-5e regiao a todo eonjunto , 
aberto e conexo. E frequente, na literatura, 0 usa do vocabulo "dominio" 
com 0 mesmo significado de "regiao", caso em que se deve tomar cuidado 
para naG confundir ;~domlnio)) com "dominic de fun~aolJ; por isso meSIlla 
usarem os sem pre 0 yocabulo "regiao" com 0 significado que Ihe damos aqui, 
e HaG "don1fnio·'. 

Diz-se que um conjunto C e limitado se existe um numero positivo K 
tal que Izl < K para todo z em c. Chama-se conjunt o compacta a todo 
conjunto limit ado e fechado. 

Chama-se ponto isolado de um conjunto C a todo ponto de C que nao 
e ponto de acumula,ao desse conjunto. Por exemplo, todos os pontos do 
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conjunto infinito 

c = {O. 1/2, 2/3, 3/4, .. . , n/(n + I ), . .. } 

sao pontos isolados; I e 0 unico ponto de acumula~iio desse conj unto e nao 

pertence a ele. 
Todas <ssas no~6es sao as mesmas do plano euclidiano. Elas se baseiam 

apenas na no~ao de distdncia de da is pontos Zl e Z2, dada por d( z), Z2) ';' 

I ZI - z21, que e 0 mes mo que a distancia euclidiana J (x 1 - Xl )2 + (YI -:- Y2 ) - , 

onde ZI = II +iYI e Z2 = X2+iY2. Alias, mesrno do ponto de vIsta algebnco, 
o plano C0mplexo e 0 plano euclidiano s6 diferem um do out ro devldo ao 
fato de termos definido a multiplica~ii.o de numeros (ou pontos) complexos, 

enquanto :10 plano euclidiano nao temos tal opera~ao. 

~ [uita5 vezes e conyeniente considerar vizinhan,as do infinito. assim de

norninado; os conjuntos da forma lih· = {z: Izl > K}. Isto cOITesponde a 
incorporar ao plano complexo um noyO elemento - 0 ponto no infinito , como 
costurnam0S dizer - para 0 qual usamos a conhecida nota~ao 00. Deve ficar 
bem claro que essa adjun~ao do infinito ao plano comp lexo nao tem carater 
algebrico. Sao bem conhecidas as dificuldades que surgem quando ~rocu
ramos em-"lver 0 infinito na estrutura algebrica por meio das opera~oes de 
adi~ii.o e D~lti~lica~iio . A adjun~ao do infinito ao plano w mplexo result a 
no plano , .,tendido, que e formado por todos os pontos fimtos, Juntamente 
com 0 POlltO infinito . Este ponto e unico, em contraste com areta, onde 
temos doi; infinitos , +x e -02. No plano estendido , qualquer semi-ret a de 

origem z riga z ao ponto infinito. 

Vejamos alguns exemplos de conjuntos de pontos no plano complexo." 
Faremos a descri<;ao deles, deixando ao leitor a tarefa de fazer os resp ect ,,·os 
graficos. 0 conjunto dos pontos z tais que Iz - 3il < 5 e a disco de centro 
zo = 3i e raio 5; Iz - 31 > 7 e 0 com plementar, ou exterior. do disco 
(echado I: - (-3)1 < 7 de centro -3 e raio 7; 0 conjunto dos pontos z ta.ls 
que Iz - : / 2 + iI < 2 e 0 d isco fechado de centro zo = 1/ ? - I e raID 2; 
12z + 4 _ 3il > .J e 0 mesmo que Iz + 2 - 3i/21 > 5/2, que e 0 extenor do 

disco de c2ntro :0 = -~ + 3i/2 e raio 5/2 . 

A equf,~ao z = 0: + re iB descreve 0 disco de centro Cl: e ralo T. e variando 
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no intervalo 0 < e < 2" (Fig. 1.15). 

Fig. 1.15 

A reta que passa pelos pontos a e j3 e dada pel a equac;iio paranH rica 
z = a -t-(j3 - alt. 0 parametro t variando no conjunto dos numerus reais 

(Fig. 1.16). 

• • 
Fig. 1.16 

Qual e a conjunto dos pontos z tais que Re z 2 < O? Pondo Z .= Te
iB

, 

tenI0S: z2 = r 2e2i8 ~ pOltanto, a transforma.;;ao que leva z em w = z:" trans
for ma uma regiao angular 0 < arg z < a na regUla 0 < a rg w < 20. como 

ilustra a Fig. 1.l7. 

z • w=z! 

Fig. 1.17 
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Feita esta observac;ii.o, wrc'JS que G conjunto dos pontos Rez 2 < 0 e a 
reuniiio dos dais conjuntos ill:'crados !C' Fig. 1.18: 

C1 = z: - < ar" z < -{ '" 3, } 
4 0 -4. 

e . {3" "'} C, = z: -4 < argz < - 4 . 

• 

Fig. L l 

De modo analogo. wrific-se que : conJumo dos pont os z tais que 
Im z2 > 0 e a uniao dOE- conju=~ .)S 

Sl={Z: O <argz<7C c} e ~:= { =: ;;<argz< 3,,/2} • 

mostrados na Fig. 1.1 9 . 

--

S . -,. ,. , 

Fig. 1. n 
EXERCicIOS 

L Mostre que 0 plano complexo e ]"- conjuntc lberto. (Portanto, seu complementaL 0 
conjunto vazio ¢;, e fechado.) 
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-J P rove que 0.) conjumo yazio e aberto. IPortanto. 0 seu complementar , que e 0 plano 
:odo. e fec..:':.ado. ) 

3. Prove qUE' :.ualquer '..:niao de conjunto3 abertos e urn canjunto aberte. 

4. De urn co:-;ra-exemplo para ::!ostrar q-..::e uma uniao de conjunto::- fechades pode nao 
~r Ur:J. ('o:;unto fed.ado. 

-'J. Prove qUE- a inters~.io de um numer0 finito de conjumos aben:os e urn canjuntc 
c.berto. 

6. \'erifique (:.:e y > 2x - 3 e un: semipla!.0 aberto: e que:r < 3y/ 2 - 1 e urn semi plano 
:echado. 

Represem~ graficam.;:nte os c0njunt os cados nos Exercs. 7' a 20 . 

13. 

16. 

- I >" " '''1 <~ - -. , :...~ ~ ". 

'3- "'1< -_ -_1_ ,) , 

8. 1m z > 1. 9. 1< - 2'1 > 2. 

I!. z-I+ : <3. 12. < cI O. 0 <argz < ,,/3. 

I.. I < 1< - l - 2il < 1. 

IS. Rez·> O. 

19. , cI 0. I a:'; z'l < 210 :3. 20. 1m z3 < 'J. 

:'>[ostre qi.'~ cad a un: dos. con' untos da,ios nos Exercs. 21 a 26 e uma reta. Fa<;a os 
r espE-ct ivos gn':cos. 

21. z - 2i = ,- 3i l. 22. z + 51 = z - I - i l. 23. Iz - 1 + il = 13 + ; - zI. 

24. : + 3 - i = Iz - 4i . 2.5 . z - 1 +" = 11 - i/3 + ' I. 

16. ( z - ;)(1 - ;/3)1 = hi . 

Ident:.fiqu.: cad a UJU dos coD..' untos de pontos dados nos Exercs. 27 a 30. Fac;a os 
r espfCth'05 gr.:.":'cos. 

27 . :-i + ;-21=3. 28. ,-2- : +1'1< •. 29. Iz - 21 = 21, + 2il. 

30 . Re( 1 - z = 1' 1. 

, 
• 
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RESP OSTAS E SUGESTOES 

2. Observe que a proposic;a.o 

x E ¢ => I e ponto interior do conjunto ¢ 

equivale a 
.r nao e p onto interior do conjunto ¢ ;:;} x ¢ 0 

4. Observe que a uniao dos discos fechados Iz l < 1 - lin e 0 disco aberto Izl < l. 

15. Observe que Re(l / zl = Re( z/ Iz l')· 

22. Mediatriz do segrnento [-5, 1 + iJ. 
26. Mediatriz do segmento [0, il · 
27. Elipse de facos i e - 2, excentric idade 15/3. 

• 

• 

• 

• 
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Capitulo 2 

FUNQOES ANALITICAS 

FUN<::OES DE VARIA VEL COMPLEXA 

Vamos considerar fun~oes definidas ern conj untos complexos, assumindo 
"alares complexos. Mais precisamente. seja D urn conjunto de numeros 
complexos e seja I uma lei que faz corresponder, a cada elemento z do . 
conjunto D, um unico numero complexo. que denotamos por I (:). Nestas 
condiC;oes, diz-se que I e uma func;iio com dominio D. 0 conjl~nto 1 dos 
yalores w = I (z), correspondentes a todos os val ores de z em D, e chamado 
a imagem de D pela fun~ao I (Fig. 2.1); : e chamada variavel independente, 

e w, a varia1,e! dependente . 

Fig . 2.1 

o lei tor deve notar que para caracterizar lima func;iio nao basta dar a lei 
de correspondencia I ; e preciso especificar tambem 0 dominio de definic;ao 
D. Entretanto. freqii entemente consideramos fun~oes dadas em termos de 
relac;oes analiticas bern definidas w = I (z), sem especificar, o. dominic ~e 
definic;iio. Nestes casos, fica entao subentendido que 0 dommlO da fun~ao 
e 0 conjunto de todos os valores z para os quais faz sentido a expressao 
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analftica I (z ). Por exc:::plo. qua~do falamos "seja a fun~ao 

- 3z - 5i _
_ '-'-c~'-'-c~ " 11" = 

(:-i)(z+ 7) , 

estamos usanda esta rt2:.:.t;ao ?ara =specificar a lei que faz corresponder lim 
valor w a cada valor z: :.0 mesmo tempo, fic a subentendido que 0 dominio 
desta fun~ao e 0 plano :omp:"xo. excetuados os pontos z = i e z = -7, ja 
que nestes POnt os 0 deL·minador ~e anula. 

Diz-se que uma fun~:;o Il com dominio D j e restri,iio de uma fun~ao h 
com dominio D2 se D I ,slivE:' couido em D2 e h(z) = /2(z) para todo : 
em DI (Fig. 2.2). NesTe; mes-m", condi~oes, diz-se que /2 e uma extensuo 
de h · Por exell1plo, a E:c;> re,,,ao 

• w = e=. z complexo, 

define Ull1a fun c;ao em : :,do c, placo complexo, a qual e uma extensao da 
func;ao 

~J := f=. x real. 

/. f, (I') ;( " 7 '" /', '\ 
/ • . . 

D~ 
• z . f, (z) ;= f, (z) 

,\. - '? .,. ./ 
\. 

• • 

fOg. 2.2 

Vma fun~ao da var:.:::el compl-:?xa z pode assumir valores puramente 
realS. Por exemplo, 

e uma func;ao real da va.:'ivel cOll1p:exa z. 
A cada fun<;iio w = ."( z) de una variavel complex a z = x + iy estao 

associadas duas fun~5es :-~ais d.as yari<iveis reais x e y, dadas por 

u=u(x,y)=Rej(z) e v=v(x,y)= ImI (z) . 
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Par exemplo, sendo f(: ) = z2 + 3z - 5, temos: 

., ? 
U = :r - y- + 3x - 5 e t' = 2xy + 3y, 

Outro exemplo e dado par f (z) = exp(z2 + 12), e;' cujo caso, 

, , 
u = ex--y-+4x cos(2xy + 4y) e 2 ' 4 

V = eX -Y + Xsen(2xy + 4y). 

, 
EXER CICIOS 

Determine as partes real e i:naginaria de cada um a das funt;6es dadas nos Exercs . 1 ~ 6. 

, 
L w = , - - 5z + 3. .) 3 

w -
z - 5 

z+ 2 
3. w = 2' z-

z - 3; : 
.j. w -

z - 1 

z - 4i 
4. W = . 

! + 3i 
6. w=e'(z - i). 

Determine 0 dominic rr.. aximo de defini\ao das :'-:Jn~oes dadas nos Exercs. 7 a 9. 

7. J(z ) =' . 
(z -,)seny 

, . J(z)=:'_Y 
x ! 

• 

LIMITE E CONTI1'HJIDADE 

9. J(z) = z' + (z - I)' . 
(e' - 1) cosy 

A defini~ao de limite que daremos agora e formalmente a mesma dos cursos 
de CaJculo e Analise na reta. E, como wremos, sua importancia e de na
tureza te6rica, pois ela permite provar tod05 as resultados que sao essenciais 
it constru~iio da teoria do limite. 

Seja f uma fun<;ao C'Jm dominio D, Desejamos atribuir significado pre
ciso it expressiio "f tern l;mite L com : tendendo a zo" . Isto dever,;, signifi car 
que a distancia lJ(z) - [ I entre f(z) e L pode ser feita arbitrariamente pe
quena, iL custa de restringir z a uma viziIL"an~a conveniente de zoo ~[as 

a variasel z apenas aproxiIna l Q, sem nunca assumir este valor. E claro 
tambem que z deve penencer ao dominio da fun~iio e zo deve ser ponto de 
acumula,iio desse dominio. E55as observa<;oes ajudam a bem compreender 
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a defini<;ao que damos a seguir. (Veja a Fig. 2.3.) 

Fig, 2.3 

2.1. Defini<;iio. Seja Zo um ponto de acumula,ao do dominio D de 
uma lun,ao f. Diz-se que I tem limite L com z tendendo a Zo se dado 
qualqueT 0 > 0 existe 6 > 0 tal que 

zED, 0 < Iz - zol < 6 => If( z) - LI < 0; 

ou ainda, de maneira equit'alente: 

zED n V';( zo) => I(z ) E VE(L ). 

ESCTeve-se: 
lim I(z) = L . 

z--+ Zo 

Sendo essa defini~iio formalmente a mesma que damos para fun~iies reais, 
ela se reduz a este caso quando todos os numeros envolvidos sao reais. Por 
exemplo, a fun<;ao I(x) = (senx)jx est';' definida para to do numero real 
x =I 0; e, como 0 lei tor deye se lembrar do seu Cl1rso de Calculo, 

• 

1· sen x 1 
1m =. 

x- o X 

Este e um exemplo tfpico de fun<;iio que tern limite num ponto sem estar 
definida neste ponto; ele eyidencia bem 0 fato de que 0 limite L nada tem 
a yer com 0 valor da fun<;iio no ponto zo · 

Quando 0 ponto zo pertence ao dominio de f e L = I (zo), dizemos que 
I e continua no ponto zo e escrevemos: 

lim f(z) = I(zo)· 
':-Zo 

• • 
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Neste caso nao h 1\ par que excluir a ponto z = 20 na defini<;ao de limite . 

Com essa defini<;iio de continuidade, a fun<;ii.o que consider amos h1\ 

pOliCO, 

f (x) = senx , 
x 

seria continua n o ponto x = 0 se ela fosse definida nesse ponto com valor 
f(O) = 1. E par isso que se costuma estender a fun<;iio f aqui considerada, • 

atribuindo-Ihe a valor 1 na origem . 

2.2. E xemplos. Usando a Defi ni<;iio 2.1 , \'amos m ostrar que a fu n<;iio 

• 

f(z)=z+3i 
2 

e continua no ponto zo = 2 - i. Temos: 

If(z) _ f(zo)1 = z + 3i _ (1 + i) _ Iz - (2 - i) 
2 . 2 

Daqui segue-se que, dado qualquer e > 0, basta tamar 8 = 2, para termos 

Iz - (2 - i)1 < 8 => If(z) - f (:o)1 < e. 

(Obsen'e que esta implica<;iio vale .tamMm no sentido illwrso , 
sempre e assim, como veremos no Exemplo 2.3 adiante.) 

Se, ao inves da func;ao f anterior, considerarmos a fun\8o 

o para z = 2 - i. 

9(Z) = z + 3i . 
2 para z # 2 - " 

mas nem 

a limite com z -> 2 - i sera a mesmo que n o caso da fun<;iio f· ponlm difer

ente do valor de 9 no ponto 2 - i . 

2.3. E x e rnp lo . Ainda usando a Defini<;ao 2. 1, vamos mostrar que 

lim (z2 + 3z) = - 4 + 6i. 
Z--2l 

De fato, te:nos : 

l( z2 + 3z, - (-4 + 6i)1 

• 
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l(z2 + 4) + 3(z - 2i)1 

I(z - 2i)(z + 2i) + 3(2 - 2i)1 

Iz - 2i llz + 3 + 2i l < Iz - 2il{l2 + 131 + 12i l) 
Iz - 2i l(lzl + 5) . 

Como z ficad. rest rita a uma vizin han<;a de 2i poderuos de d 

1
'1 < 3 _ . ,. s e agora, supor 
_ 1 po. L anto ~ 

l(z2 + 3z) - (-4 + 6i)1 < 81z - 2il. 

Esta ul timo expressiio sera menor do que e, desde que I z - 2i: < 0/ 8. Isto 
parece Indic~r que, d ado qualquer e > 0, basta tamar 6 = ;/8; mas nao 
podemos no, esquecer de que z deve satisfazer a restr iriio I' : < 3 O b 

d f' > - . ser-
van 0 a 19. 2.4: :emos que esta condic;ao ficara satisfeita se tomarmos 
8 < 1. Para provar IstO, usamos a desigualdade do triiin~'lo -' . 0,.... . a..,Slm . 

,: = I(z - 2i) + 2il < Iz - 2il + 2 < 6 + 2 < 1 + 2 = 3. 

3 

F ig. 2.4 

Conclui~os ~ue 8 deve ser 0 m el10r dos numeros 1 e £/ 8, garant indo-nos 
o result ado aeseJado : 

Iz - 2i l < 8=> l(z2 +3z) - (- 4+ 6i) 1 < c. 
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(Obsen-e que est a ultima implica~iio nao vale no sentido inverso, da direita 
para a esquerda. E nao tem de valer mesmo, pois, para chegarmos a ela 
utilizaoos a desigualdade do triangulo e a estimativa Izl < 3. Por exemplo, 
tomanco" = 8, {; = 1, e z = O. 9i , a ult ima desigualdade fica satisfeita, mas 
nao a primeira.) 

Como no caso de fun~6es de variayel real, a Defini~ii.o 2.1 pode ser fadl
mente 2.daptada ao caso em que z ou j(z) ten de a infinito, result an do nas 
defini~c"s que damos a seguir. 

2.4. Defini<;6es. Diz-se que uma junt;iio f(z) com dominio D tem 
limite .inito L com z -; 00 se. dado qualquer E > 0, existe M > 0 tal que 
If(z) - LI < 0: para todo z E D.'lz l > .\J. 

Di:-se que f(z ) tende a infinito com z tendendo a Zo se, dado qualquer 
K> O. existe 8 > 0 tal que If(z)1 > I{ para todo zED n II/(zo). 

Di:-se que J(z) tende a infinito com z tendendo a infinito se, dado qual
quer]'- > 0, existe M > 0 tal que If(z 'l > K para todo zE D, Izl > M. 

2.5. Exemplo. A fun~ao 

5z 
f(z)=28 z - , 

5z 
2(z - 4i) 

• 

ten de G infinito com z -; 4i. Vemos que deve ser assim porque 0 denomi
nador E,t ara se aproximando de zero. ~[as temos de nos certificar de que a 
numerc.dor permaneceni afastado de zero, da! exigirmos que Izl > r, onde 
r e qua!quer numero positiv~. porem lienor do que 4, para que z possa se 
acomocar numa vizinhan~a {; de 4i (Fig. 2.5) . Fixado esse r , teremos: 

*1 5,-
IJ(z)1 = 21z _ 4i > 21z - 4il' 

Daqui segue-se que, dado qualquer K > 0, If(z)1 sera maior do que K se 

5r 

I I 
> K , ou seJa. 

2 z - 4i 
-or 

o < Iz - 4i l < 2K' • 

Esta condi~iio deve ser satisfeita jumamente com a condi~ii.o Izl > r. 
TomanGo ent ao 0 < Iz - 4il < 8, onde f = min{5r 12K, 4 - ,.}, obtemos 

:1 = 14i + (z - 4i)1 > 4 -Iz - 4il > 4 - {; > 4 - (4 - r) = r, 

logo, 
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0< I: - 4il < {;:;. If(z)1 > K. 

• 

Fig. 2.-5 

(, <-l-r 
(, "5r/2K 

2.6. Exemplo. Vamos provar que 

--De fato , 

3iz + 5 . 
j lZ) = _ -; 3!/ 2 com: -; 00 . 

, 2z - I 

3i 3i: + 5 3; 7 
f(z) - 2 = 2z - i - '2 = 212z - il 

7 < . 
- 2(21zl - 1) 

Observe que esta ultima desigualdade 56 e c~rreta no pressuposto de que 
Izi > 1/ 2, como admitimos a partir de agora. Observe tambem que 

3i i 7 1 ( 7 ) . 
j(z) - - I < < c se 1:1 > 2 ?< + 1 . 

2 - 2(21zl - 1) _ 0 

Assim, com 

M=maxg ~(:o +1) } 

obtemos 0 resultado desejado: 

Izl > M => 
3i 

f(z ) - -
2 

< c. 
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Poderiamos tambem ter simplificado um pouco mais, 

don de 21z1 - 1 > Izl; portanco, 

3i 
fez) --

2 

7 7 
< "'2 (=2"-1 z:"'1 -'""I) < 21 z I ' 

que e < c ¢'} Izl > 7/2[. de forma que, pando M 
teriamos, como antes, 

Izl > M => 
3i 

fez) - -
2 

2,7. Exemplo. Vamo, provar agora que 

< c. 

z'2 - i 
fe z) - --+ 00 com z --+ 00. 

- 3z + 5 

Com a restri,ao Izl > 5, teremos: 

tomanda :1 > 1, 

, 

max{ 1. ~ / 2,,}, 

Dado K > 0, basta entao fazer Izl > 8A' e Izl > 5 para term as If i : II > K, 
isto e, sendo M 0 maior d C6 m.'lmeros 5 e 8K, teremos: 

1:1 > M => If(:)1 > K. 

Como ilustram esses exemplos, para demonstrar, diretamente ca. defini, 
,ao de limite, que fez) .... L com z .... zoo temos de obter uma desi;ualdade 
do tipo If(z) - LI < Klz - : 01. Conseguimos isto par meio de simp":ica<;oes, 
it custa de desigualdades "iangulares do tipo la + bl < lal + Ibl €::.l nume
radores, e do tipo la + bl > lal - Ibl em denominadores. Evidecemente, 
nesteultimo caso e preciso que lal seja maior do que Ibl· Para o: ter uma 
desigualdade do tipo If(z ) >.K, devemos inverter a usa das desipaldades 

t riangulares. 

EXERCicIOS 

Estabele~a, diretamente da defni<;ao, os limites indicados nos Exercs. 1 a 9. 
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1. , lim (z2 - 5z ) = -9 -,' 1.,' ,' . 2 
. --31 . = 4. ~ (2.: + y' 

,- ~ I 

4. lim .J 7 = 00. 
:- i z· -:- 1 

• . 1 
7. lim : -:- = O. 

: -:o.: z- - 7 

• 
. . ' - 1 .j . ..:..:n .....,., .: - 3 ::: ...,..". 

,..; -3': ' 1 - . - -' . '- - , <.> _I, =00 : -:\: :- + 5: 3 . 

10. Sen do a e b numeros complexos (' : !ls t~tes, ;mw que 

3 ( ' 42 + i 0 1 
· 1m = 

,_i 2+1 1 .... i· 

6 (. 6. + 7 
· 1m = 3 

: -00 2z- 3 . 

9 (. 6z + 7 
· 1m == 3. 

:-; 2z-3 

lim (az+b l =a,o + /' e l' ( ' b ' :-:0 : _1 r:,10~ :- + z +c)=a.zo +bzo +c. 

11. PrO\'e que lim: _ :o a:" = a=3 , .; :.de c positi\'o. e m::.a consta nte cornplexa e n urn iut eira 

12. Pro\'e que urn polinomio de grau -., 

, P(z) = anz" - ');,,- 1 =,,-1 _ ... + Qo . 

tende a :>0 com z ---t ex.. 

13. Pro\"(' que 0 quociente de da is P": '-o' nl : --u__ ~ J :> , 

a .. '" m - I 

a" # 0, 

/(2 ) = "'~ -.: ..,- ~ : "+ ao 
bn z :l + : .. _\ :- -1 .,.. . .. + bo' Q", b .. "# 0, 

tende a. zero, a am / b" Oll a ce, ('(:::. z - Xl . (:mforme seJ' a "Tn < _ 
respec tl vamcnte. n , m - n ou m > Il. 

14. Pro\"e que a funt;ao U' = .;z e cor.: :'.::lua -;om w:o ponto z. 

15. Pro\'e que a funt;a.o w ::::: lim 1/ Z f ;0Ilt u:'ua e= todo ponto z , I O. 

16. Pro\'e que ~ fun<;ao w ::::: lilll'l / ~: - 0) e conti:.ua em todo ponto z #- Q. 

17. Pro\'e que hm,_ " J ( , ) = L => iir::,_ " J (z) = ILl. 

SUGESTOES 

2. Lembre,se de que IRe" < 1'1 e II.:: 'I < 
que Ixl < 1 e Iy l < 3. Entao, 

Izl· ~llpondo ) de inicio, Iz - zol < 1, pro\'e 

1(2x + y') - 41 - !2x + ':' - 2)(y + 2)1 
< 2 xl + 'l - 21(lyl + 2) 
< .5 xl + 5 Y - 21 < 101< - 2i1. 

8. Observe que, sendo, digamos , Izi > .j. er:.."L2.o, 

1
,3 _ 3"+1 1 IzI3-13z'+1 1 1'1'_31,'_1 

, ' 3 > I > > 
Z + oz - - zlz + 51z1 + 3 Iz i ~ + 5:=! + 3 -

1'13 - 31213/5 - 1'13/5 
1'1' + 51'1' + Izl' - .. . 
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~ l. Lembre-se de que Zll - 20 = (z - 20)(Z'1-: + zn -~ :.) + ... + Z~- l ). 

12. Observe: 

IP(:)I > Izln 

Fac;a 0 ultimo parentese menor do que Ie,) 1/2. 

: -4. Sendo :o = roe iB
{, ! a e z = re j9

, as fun ( :.es fi e / zo devern seT ent endidas como 

() variando numa yizinhanc;a de eo; por €I?mplo, ~ - eo I < 1f /2. Observe que 

II' + FoI' ~ (Vz - Fo)( Vz - .;0: = r + r + 2/rro cos [(B - 80 )/ 2] > ro, 

desde que se tome Iz - zo) < 6 = TO_ Fac;.,- uma fi g-.-ra para entender 0 q UE se passa. 

_,), Obsen"e que 

11 11 1'- :01 2:-20 1 - - - ~ < 
Z ' 0 " . I 'I" ~ i -- 'J -0 

desde que Ii i > 12: 1/2. Proye que isto ac..:::.tece tOI::=ludo )z - 20 1 < b = 1.:.( ,/2. 

PROPRlEDADES DO LIMITE 

.-\8 propriedades do limite, relativas ao, limites da soma, do produto. do quo
:iente etc., ja conhecidas no caso de fw.r;6es de variaveis reais, permanecem 
':alidas para func;6es de variavel complexa, e sa.) estabelecidas como no caso , 
: e varia"el real. E 0 que veremos agoE. 

• 
2 .8. Teorema. Se leg tim li'~ites ji,·, itos com z -> Zo Idigamos, 

::m] = Fe limg = G), entiio 

se 

}in!olJ(z) + g(z)J = )i.:r,'o ](z ) - }~n;o g(z): 

lim [/(z)g(:)J = li.:r:t ](z) ;m g(z)' 
_ ....... z Q :;- :(} : - '::0 ) 

lim g(z) i' 0, entiio 
z --:::( 

. ](2 
U n "-'-

: - : 0 g(z ' 
limz~ zo 1(2) 
limH,o g(2) . 

(2.1 ) 

(2.2) 

(2.3) 
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Demonstrar;iio de (2.1). Observe que 

I/(z) + g(z) - (F + G)I 
< 

l(f(z) - F) + (9(Z) - G)I 

1/(2) - FI + Ig(z) - GI. 

de sorte que, dado E > 0, I/(z) + g(z) - (F + G)I sera < E se fizermos 
I/(z) - FI < E/2 e Ig(z) - GI < E/2. Ora, sendo Dj e Dg os dominios de] 
e g, respectivamente, existem b' > 0 e 8" > 0 tais que 

• • 

z E Df n 1~, (20) '* I](z) - FI < ~, 

z E Dgn1;"(zo) '* 19(2 ) -GI < ~, 
Entao, valem essas desigualdades se tomannos 

2 E Dj n Dg n V!(zo), 

onde 8 = min{ 8', 8"}, pois {; < 6' e {; < 8" . Assim, 

z E Dj n Dg n vt(:o) '* I/(z) + g(z) - (F + G) I < E, 

o que completa a demonstra<;ao. 

Deixamos as demonstrac;6es das propriedades (2.2) e (2.3) para os exer
cicios. 0 lei tor pod era demonstra-las com a ajuda dos resultados do teorema 
seguinte. 

2.9 . Teorema. 1) Se limz-zo I(z) = L i' O. entiio existe uma vizi
nhanr;a Vi (zo) na qual I (z) E limitada . 

2) com a mesma hipotese. existe {; > 0 tal que 

Demonstrar;iio. 
que 

Z E Df r , Vi(zo) '* I/(z)1 > ILI/2. 

Da hipotese segue-se que, dado E > 0, existe 6 > 0 tal 
, 

z E Df n Vi(zo) '* 1/( 2) - L I < c. 

Entao, com as Inesmas restri<;oes em z, 

I/(z)1 = IL + lJ(z) - L)J < ILl + I](z) - L)I < ILl + c. 

• 
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Ista prova que a fun<;ao e limit ada pela constaere ILI-'- E. 

Para prm'ar a segunda parte, tomeIllOS , = ILI / 2. Teremos, 

n1esmas reStfl<;oes em z: 

If(: )1 = IL + [J(z) - L)l > IL -If (: )- L) I 
> ID - E = LI - I LI/~ = ILI/2, 

o que complet a a demonstra,ao. 
• 

conl as 

Conseajencia imediata dos teoremas anteri'Jr€s sao as propriedades das 
• 

fUl1<;oes couinuas enullciadas a seguir. 

2.10. Teorel11a. A soma e 0 produto de fV',,;i5es continuas siio func;i5es 
• 

COl1ilf1UQ.S. 

o quotiente de duas func;oes f e g. conl1·nuas num ponto zo, e uma 
fU11 , OO cor.: inua em zo, desde que g(zo ) nao Sf anule. 

Vale t ,,:nbem a propriedade da fun<;ao COlLposta. enunciada a seguir e 

cuj a demo::strac;ao deixamos para as exerdcio~. 

2.11. Teorel11a. Seja 9 uma fun<;oo cujo dominio contenha um ponto 
20 f cuja :mage17l esteja contida no daminio de uma fun,ao f · Nestas 
c071 du;i5es. ,e 9 for continua em Zo e f contiTn a em g(zo), entiio a func;iio 
co mposta /( g(z)) sera continua no pon to zo o 

Existe lima import ante rela,iio entre 0 limite de uma fUl19aO complexa 
e 03 limit€":3 de suas partes real e imagimiria, q'J€ consideramos a seguir. 

2.12 . Teorel11a. Seja f = u + iv "ma f" "C;iio com dominio D, e seJa 
L = [; + i 1'. Entiio 

lim f(z ) = L 
Z -':0 

(2.4) 

se f some··,te se 

lim u(x, y) = U e (2.5) 
: ----. zo 

Demo ·;.stmqiio. Suponhamos satisfeita a condi~iio (2.4). Entiio, dado 

E > O. exi"e 8 > 0 tal que 

zED n V,(zo) =? If(z) - LI < f. (2.6) 
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Como u - u' = RE (f - L ) e v - V = 1m (f - L), temos: 

).J - UI < If - LI e Iv - V[ < If - L~ 

Daqui e de (2.6) segue-se que zED n V6(ZO) implica 

" (x,y ) - UI < c e Iv(x,y) - VI < E, 

a que estabelece a condi<;';.o (2 .5) . 

Reciprocamen'~ . sUPGudo satisfeita a condiciio (25) dado - > 0 .... • 0 I ':> ., . c ) eXl::: l e 
u> ta que z ::: D n V, (:o) implica 

lu(:.y) - UI < E/2 e [v(x,y) - V[ < 0/2. (2.~ ) 

Combinando estas desigualdades com a desigualdade do trianrul b ' _. ' o 0 , 0 tem05. 

If- L = I(u - U) +i(v- V)I < lu- UI + lv-I'I 

Daqui e de 2.7) sh;ue-se que zED n V,(zo) implica 

/(z) - L[ < c + 0 = E 
2 2 ' 

que e a condi<;ii.o (c A). Isco completa a demonstraC;iio. 

2.13. Corolario . ["na fun,iio f(z) = u(x, y) + iv(x, y) e continua 
num ponto -0 - - . , i t 

. - -" J" y,: se e somen e se suas partes real e imaginriria 
jorem cont1"was nf.~se pO'l~to. 

EXERCicIOS 

1. i.ro[\.e qUE 5e G.5 fu~.'~6e"S f ( :: e .g( z) tern limites finitos com z _ Zo (au z _ 00). ent 2.,) 
1m J (z) - g(z,J = =J(z) - hmg(z). 

2. ProyE.' qUE se J (.: I ~em lir:Jte finito com z 
clim f ( z ). qua!que: ·que seja. a canst ante c. 

3. Proye, po: indw;a.c. que 

- Zo (ou Z ---. co), entao limcf (z ) ::: 

onde os co-::ficiente:: Cj sao constantes quaisquer. 
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4. 

. J. 

6. 

7. 

:l. 

9. 

Pro· .. e a propriedade (2.2) dJ Teorema 2.8. 

Pro;'e a propriedade (2.3) d·:. Teorema 2.8 . 

Pro-.. e que se I(z) ~ 0 com - z ()')" d ' 
f (:: (z) --t 0 . ..: -. ,0 e 9 z e lmlta a numa vizinhant;a de ::.}, entao 

9 Com - --t Zo· =-nunCle e prove proposit;;a-a analoaa no caso z _ 
vez de z -+ Zo o . (;> 00 em 

Pro-"e que se I(z) - 00 COIL' _ I ( )1 .. 
I (: (z) _ _ - - ~ e g z > c> 0 numa vlZlnhant;a de :;.:. entao . q 00 coru - ..... Zo· F" nunCle e prove proposic;ao analocra no caso z _ """ 
\ez <J.e z -. Zo o t> '.JV em 

:~~rua dO,is cont:a-exemp:·:.s . em ambos dos quais fez) _ oc e /(z)g(z) _ ::c Com 
F -0, porem nUll dos qua:s get) - 0 e no autro g(z) 11aO tern limite com _ 

a\C. 0 mesilla com .: _ 00 e::n vez de z _ 20. - -+ Zo · 

ProYi~ que r . . , -
;: . urn po l!lo.mlO e. '.:.ma fU ll\ao continua em todas as p ont os' e que uma 

dftlD~-<OO ra~lOnal (quoclente G';; dais polinomios) tambem e continua exc~to no" _ 
a aenol11111ador. ) ::; zero:. 

Calc'lle os Jimi tes indicados ::os Exercs. 10 a 14. 

10 lim .:.1 - 27 Z3 - 8i 
. ,_I :-3' 11. 'im 12 ). ,:v'..::I...:.+,:h.:........:l 

13. lim 
;-£1 

1+:)'/ '_ 1 
z 

: --2i Z-2i 

.';n (1 + : )1/ 3 - (1 - Z)I /3 14. _ 
,- 0 z 

. 1m 
11 - 0 h 

1-5. Prow a Teorema 2.1l. 

16. ~r~~~. ~ Teo~ema 2.&. valendc-se d e propriedades amilogas para fun~oes reais de duas 
\arIco,elS rea ls e do Ieorema ::: .1 2. 

• 

SUGESrOES E SOLUC;;OES 

ObsE':-;e que 

I/ (z)gl z) - FC - I(z)(g(z) - G) + G(f(z) _ F)I 

< I( z)llg(z) - G I + IGIIf(z) - Fl. . 
Seja D 0 dominio camum d E' f e 9 au D = D DE" , .. 
\f r ~ ~ t . ., / n g. xlstem numeros p O<:ltl\'OS 
- , . ' U2 e U3 a18 que " 

zED n V/, ( :0) ~ If (z)1 < Ai; 

zE D r >1, (zo) => If( z) - FI < c/21GI; 

ZE D - \.', (zo ) => Ig(z) - GI < "12 M. 
Tome c' = min {oJ, 0::. (h} paE obter: 

'E D n I,,' :,, ) => if(z ) + g(z) - (F + G) I <E . 
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5. Considere prirneiro 0 caso J(z) = 1. Obserw que 

1 1 - -g(,) G 
Ig(,) - GI 
IGllg(z )1 

e que numa vi zillhan~a V" (:0), Ig(: )1 > IG 'J 

12. Use a' - b' = (a+b)(a-b) com a = Vl+h. b= I. 

13. Use a' - b' = (a - b)(a3 + a' b + ab' + b3
) com a = il + z) 1/ 4, b = I. 

16. Escreva f = u + i1'. 9 = U + iV. F = 11 0 - ivo e G = Uo + iVo. Entao. 

f + 9 - (F + G) = u + U - (.0 - Uo) + (I' + V - ("0 + Vol), fg - FG = etc. 

- . 
FUNQAO ANALITICA • 

A defini<;iio de deri\'ada de uma fuu<;iia de varia,'el camplexa e formalmente 
a mesma que no caso de fun<;iio de va riayel rea l. Seja J uma fun ,ao cujo 
dominio e uma regiao R (conjunto aberro e conexo) e seja : um ponto de 

R. D iz-se que J e derivavel no ponto z se existe 0 limite 

I
. J (: + 6 : ) - J(: ) 
1m , 

':>:-0 6: 

OU, 0 que e equivalente, se existe 

I
. J(w) - J(z) 
1m . 

'W-: W - Z 

Quando esse limite existe, ele define uma nova fu n<;iio d e z. a deri uada ou 
Junr;iio deT'ivada d a fun~iio J, denotada por 1'. :\'ssim, 

J
'() I' J(z - 6z) - J(z) 

Z =lll1 A ' 
6:-0 '-"Z 

Obsen'e que, para a existencia da derivada, 0 limite acima nao pode 
depender do modo como 6z tende a zero ou w tende a z. Em particular, w 
pode tender a z ao longo de diferentes raios, todos com origem no ponto z 
(Fig. 2.6) e 0 limite deve ser 0 mesmo. 
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Como exemplo. vamos mostrar que a [un,ao J(z) = Izl2 = x2 + y2 so e 
derinivel em z = O. Com eieito, pondo 6. z = reiO (Fig. 2.7). temos: 

• 

J(z + .c,z) - f (z) 
.c,z 

(2 + .c,z) (z + KZ) - zz 
6.z 

z KZ + z 6.z + 6.z KZ = ze- 2iO .J.. Z + Tf- iO . 

IV 

"" 
\ / "" 

. i ----". 
Ilt· • 

Fig. 2.6 

• • 

Fig. 2.7 

Passando ao Emite com r --+ ° e denotando este limite com Je (:), obte-
mas: 

Je(z) = ze- 2iO + z. 
Esta e a expre;sao da de rivada direcional de J no ponto z. E la depende 

do angulo B para wdo z -/- 0, de forma que J nao possui derivada ordinaria 
nesses pam as. A derivada de J sO existe para z = 0: J' (0) = O. 

2.14. Defini<;ao. Di,-se que uma Jun,ao J Ii analitica numa regiao R 
se da Ii derivavel em cada ponto de R; J Ii analitica num ponto Zo se J Ii 
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Q n alitica numa regiiio contelda ':0 . • :lor eXe mplo, 71 u ma vizinhanr;a Vti (,: .. d. 

As express6es / un,ao (,o lomor'" e ,"",ao ngular sao llsadas <-.)mo 
sinonimas de afun~ao ana1it~ca:: _ 

De acordo com essa dei'.:.! i<;a.). u.:na flill<;ao que 50 possua derimda.' em 
certos pontos isolados nao f aneJitica: assiro. a fun<;ao J(z) = Izl2 COilS ide
rada ha pouco Ilao e analftica . me5lI.O em , = O. onde ela e deriva\'el. 

o conceito de analiticiciade req'.:er a existencia da deri\'ada em lc,dos 
os pontos de um conjunto 8Jerto. S~m duyida. essa condi,¥ao impoe fc.:-tes 
restri<;6es it fun<;ii.o J e tem tomo cor.seqiiencia uma serie de resultado; ;ur
preen dentes, como y€remos gradualnente no decorrer do 110SS0 estudo. 

Regras de deriva\:ao 

Como v~remos progressivan:.ente ell: nOS50 estudo. todas as fuw;oes ,~OU1 
que a leI tor se fam iliarizou f:n seu Clrso de Caleulo sao analfticas . que_odo 
convenientemente estendida.=: ao pIal:') comp[exo. De verifica~ao imediG ~a e 
o fato de que uma fun~iio o nst antf e ana!itica e ;ua deri\'ada e zero. A 
fuw;ao 1(z) = zn, ande n e'1m rnte:ro posith·o. e analltica e sua deri \-:'.da 
e I' (z) = nz ll

-
1

; ista se d€-monst n-. exatamente ramo no caso real: :)or 
exemplo, usanda a formula co bi.non: .. ':'o de \'ewton. segundo a qual 

J (z + 6.z) = (z + 6.z )" = z" _ II zC. -I .:, Z + n \ II - 1) , , -2 (6.z)2 -'- ' ( A _ ) " 2 I ... , LL . 

Daqui segue-se que 

J(z + 6.z) - J (z) 
6., 

:+....:lz r: -z" 
6. , 

r -" -: , ·,(n - I I "- 2 ., + ( A ),,-1 
. - T 2 z wZ '" + uZ . 

Fazendo 6. z ~ 0, obtemos a ,eswtad) desejado. 

Do mesmo modo, a soma e a prvduto de urn numero finito de fun \,jes 
analiticas sao fun<;6es analftice.s e as derivadas se calculam de acordo cor.:. as 
regras conhecidasj 0 quocieme de fursoes analiticas e fun<;ao analftica :lOS 

pont as onde 0 denorninador ~ao se an'lla e a derivada e dada pela conhet:da 
regra de deriva<;ao de um quociente. Vale tanlbem a regra de derivac;ao da 
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fun~iio composta ou deriva~iio em cadeia: '" 9 e derivavel no pont·) z e j e 
derivavel no ponto g(z), entiio j(g(z )) e derivavel no ponto z e 

d 
d/(g(z)) = /'(g (: I)g' (z) . 

Todos esses teoremas e outros mais se demonstram como no caso de 
yariaveis reais. A titulo de ilustra~ao, varna; demonstrar que se uma jun,ao 
J Ii derivavel num ponto zo, entao J Ii conthua nesse ponto. 

Como j e derivavel no ponto zo, a expressiio 

j(z) - j(zo) _ j' (:o) = 9 
z - Zo 

tende a zero com z --; zoo Em conseqiiencia. a ultimo termo da expressao 
• • 

f(:) = j(zo) + (z - zo)I' (:o) + (z - zo)g 

tende a zero com z --; zoo Como 0 penultimo term a tambem tende a zero, 
passando ao limite obtemos a resultado de",jado: lim,_zo J(z) = i {zo). 

Chama-se jun,ao inteira a toda fun~a.o c;ue e analit ica em todo 0 plano. 
Os polin6mios sao as exemplos mais simp:es de fun~6es analiticc.s. Eles 
sao fun~6es inteiras. A seguir vern as fun,6es racionais, definidas como a 
quociente de dais polin6mios. Estas sao allp.liticas em todos as pmtos que 
nao anulam a denorninador. Par exemplo, a fun~ao . 

j(z) = (z + 2)(3: - 1)2 
z(z - 3)(: + i)2 

e analitica em todo a plano, excetuados 0; zeros do denominado:. isto e, 
z = 0, 3, -i. 

EXERCICIOS 

1. P rove que a soma de um nume-fO finito de fUnf)(~5 analfticas e 8nalitica e c.. derivada 
da soma e a soma das derivadas das parcelas. 

oJ Prove que 0 produto de duas func;6es analiticas .: e 9 e fun~ao analitica, con: deriyada 
(fg)' = /,g + f g'· Prove, por induc;ao, a regra ce derivac;ao de Leibniz: 

(f 9 /" = I ' " 'g + Ill '" - I ) g' + "("2- 1) /" - 2) 9 + ... + J g'" ) = t (;)" ,- j) g,n 
)= 0 
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P 
, que 0 quociente de duas func;6es analiticas f e 9 num ponto z , onde g(.: ) , 0, 

3. rO\ e I f ') / ' efun~iioanaliticae(f/g)'=(gJ - 9 g . .' 

Estabelec;a a regra de derivac;ao da funC;ao composta: ou regra ,da ~a~ela: .5~ 9 e 
4. der+vavel no ponto z e f e denvcivel no ponto g(z ), entao j (g(z)) e derwavel no :.t)nto 

Z e .!!..J(g(z )) = 1' (9(Z))9'(Z) . 
dz . 

Calcule as deri'\'aaas das func;6es dadas nos Exercs. ,) a 7. 

5. J(z) = 1 - z, + 4;z' : 6 J(z ) = (z' - i)3(iz + 1)'; 
z - 3i 

7, J(z)= z+3i' 

8. Prove, por indw;ao, que (zn Y :::: nz" - J , para todo inteiro positi\'o n. 

P ( ")' _ n -" - 1 vale tambem para os intei ros negativos n . 9. ro'\'e que z --
10. Sendo z of 0, proye que (l/z)' = -l /z'. 

11. Prove, por indu~ao . que 
d" 1 (- l )" n! 

zn + I . - - = 
dz " z 

SUGESTOES 

, -
1.0. E preciso provar que a exprcssao 

~ C ~ h - ~) + z\ = z, (:'+ h) 

tende a zero com h ~ O. Dado E > 0, e preciso encontrar 6 > 0 etc. ObserYe que 

I' + hi > Izl - Ihl > Izl/2, desde que se tome Ihl < 1·1/2. 

AS EQUAQOES DE CAUCHY-RIEMANN 

Seja j = u + i1: uma fun~ao derivavel num ponto z x + iy . Enu;o, a 
• 

quociente 
j (z + t. z) - J(z) 

t.z 
tern limite I'(z) com t.z -> 0, independentemente do modo como t. z tende 
a zero. Em particular , podernos fazer t.z tend~r a zero par valores ~eals 
6.z = k e, separadamente, par valores lmagmanos t.z = ,t (Flg. _. 8). 

Obtemos, respectivamente, 

u{x + k, y) - u(x, y) + i[v(x + k, y) - v{x, y)] 
I'(z) = lim ' k 

k-O 
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e 

, 

') . ,,(.T. Y + t) - u(x , y) - i[dI . Y + t) - u(x, y)1 
I (z = hm ./ . 

t- O l 

I X, Y + [ 
• , , , , , , 
0 _______ _ 0 

(.\:,)') (x+ty) 

Fig. n • 

De acordo com a Tearema 2.9 (p. 4' I. a e,,'stencia desses limites im
plica a existencia, separadamente. dos liLit es da; partes reais e da.; partes 
imaginarias das expressoes sob limites, is-: ,) e. 

'() I' u(x + k. y) - 11 X, y) ' 1' ,. l' + k. y) - u(x , y\ I z = 1m - I all k 
k~O k k -O -

e 
'() I' u(x. Y -'- t) - " I X, y) '1' li \.t. Y + t) - u(x, y) I z = 1m -: 1m t . 

1-0 t /-0 

Em conseqiiencia, as fun<;oes u e u pos~'Jem de:-iyadas parciais no ponto 
x. V). e valem nesse ponto as seguintes r~la<;oes: 

, au .dl' 
I (z) = " + '."..- : ul: ox I I ,) _ ar .a" 

- -- - 2- . , ap ay 

Igualando as partes reais e as partes ima~_narias. obten~os daqui as chama
das equa,oes de Cauchy-Riemann: 

au 
ax e 

a: 
(2.8) 

A aruUise acima mostra que as equa,';es de Cauchy-Riemann sao uma 
condi<;ii.o necessa ria para a existencia da derivada de uma fun<;iio f. Mas 

• 
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elas DaD sao suficientes para garantir a eXl:3:'-:-l1ClB d<2ssa derivada. Como 
exemplo disto, consideremos a fun<;iio 

I(z) = /I xy l. 

onde, como sempre: z = x + iy. Tema::: aqui " = O. p-Jrtanto, V I = 'Vy = O. 
Por outro lado, u = JlxYI, donde u(k. 0) = t 0, 0 ) = 0, logo, 

(0 0) _ I' u(k. 0) - li ,). 0 ) - 0 
U x 1 - 1m I. - • 

k-O h' 

Analogamente, uy(O , 0) = O. Vernos entao cue as Equa,oes de Cauchy. 
Riemann estao satisfeitas no ponto, = O. \'iio ot~tante isto. I nao e 
dEriva\'el em z = O. De fato, pando 6" = rE f! = r , co, $ + i ,en e). obtemos: 

o 

I· 1(6,2) - 1(0) II cosBsenBI [( J .) -'0 
1m = .' = ,-en 21)/21 'e I .D. :-o,6,z elf-

E;ta e a expressao da derivada de I na dire, ., » (c-os6. sene l. Como se ve, 
e12 depende de e; logo, 1'(0) nao existe. 

Condic;iio necessaria e suficiente 

Como acabarnos de ver, as equa<;iies de Cauch:"-Rierna:lI1 sao urna condi<;iio 
necessaxia. porem nao suficiente: para que u"'a fu n ,foo I tenha derivada, 
Entretanto. se a elas juntarmos a condi<;iio C" que as deri\'adas de u e u 
sejam continuas nurna regiao R, obtemos uma ('ar2(' t E' :iza~ao muito impor
tante das fun<;iies analfticas em termos dess>.; equa~,(,es, t a que vamos 
considerar no teorema seguinte. 

2,150 Teoremao Sejam u(x, y) e l·(X. y ) :'un, oe, reais com derivadas 
parciais continuas numa regiao R. Entao. ur.a condi~ao necessaria e su
ficiente para que a Iun,ao 1 (2) = u(x. y) -7- ;, I. y) 8'ja analitica em R e 
que as equa,oes de Cauchy-Riemann e..'tejam c': sa.;i.sj,itas. 

Demonstra9ao. A necessidade da condi<;a( foi der:lOnstrada acima, de 
fonna que s6 nos resta pravar que a condi<;iio ~ suncieLte. Para isto vamos 
considerar um ponto z = x+iy ERe urn nillnE:O 6 > 0 tal que a \izinhan<;a 

, 
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Vo = {(x+k+ i(y+t i' k2+t2 ' 2} . 
a Fia 'J g. . '.: < u esteJa toda com ida em R, como ilustra 

o · _. , em partie Jar, os segmentos Z Zj e ZjZ2. onde 21 = (x + k ) 
Z2 =I.r +k y +t l tb' - . ,ye , . ' , = em estao contidos em R. Gte nos permite aplica 
o conlCecldo teorema ca media, segundo 0 qual, r 

u(.r - k . y) - u(x. y) = k1l, (x + e: " y) 

uCx + k . :' + t ) - u(x + /c . y) = t"y (x + :,. y + e1t ) 

onde .f.: e 82 sao nUI1Jecos cOll\'enienres do imervalo O. 1). Soma ndo essas 
duas 19ualdades mem[ co a membro. abtemos: 

- u(.1' + k . y + t ) - u(r . y) 

K-u:(x + (h k. y) + tu y x + k. :; + ell) 

Z 1 ::;: (x - t , )' + I 
• , , , 

z = (.\",_.~t _: 
z]=X + k, Yl 

Fig. 2.9 

Como as funC;6es u e u - . 
. :: 'y sao COntmu8S, podelllOS escreyer: 

Uy ~ + k, y + e2 t) = uy(x. y) + 0: . 

(2·9) 

~~~e~~;e 02 tendem a :ero Com ,,2 + t1 
-> O. Subst itcindo (2. 10) em (2.9), 

.:l 'L = u(.r + k, y + t) - u(x, y) 

= /c u, + tuy -+- kOj + t02' 
De modo illt eiramente c...l.aIogo. deduzimos: 

.:l l' = V(,T + k. y - t ) - l'(x, y) = kVr + t l'y + IcCj + to, . 

(2.10) 

(2. 11 ) 
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onde 03 e 04 tendem a zero com k2 + t2 
-> 0. 

Introduzindo a notac;ao 6.z = h = k + it e usando (2. 10) e (2.11), 

obtemos: 

I(z + 6. :) - I (z ) 
6.: 

6.u + i6.v (ku I + itty ) + ;(1.:1)" - it.uy) 
h h 

k t 
+ hUh + i03' + h (02+ iO.) . 

Usamos agora as equac;6es de Cauchy-Riemann para substituir uy e uy par 
Ux e Vx ) respect ivanlente. Assim , 

(2.12) 

Finalmente, observamos que Ik/hl < 1 e It/hi < 1, enquanto C:- 02 , 03 e 04 
tendem a zero com 6. z = h -> 0, de for ma que. passando ao lim'te em (2 .12) 
com h -> 0, concluimos que a derivada /,( z) existe e Ii dada por u,. + i vx , 

Isto completa a demonstraC;ao . 

Deixamos para os exercicios a tarela de demonst rar 0 corohirio seguinte, 
(Exerc, 1 adiante.) 

2.16. COTolaTio. Uma fun , iio com'derivada zero em toda uma regiao e 
constante; e e tamb em constante uma jun9ao que so ass'U,me va!ores reais em 
toda uma regiao; ou ainda, uma l un,iIo cujo modulo seja constante numa 
regiao. 

Cauchy-Riemann em coordenadas polares 

Veremos agora que as equac;6es de Cauchy. Riemann , quando escri tas em 
coordenadas polares, assumem a seguinte forma: 

AU 1 0 ,' 
- =---
A,. r 08 

e 
AU 
A,. 

l ou 
- - -

T 08' 

que e uma forma muito util em Yii rias aplica<;6es. 

(2. 13) 

Um modo de justificar essa fo rma das equa<;6es de Cauchy-Riemann 
baseia-se no fato seguinte: em cad a POntO P = (x , y) de coordenadas polares 
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(r, e) imroduzimos urn sistema cartesiano P XY. de eixos P X e PY como 
indica a Fig. 2.10. Keste novo sistema, as equa,oes de Cauchy-Riemann 

• aSSlm se escrevem: 

au 
-ax 

av 
ay e 

au 
ay 

au 
ax 

Como Sf vo, ax = ar e ay = rae. Substituindo acima, vem: 

au 
ar 

1 av 1 au 
- -rae --rae e 

y 

Fig. 2.10 

au 
• 

Para a demonstra<;iio analitica das equa,6€s (2.13 ). uti lizamos as 
formulas de transforma<;iio, 

x = TeaSe e y = rsenB, (2.14) 

que defi:·.em implicitamente reO como fun<;oes de x e 1/' Derivando-as com 
relac;ao f. X, obtenlos: 

Daqui segue-se que 

ar ae 
1 = - cose - rsene-ax ax 

ar ae 
0= -a sene + rcose-a . x .1' 

ar ao 
ax = cos e e ax 

senO 

r 

Capitulo 2; Fuw;e,,- anahticc; .59 

De modo anilogo, de~.':ando 2.H) em rela,iio a ; . e resoi'conde, em :; la,ao 
a arlay e GOlay, en c: ntramos: 

de sorte qUE 

ar 
ay = sen 0 e 

ao 
ay 

• 

co, 9 

r 

a ,'IT a aB a f) sen e f) 
-=-----=cosO-- -ax )x f)r ax f)O f)T T a& 
a )r f) f)B f) 

ay - ------ = 
)y f)r f) y f)O 

a f) cosa a 
sen -- -

f)r r a6 
Substitllindo em (2.8 obtemos: 

L )u sen 0 f)u av cos a al' 
C05 0 -; - f)O = senO-f) +--

J-r r •. r rae 
e 

O 
c'" co,O au av sen a a, 

sen -, + - = - cose- +--
c - r ao f)r T a6 

• 

Multiplicando a pri m::-~ra destas equac;oes pOl' co::: 9 e a S€f""..:.:ld2. por :+n e e 
somando-as . obtemo~ .\ primeira equagao em (2.~3). An c..:.:.gaoent:- mul
tiplicando a primeira .-:quac;ao acima por sen e e a segun,:' .: po:- - :. : ~ B. e 
somando-as. obtem05 .', segunda eqlla<;iio em (2.1:3 1. 

Interpreta~iio geometrica 

, , As equa<;o85 de Cauc::',y-Riemann tern urn signif.cado 
sante, expresso no tee ~ "?ma seguinte . 

geC·-lett::co ::. -eres-

2.17. Teorema. _~-ef=u-i l..! e analitica numa reg-ida R. :ntd.o a,~ :·tn 1as 
das Jamaia, 

U(2 y) = const. e r(x, y) = const, 

se cruzam Ern dngulo "do em todo ponto 20 = Xo - iyo one> J'( 2 0) = J. 

Demonscraqdo. D, fato, como 0 vetor grad 'c = (u, . '"'i) e nO:-::1al it 
curva u(x , y) = u(xo. /0 ) no ponto (xo, Yo), 0 velOr (uy, -'c,) e tar:, ,,nte, 
pois esses duis vetore, ,ao ortogonais (Fig. 2.11): 

(ux . "y ) , (u ;,. - ux ) = u,uy - Uy'l, = O. 
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gradu 

1I (.r.y)= 

= i/(Xo' Yo) = ':ons[. 

Fig. 2.11 

. De modo analogo, (Vy, -';x) e tangente a curva l"(x, y) = const., como 
!lustra a _FIg. 2.12. Fazendo 0 produto escalar desseo dois vetores e usando 
as equa~oes de Cauchy-Riemann, obtemos: 

(UYI -u,;) · (Vy; -VI) = UyVy + U.rl.'x = UyU:: - UxU y = 0, 

que estabelece 0 resultado desejado. 

U::: cons!. 

f( = COnst. 

• 

Fig. 2.12 

Obs:rve que 0 resultado anterior se refere a familias de cUrl'as do plano 
z que sao levadas pela fun~iio w = /(z) nas familia.; de retas do plano w 
paralelas ao eIXO ,dos v, e ao ei.,o dos u respectivameme ( fa~a uma figural. 
~m r esultado analogo e verdadeiro para familias de curvas do plano w que 
sdao Imagens das familias de retas coordenadas do plano z isto e. as famI'II'as 

e retas I I' . ' . para e as ao eIXO dos x e ao eIXO dos y respectivamente. (Veja 0 
Exerc. 13 adlante.) 
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A fun<;;ao exponencial 

A funqii.o w = e: e analitica em todo 0 plano. Para vermos isso, lembramos 
que, sendo z = x + iy, a exponencial se escreve 

eZ = eXety = eX cosy + ieXseny. 

a que permite \"erificar a validade das equa~i5es de Cauchy-Riemann para 
todo z. Verifica-se tambem que as derivadas parciais das partes real e ima
ginaria de eZ sao continuas em to do 0 plano. Portanto, eZ e analitica, isto 
e, tern derivada para to do z. Essa derivada e simplesmente oe' jox, que 
resulta ser a propria fu nqiio eZ

, como segue facilmente da expressiio acima. 
Assim, • , 

d 
_ez = e' para todo z. 
dz 

Vamos estudar a transformaqao do plano z = x +;y no plano w = u+ iv 
pel a fun~ao exponencial w = eZ

. Para isso, e cOIlY€niente escrever w em 
forma polar: 

. . 
w = eX e1Y = pettp

, isto e, p = eX , .p = y. 

Mantendo y constante e \"ariando x, w permanece nUm raio pela origem . 
Quando x varia de zero a +00, p varia de 1 a +00 ao longo desse raio; e 

• 
quando x varia de zero a -00, p "aria de 1 a zero (Fig. 2.13) . 

v 

y 

y=27T 

o x 

Fig. 2.13 

Suponhamos agora que x permane~a constante e y vane no intervale 
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[0, 2;;-). Entao, p permanecera fixo e 0 ponto w descrevera urn circulo de 
raia p, centrado na origem. Para x = 0 esse circulo tern raia ullitario; para 
x > DJ ele e exterior ao circulo unitario, e para x < O. ele e interior. 

Essas obsen'a\,Oes comprovam, no caso da fun~ii.o exponencial. 0 que dis
semos ao final da subse~iio anterior ("eja 0 Exerc. 13 adiante) : as imagens 
das familias de ret as coordenadas x = const. e y = con st. sao ortogonais. 
Vemos tambem que toda a faixa do plano complexo z, dada por ° < y < 27f , 
e leyada, de maneira biunh'oca (Exerc. 14 adiante) sobre 0 plano complexo 
w, excluida a origem deste plano. Como e' e periodica de periodo 27ri, 
qualquer outra faixa 2k7r < Y < 2(k + 1)7r e transformada exatamente como 
a faixa ° < y < 2;-;, no plano w com a origem excluida. 

EXERCicIOS 
, 

1. Prove 0 Carolario 2.16. 

2. :\Iostre que as equa<;oes de Cauchy-Riemann sao equivalentes a cada uma das formas 
~egu i nt es: 

of of - = -t- e ax ay 
[se as equa~oes de Cauchy-Riemann para verifiear, no easo de cad a uma das fun~6es 

dad ".,s nos Exercs. 3 a 10, qual e analitica e em que dominio. Em easo positi\'o. calcule a 
derivada l' (z). (Ob:;erve que esta derivada. quando existe, e d ada por fJ f / ax .) 

-1. w = e~ 
. -,). w = z 

, , 
7. w = (e~ + e- Y)senx + (e'~ - e-Y)cosx. 

8. 1.' = e!l (cos x + isenx) . 9. w = e-\l(cosx + isenx). 

10. U' = Vi = v'rllcos(0/2) + ;5en(0/ 2) I, 0 < 0 < 2". 

11. Dada a func;ao u: = Z2 = 11 + iv, fac;a 0 gratico das cur\"as das 'familias U ( I. y) = CI e 
{'(x, y) = C2, para diferentes \'alores das cons tantes CI e C2. e observe que essas cun'as 
50€' cruzam em cingulo reto. 

12. Fa~a 0 mesmo para w = l / z. 

13. Dada uma fun~ao w = J (z) . analitica numa regiao R , considere as seguintes familias 
FI e F2 de cun"3S do plano le, parametrizadas por x e par y, respectivamente: 

PI: U = u(x, Yo), I' = v(x, Yo) e P,: u = u(xo. y), v = v(xQ . y) . 

Prove que em cad a ponto 1(zo), onde 1'(zo) #- 0, essas curvas se cruzam ortogonal
mente. Fa<;a urn gnifico. 
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1.,1. ?-.Iostre que a func;a.o e: e iD.~t't i\'a em c; ::::.lquer faL\. ,- aorizontal do plano, dada por 
o<y<Ct+2;;. 

].'). Vimos que, a exponencial e U=.la fun<;ao ':.: = [ ( z) = to - iv, analftica em todo a p lano 
e tal que f (2) = J(z) e 1(0) = 1. Prow ~ue existe ur::.a e uma 56 func;ao satisfazendo 
esta.: condic;6es , de forma quo;; a func;a.o -;xponencial ; ·)de ser par elas definida . (Su
gesta~: uz_ = u e v.r.r t· sao €'Q.uac;6es di:-:-:enciais orci '-arias de I!! ordem em x, cujas 
soluc;oes sao 11 = ge e v = h: -, onde 9 -:- h sao const·:.ntes em relac;ao a x, portanto . 
podem depender de y . Use ~ equac;6e~ :.:? Cauchy-R~mann e obtenha gil + g = 0 e 
h" + h = O. Daqui e de 1(0 ) = 1, segu"",,, que g(y) = cosy e h(y) = seny.) 

- , 
AS FUNgOES TRIGOI\OMETRlCAS 
E HIPERBOLICAS 

" amos introduzir agora as ft:n~Oes tri~ )nometric;.; e hiperbOlicas. Come~a
mos observando que das rela<;6es 

e'Y=cosy+ i seny e e-:Y=c(~y-iseny 

decorrem as seguintes f6rm u.[as de E t.:.: r. 

seny = e cosy = 

Ilas sao usadas para estenaer as fu r. ;6es trigoLlmetricas a todo 0 plano 
complexo. Assim, definimos: 

senz = 

senz 
tg z = , 

cosz 

2i 

cos z 
cotz =-

senz 

As conhecidas formulas de d"ri ,·a~ao. 

cosz = 

I 
'ec -:: "'" = 

co~ ; 
, cscz = 

(senz)' =COiiZ, (co; :)' = -se~z etc., 

seguem das defini,6es acima e de (e' )' = e' . 

I 

senz 

As identidades t rigonometricas fa n-'liares per::1anecem todas validas no 
campo complexo. Assim, 

sen (-z) = -senz. cos(-z) = cosz, 
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sen2z + cos2 z = 1, 

sen( Zl + Z2) = sen Zl cos Z2 + cos Zl sen z2, 

cos( Z1 + Z2 ) = cos Z1 cos Z2 - sell Z1 sen z2 , 

sen z = cos (; - z) e cos z = sen G -z) . 
As duas primeiras dessas identidades sao cOll.5eqiiencias imediatas das 
defilli ~6es de seno e co-seno, e as demais seguem dessas defini~6es e das 
propriedades da fun~iio exponencial (Exercs. 4 a 7 adiante) . 

. -\s fun~oes hiperbolicas, seno e co-seno , sao definidas, como no caso de 
vari,i\'eis rea is. pelas seguintes expressoes: 

eZ - e-:; 
senh z = - ---,:0-'--

2 ' 

, 
c + e- ' 

cosh z = 2 

Como se ve, seus valores sao reais para valores reais de z . Elas surgem natu
ralmente quando se procura separar as p,artes red e imagi11liria das fun<;6es 
sen : e cos z I Exercs. 9 e 10 adiante). E facil wr que (senh z)' = cosh: e 
(coshz), = senhz. 

EXERCicIOS 

1. 

2. 

3. 

-I. 

. J . 

6. 

7. 

• • 

.\ [ostre que os zeros de sen z e cos z sao dades, re~?ectival11el1te, pelas expres&3es 
: == ~ii e z = (n + 1/ 2)1T , n inteiro. Determine os don:inios maximos de definic;ao das 
:unc;oes tg:. cotz , secz e cscz. 

:'o. !ostre qUE' sen z e cos z sao func;oes peri6dicas de pe:iodo 271", como no casa reaL 

Prove que cosh z e senh z sao func;6es peri6dicas de p~riodo 21ri. 

Esrabele<;a as identidades dadas nos Exercs. ·1 a 16. 

~ell(ZI + Z2 ! == sen Zl cos 2"2 + COS Zl sen 2"2 . Su.gestao: ('orneee peio 2 0 membro . 
• 

('05(Z I + Z2 ) = cos Zl cos 22 - sen ZI sen z.., . 

::;::11 Z = cos ( ; - z) e cosz = sen(~ - ~) 2 - . 
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S. sen iz = isenh z e cosiz = cosh z. 

9. sen(x + iy) = senx coshy + i cos:r:senhy. 

10. cos(x + iy ) = COSI cosh Y - isel1 xsenh y. 

11. cosh2 Z - senh2 z = 1. 

12. jsenh(x + iy)j2 = ~enh2 x + sen2 y e j cosh(x - iy)12 = senh2 x + cos2 y. 

13. 1 cosh(x + iy) I' - I,enh(x + iy)I' = cos 2y. 

14. senh('::1 + Z2 ) = scuhzl cosh Z2 + cosh zlsenh Z2· 

15. cosh( =1 + Z2) = co::h ZI cosh 22 + senh z\ senh Z2 · 

16. senh(:+ irr) = -~en h z; cosh(:+ i7l" ) = -cosh:: tgh( z--:- i1T) =tgh z. 

17. PrO\'e que jsenh .T ' < j cosh (x + iY)1 < cosh x. 

o LOGARITMO 

o logaritmo de um numero complexo z = re tB oj 0, e definido assim: 

logz = logr + i8, 

On de log r denota 0 logaritmo real do numero r > O. 0 logaritmo est a 
definido para to do numero complexo z oj O. e se reduz ao logaritmo real 
quando 8 = O. Usa-se tambem a nota~ao In:. 

J\a realidade, a formula acima permite atribuir ao logaritlllo w\rios valo
res clistintos. dep endendo do argumento usado para 0 numero z. Por causa 
disso costuma-se di zer que p logaritmo e urna funq iio multivalente. 

, 
2.18. Observa~ao. E claro que 0 valor de uma fun~ao tern de ser de-

terlllinado univocalllente. de forma que a expressiio "fun~iio nmlti" alente", 
a rigor, e impropria . mas e usada por ser conveniente: sabemos do que esta
mos falando. Em contraposi~ao, para enfatizar, ou e\'itar qualquer dllvida, 
as vezes usa-se tambem a expressao "func;ao univalente". Em breve en
contraremos outros exemplos de "fun<;oes multivalentes" e yeremos como 
t<>rmi-las univalentes. 
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Voltando ao logaritmo, para faze-Io uni\'alente, lembramos que 0 argu
mento de urn nllmero complexo z . ' 0 s6 e determinado a menos de multiplos 
inteiros de 2". Seja, pois, 80 0 valor particular do argumento que e.teja no 
intervalo [0, 2,,), isto e, 0 < 80 < 2". Entao. 0 argumenro generico e dado 

• 
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por a + 2r. 

0= 80 + 2k". k = 0, ±L ±2, . . . 

Assim, temos de restringir 0 argumento de z a urn inten-aJo do tipo 

2k7T < 0 < 2(k + 1)", k = O. ± 1, ± 2, .. 

para que 0 logaritmo fique bern definido como "fun<;ao univalente". Cada 
valor de k conduz ao que chamamos uma determina9iio ou ramo do logarit
mo. Denotando com logk z tal ramo, teremos: 

logk z = logr + i8. 2k7T < 0 < 2(k + 1)". 

Costuma-se dizer tambem que 0 logaritmo fica "especificado" com urn de
terminado valor de k. 0 ponto z = 0 e chamado ponto de ramifica9iio de 
log z, justamente porque, quando urn ponto z descreve um circulo centrado 
na origem e volta ao ponto inicial. a fun~ao log z retorna aumentada de 21fi, 
is to e, passa de urn de seus ramos ao ramo seguinte. 

Com 0 valor k = ° obtemos 0 que cham amos valor principal, ramo prin· 
cipal, ou determina9iio principal do logaritmo. l\Ias COIl\'em observar que 
nada ha de especial na escolha do intervalo 0 < 8 < 27r para especificar a 
valor principal. Podemos tomar 0 < 0 < 2rr, -" < 8 < rr. ou qualquer outro 
intervalo de comprimento 2", coruo Ct < 8 < Q + 2" (ou (} < 0 < (} + 2,,) 
(Fig. 2.14) . Em qualquer d esses casos, a restri~iio do argumento a urn inter
valo de comprimento 271' introduz descontinuidades n a fun~iio log 2 ao longo 
do raio pela origem e de argumento (}. Esse raio e freqiienremente designado 
urn corte do plano complexo. Ao considerarmos as restri<;Oes (} < 8 < Ct+2", 
(} < 8 < (} + 2", ou (} < 0 < (} .,. 2", dizemos que 0 plano foi co·Ttado ao 
longo do raio : = re,a. 

• • 

Fig. 2.14 

Us~do as eqGc;6es de Cauchy-Riemann na forma polar. e facil verificar 
que qUG.: ~ue~ Tam:: do logaritmo e uma func;ao analitica em .seu dominic (do 

, qual se ,,,clill 0 r",:· que produz 0 corte, para que 0 dominic seja urn conjunto 
aberto). Van:os c":cular sua derivada: 

d lo~ z iJ . (ar a a8 iJ ) 
d - =" (log T + ,0) = "" + -:- (loa r + ;0 ). 

- v X vX vr ax DO 0 

Substi tL!ldo os " Lares ar/ax = cosO e aO/ax = -senO/ r (ja obtidos na p. 
58), efe.oand.:> os :a lculos e simplificando, obtemo;: 

• 

d log z 
dz 

1 
z 

o Iogaritmo como transformac;iio e sua inversa 
, 

E facil ~'o. qu: qULquer ramo do logaritmo e uma iun,ito uni\'alente e inje
tl\o. : declda em Ldo 0 plano z, exceto z = 0, e tendo como imao-em tada 
uma faiE hori zon;.,,] do plano W; e a totalidade dos ramos. 0 

z = re
iO

, U' = U + iv = log z = log r + iO, 

cobre t o:.J 0 plane w. Os raios 0 =const. do plano z vao nas retas. hori
~ont.aIs. '[ =coost. e,} p!ano II'; e os cfrculos T =corut. sao leyados nas retas 
ertlcalS ., =const . (F Ig. 2.15), (Compare esta fi"'lra com a Fia 213 p 

61) 0 . c o· . . . 
. c=culo T = 1 tern por lmagem 0 eixo imaginario u :::; 0: os cfrculos 

c~m r < ~ VaG nas verticais it esquerda desse eixo. e os circulo~ com r > 1 
vao nas ""rticais a direita do mesmo eixo. Note que a ortogonalidade das 
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curvas u(x, y) =const. e v(x, y) =const. era de se esperar, de acordo com 
a interpreta~ao geometrica das equa~6es de Cauchy-Riemann (p . 59). 

y 

v 

u_"rr 

x 

• Q u 

fig. 2. 15 

Observe que 0 ramo principal leva 0 plano complexo , t 0 na faixa 
o < v < 27r do plano w; e. em geral , 0 ramo k-esimo leva 0 plano z t 0 na 
faixa 2k7r < v < 2(" + 1)" do plano w. Assim, qualquer ramo do logaritmo 
e uma func;ao univalente e injetiva. definida em todo 0 plano. exceto z = 0, 
e tendo como imagem uma faixa horizontal do p lano w. 

Mostremos, finalmente, que a fun~ao exponencial e qualquer ramo do 
logaritmo sao func;6es inwrsas uma da outra, desde que 0 dominio da ex
ponencial seja a faixa horizontal de largura 27r que e imagem do logaritmo. 
(Veja 0 que dissemos na p. 62 e a Fig. 2.13.) Para isso, consideremos 0 

ramo 

w = logk z = log r + i(O + 2k7r) , 0 <0 < 27r. 

Pondo z = re iB , teremos: 

e 

log,. exp[logr + ire + 2k7r)] 

10gdreiB) = log" z = log/' + ire + 2k7r) = w. 

• 
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lsso prova 0 resultado desejado. 

Propriedades do logaritmo 

A formula 
(2.15) 

permanece valida, desde que corretamente interpretada. Com efeito, sendo 
i81 i8·, t mos' Zl = Tl e e z::! = r2e - : e . 

[log r, + i(O, + 2kl7r) + logrz + i(Oz + 2kZ7r)] log ZI + log Zz 
log(r , r2) + i[(O, + Oz) + 2(k, + kZ)7r]. (2. 16) 

onde kl e k2 sao inteiros arbitnirios. Esta ultima expressao e a forma geral 
de log(z,z2)' se k, e k] forem independentes um do outro. Neste caso,' a Eq. 
2.15 e valida com a seguinte significado: 0 conjunto dos valoTE.; posszvezs de 
log(z,z2) coincide com 0 conjvnto do s valores possiveis de log:[ + log '2· 

Se k, e k2 nao forem independentes, como e 0 caso em que z, = Z2 = 

z = re iO e a (2. 15) se reduz a 

• log z2 = 2log z, (2. 17) 

entao 0 segundo membra de (2.17) se reduz a 

logr2 + i[(20) + 2(2k),,] 

onde k e arbitnirio. Neste caso. qualquer valor do segundo membro de (2.17) 
e un1 valor do primeiro membra, mas naa reciprocamente, como e faeil ver. 

Observa~6es amilogas se aplicam nos casas 

log( z, ... z,,) = log z, + ... + log Zn e log zn = n log z, 

• 

cujas demonstra~6es ficam a cargo do leitor nos exercicios. Esta ultima 
rela~iio, por exemplo. significa que todo valor de n log z e um yalor possivel 

de log zn) mas nao reciprocamente. 
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Defini<;iio de ZO 

Dados os numeros complexos z e Q. sendo z '" 0, definimos Zo pela equac;ao 

(2.13) 

Isto significa que Q: log e urn dos logaritmos de zC! . de sorte que 
• 

log Zo = Q log z + 2k1ri. (2.19) 

que, para z > O. '" real e k = O. e uma formula familiar do logaritmo real. 
.-\ definic;ao (2.18) e ent ao uma extensao natural da nOC;ao de potencia real 

de numeros positivos. 
Como 0 logaritmo e uma fun<;ao multiyalente. zOe El, em geral. mnlth-a

lente, com 0 mesmo ponto de rarnificac;iio z = a que log:. Para evidenciar 
este fato , seja z = re i (} = rei( 8o-2k;; ) , com 0 <Bli < 27r , k = 0, ±l , 4- 2 .... 

Substituindo log z = (log r + iOo) + 2k1ri em (2.15), teremos: 

( 2.~0) 

onde P (ZO } denota 0 assirn chamado valor' principal da func;iio :0 , obtido 
com 0 valor principal de log z em (2.18). A Eq. 2.20 nos mostI'a que os 
possiwis valores Zo sao obtidos multiplicando-;e 0 valor principal P (:"} 
pelo fator e2rr (l'(,I '-

Procuremos deterrninar diferentes valores de k, digarnos, k e k'. que 

result em no m esmo valor desse fatar: 

lsta e equivalente a e' -' '' - V)o ) = 1, ou seja, (k - k'}", deve ser inteiro: ou 

aind a. Q' deve ser racional. Vemos entao que, sendo Q um numero (real ou 
complexo) nao-racional. a func;ii.o ZO admite infinitos ramoS. 

Suponhamos agora que", seja racional, digamos Q = p/q , corn p e q 
primos entre si e q > O. Entao 0 fatar e2.T (kp / q i assume apenas "q yalores 

distintos , dados por k = 0, 1, ... , q - 1; e. ern conseqiiencia, a fun<;iio 

zp/q = P(zp/q}e2" (kp/" i 

tarnbem assume apenas q valores distintos para um mesmo z '" O. 
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~uando f_,arnos urn ram: do logaritmo em ? ) __ 
func;ao ulllva] ~nte e analitica ,-'. 1 1 . (_.18 . - tOrn a-so uma 
assim: . - a ell amos SU~ derl\'ada pela ~'::gra da (:~dei2.. 

:0), 

Em particular. 

(
eo IOf: , _ a lvgz ( QeQJ{I~ : 

I - e a: log z)' = = __ 
aeQ ]of : 

e1og : 

1 -"2 = -z . 
'J 

1 

2JZ' 

2 

2. 19. Observa<;ao. QUaIl '0 Q - 11 . .. 
(2.18) nos da as rruzes n-esim-'-d' ~ , n, Com n lentelro pos.ciyo, a f6::nula 

a.: 0 Dumero z = ret co d 
Com efeito, fazendo a = l /n <.~ (? 18) b . rna eE e se es;erar. 

c......L _ . • 0 temos: 

Zl / n = eil/nlilo'--i-1( 9+2qcl i 1/ .( . 2 = r ne1 ti- qrr ll n 
2.21 ) 

on~e q varia 1.0 conjwlto dos :::neiros. 11as isto na ' .. .. ' . 
vanar de zero a n: _ 1 :' - 0 e nE'ce:~aflO: bc.:ta q 
1/ para o _·.errnos todas as d . -

Z n) como en: ( lA) 16 ..' _ _ . erermlna.<;c..::::: pO$sh'-:-:s de 
1 p. 1 as _.1lal5 sao preClsameme as '-... ". z. raL.::~ n-e5ut...:...s de 

,2.20. Observa<;ao. Nesse ::Jesmo caso a: = 1/ , __ . . 
a formula (2. 1?) dis _ _ . ' n. com 11 Lelro PO;::ClVO. 

pen=>a 0 te .. ::l0 ?k1i l. e deve ser E'scrita a~:;.rn: 

Com efeito, df (2.21 ) obtemos: 

1 
::;:; - log z. 

n 

log zl " = ~ le,; r -,- i [~ + (~ + k) 2rr 1 
onde q varia d" zero a n - 1 '. - . . 
o llumero nk _ q _ k' t b: I. 'ana ,no conJunto dos inteiro. !\las "2tao 
Assim, - am e.r:. estara \"ariando no conjunt: dos int.a os. 

I I ' " 1 [ I og z '" = - lor r + itO -'- 2~k'}J - I 
n - , ,, - - oa .. " -. n 
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As fun<;oes trigollometricas inyersas 

As fun90es inversas das fun90es trigonometricas exprimem-se facilmente em 
termos do logaritmo. Consideremos, por exemplo, a fun9iio 

w = arc cos Z, 

definida por z = cos U· . ou seja 

, -- -

Multiplicando por eiL . reduzimos esta equ~iio it forma 

donde 

eW
' = Z T J z2 - 1. 

e, finalmente, 

11' = arc cos z = - ilog( z + i J 1 - z2). 

Temos aqui uma fun c;ao multi valente, cujos ramos particulares sao obti
dos considerando rallOS particulare; de J z2 - 1 e do logaritmo que af 
aparece. 

A derivada da fun,iio arc cos z pode ser calculada facilmente a partir da 
expressiio acima, COIll a ajuda da regra da cadeia. Temos: 

• 

, .(z + i/1 - z2)' 
(arc (05 z) = -! .o..:...~~~~:

z+ i/l-z2 

- 1 

As demais fun90e; inversas, trigonometricas e hiperb6licas, sao obtidas 
de maneira analoga. 

Obseryamos que as nota<;oes cos- 1 z, sen- l z etc. sao freqi.ientemente 
usadas em lugar de a,( cos Z, arc sen ~ etc . Elas niio devem ser confundidas 
com (cos z)-I. (sen z i- I etc. 
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• 
EXERCICIOS 

1. Demonstre que log :1 = log Zl - log Z2, no sentido de igualdade de conjuntos de \'8 4 

:2 
lores, como em (2.l.j). 

2. Defina os famos do iogaritmo a partir de lim corte ao longo do semi-eixo real negath·o. 
- II < B < 'ii. e identifique as imagens do plano z pelos varios ramos obtidos. 

3. ~!ostre que log( -1) = (2k + l )"i e logi = .k; 1 ;rio k = 0, ±1, +2 .... 

4. ~rostre que. sendo .r '# 0, 

1 
log(x + iy) = :; log (x' + y') + 100 + n,,)i , 

onde eo e uilla das determ in~oes de arctg{y/ x). Se r = 0, entao y ;. 0 e 00 pode ser 
tornado igual a ±'ii , 2. conioqne seja y > a au y < O. respectivamente. 

Determine tadas as raizes das equ3\oes dadas nos Exercs. 5 ala. 

5. - 1' 6. 
o • 7. -/3 + 31. e- - e-- - -e. e- -, 

B. e' + 6e-' -5 9. e3: - ~ - - 1. 10. log = = "i/2. - . 

11. ~ rostre que. uma YE'Z fixado 0 argumento da constanle c ~ 0, a func;ao ll' ~ 
analitica, com deri\"ada (c: y = c= log c. 

12. Estabele~a as seguintes propriedade:5 das potencias: 

_, 1 
z =-, 

z' 
(z')'= z", 

• 

onde z #- 0 e a e b sao numeros complexos quaisquer. 

13. Demonstre que Iz' I = [ziT, cnde z ..:.. 0 ere urn nU I11€ro real qualquer . 

14. ~lostre que todas as determinac;oes de if sao reais e dadas por 

., -(4k + 1)" 
1 = exp 

'J 
k = O. ' 1, ±2.1d 

15. Calcule todas as determinac;6es das seguintes potimcias: 

( I +i)'; (1 - i( ( (;;3 .); v + t : (1 - i/3)'. 

16. ~lostre que arc sen: = - i log( iz + / 1 
1 

Z2 ) , e que (arcsenz)' = ,,~=:c 
.)1 - Z2 

I i i+z , 1 
7. ~lost re que arctg::: = - log . . e que (arctgz) = --''-,. 

2 t - z 1 + z2' 

18. Determine 10das as raizes da equ3\ao cos::: = 3. 

19. Determine todas as raizes da equa~ao sen::: = 3. 

• 

• c· e 

• 
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• RESPOSTAS E 5UGESTOES 

, ......... ~ -?-... 1 ? =.:;: , ' z ?....-,,- -: - -- . ' . - . ~ 

8. Equa~ao do 2.Q flau para eZ
• 

18. z = 2k:i - ilog:3 ± 2V2). onde k = O. ± l. ±2, ." 

• 

• • 

I 

Capitulo 3 

TEORIA DA INTEGRAL 

ARCOS E CONTORNOS 

De:'1nimos areo continuo ou sir::.plesmente areo cor::..:, unl conjllnto C de pon
tas: . dado parametricamente 3-~im: 

C = {z(t) = .u(t) + iy (t): a < : < b}. (3 .1 ) 

once 2(1 ) e uma fun~iio contica de t - au, a qUE ~ equyalente. x(t) e y(t) 
sao fu nt;oes contfnuas de t, t \+E..riando no inten'alc :'.1 , b~ . 

A representa~iio paramelr' .:a z = z (l ) ordena ." pomos de C de acordo 
can:. as yalores crescentes de t. de forma que C e = CO!ljunto orden ado all 
orientado (Fig. 3.1a). 0 mes::co conjumo corn o:-:~nta<;ao oposta e a area 
que designamos par -C (Fig. :3.l b). e que possui F:·reSE!lta,iio parametrica 

r' : (a) 

• 
-c: ........ -, 

, I ' , . 
' ,I-b) . 

(al 
(b) 

Fig. 3.1 

Chama-se areo de Jordan (·u arco simples aql~ !e em que cad a ponto 
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ott) eorresponde a um tinico valor de t. Intuiti",mente, isto signifiea que, 11 
medida que t varia de a ate b, a ponto z(t) percorre a curva C, passando uma 
so vez par eada urn de seus pontos. Quando 0 arco nao 8 simples, ele cont8m 
ao menos urn ponto multiplo, assim designado todo ponto proveniente de dais 
ou mais valores distintos do parametro t: z(tll = Z(t2), com t, # t2. Chama
se curva fechada a todo arco eujas extremidades z(a) e z(b) coincidem; e 
curva fechada simplEs au curva de Jordan a toda curva fechada eujos pontos, 
e. exce<;ii.o das extremidades. sejam todos simples (Fig. 3.2). 

: (a) 

Ponto multiplo: 
z(tl)=::(t~).fl ~ J: 

• 

lib) 

z(a) = 'ib) 
CUf\'a fechada 

Fig. 3.2 

z(a) = :(h) 
Curva de Jordan 

As vezes terem05 necessidade de cOl1siderar urn areo ou curva como con-
.'unto feehado do plano, no sentido da defini<;ao (topologiea) que demos 11 
.p. 27. Isto nao deve ser conftmdido com a (oneeito "area feehado" que 
c.cabamos de introduzir. 

Vejamos alguns exemplos: a equa,iio z = 1 - it, para 0 < t < 2, 
:epresenta urn areo simples. que e 0 segmento [1, 1 - 2iJ, orientado de 1 
para 1 - 2i. (Fa<;a uma figura.) 

A equa<;iio z = t 2 + it, -00 < t < cc represent a a panibola 

• 2 
X = t, Y = t, 

C'li seja, x = y:!. 1 oriE'ntacia como indica a Fig. 3.:3. 
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Fig. 3.3 

Teorema de Jordan e conectividade simples 

De aeordo com a chamado tearema de Jordan, toda eurva fechada sim
ples C divide 0 plano em duas regiiies. tendo C como fronteira COlllum, 
uma das quais, chamada 0 interior de C, e limitada. 0 teorema afirma 
tamb€m que a interior de C possui uma propriedade adicional. cham ada 
conectividade simples. Intuitivamente, diz-se que uma regiiio R e simples
mente conexa se qualquer eurva feehada simples eontida em R pode ser 
deformada continuamente ate reduzir-se a um ponto, sem sair de R. A 
Fig. 3.4 ilustra duas regiiies con€xas A e E, das quais A e simplesmente 
conexa, mas naG B; esta possui Ulll "buraco" que destr6i a conectividade 
simples. Chamaremos de multiplamente conexa toda regiao conexa que nao 
for simplesmente conexa. 

• 

Fig. 3-1 

• 

" . . 
;. B . 

o teorema de Jordan 8 de facil eompreensiio, mas seu tratamento riga
rosa e delieado e est a fora de nossos objetivos. 

• 
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Areo regular e eontornos 

o conceito de areo cont inuo e muito geral e incllli objetos complicacios, 
que em nada S8 parecem com figuras geometr ic-as simples. C(':110 lim areo 
de cilrculo ~ uma parabola , uma senoide etc. E m nossas cOl1siC::ra<;oes, nao 
necessitamos senao da ideia de areo regular, assim emendidc, 0 area cuja 
representa~ao (3.1) e tal que a deri \'ada z' (I) = l.'(t)+iy' \t) exis". e continua 
e nao se anula . Tal area possui tangente em cada pomo. cuj(· cingula Com 
o eixo Ox e dado por argz' (t). 0 qual varia eontinuamente CWl I. Mesmo 
urn afeo regular pode exibir comport amento surpreendente: (-)I1s ideremos1 

como exemplo: 0 areo regular dado por 

z(O) = o. z(tl = 1 + i t3 sen 1 0 < t < l. 
t 

Este areo secciona 0 eixo Ox numa infinidade de pontoS t er..do a origem' 

como ponto de acurnula~ao (Fig. 3.5 1. 

Chamaremos contorno ou caminho a to do a reo contLnue- formado par 
urn I1tllnero finito -de areos regulares. 11ais preeisamellt e. U::1 contorno C 
tem representa,iio parametric a dada por uma fun~ao z = :(t), continua 
nurn inten-alo [a, b], uniao fini ta de subintervalos [aj . OJ] . j = 1, _ .. 1 n. tais 
que a l = a. b, = a" 1>-, = a3 .... , bn- I = an, b" = b (Fig. 3.oa); e em eada 
urn dos interyalos abertos (aj . bj ) a derivada z'(t) e cont inuo. diferente de 
zero e tem limites laterais finitos e diferentes de zero com t tend endo aos 
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extremos de eada ::rteryalo por valores interir ' es a I I" _ . 'd ' .. e e. mutes esse~ ) lie co-
rnel em com z (0 .-) f: " Ib-)' . _ . '. -! ' respectJvame:1te. I SIO significa que z' (t ) e 
fun,ao seeclonalmcnte eoIltmua no mterva lo :'. b: (F ig. 3.6b). 

a el ____ bt' ____ ~a-3 ----.-.-. ----.I~n-----~ I I I 
b, . . , b b 

n- I 
Z(cJ a 0, 

, .: ) 
(b) 

Fig. 3.6 

EXERCicIOS 

Identifique as curvas c.: arc:Qs d~ equac;oes dacias nos Exercicios ~eguil1t es . 

1. z=3t+it2
. -x< t<oc . 

3. z = r(cost + isen ~ 
T. 

- '4 < t < ;;- , r > O. 

2i 
5. z = t + -

t ' - ex: < t < O. 
, • 

7. z=t- iJl -t2. 

9. z = ,II + t' - t, : < t < :x . 

INTEGRAL DE CONTORNO 

2. ; = 3t 2 + .')it, - (X) < t < x:. 

, 
4. : = t + j,. 1 < t < oc . 

6. :=t+i\l-t' . 1 < - _75 1. 

-ex: < : < O. 

Seja F(t ) - U(t) , 'Y(t) f - . - ., , uma un~ao contmu8 da Yaria"el real t . t 
valo [a bj S . I' d _ . nUIL m er-

, . ua mtE-fra e enmda em termos c::.s in tegral's das f - . 
U V d" un~()f" realS e J me lante a :-xpressao 

t F (t )dt = l U(t)dt + it V (t)dt . 
. . (3 .. J) 
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. Desta defini~iio seguem imediatamente as seguintes propriedades: 

Re l F(t)dt = l ReF(t)dt; 1m l F(t )dt = l1mF(t)dt. (3.3) 

As propriedades de linear ida de , 

1
b b b 

a [F(t) + G(t) ]dt = 1 F(t)dt + 1 G(t )dt (3.4) 

e 
r b b 

Ja cF(t)dt = c 1 F(t)dl. (3.5) 

onde c e uma constante (complexa, em geral) , sao tambem de fa.cil veri
ficac;iio e ficam a cargo do lei tor. 

A integral (3.2) goza tamb.§m 'da seguinte propriedade: 

l F(t )dt < llF(t)ldl. (3.6) 

onde, evidentemente, a < b. Esta propriedade e imediata se a integral que 
aparece no pnmelfO 111enlbro for nula. Caso contrario, seja 

1b F(t )dt = 1'eiO (r > 0) 

sua representa~iio polar. Daqui e de (3.5). obtemos: 

r = e- iO 1b F(t)dt = 1& e- iO F(t)dt; 

ou ainda, usando (3.3), 

• 

1
b b 

r = Re a e- iB F(t)dt = 1 Re [e - iB F(t)] dt. 

Portanto, tendo em conta que le- io l = 1, 

l F(t)dl = r = l Re [e-iBF(t) ] dt < l Re [e-iBF(t)] dt 

1
b b 

< a e- iB F(t) dt = 11F(tll dt, 

don de a desigualdade (3.6). 

• 
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Integral curvilfnea ou de contorno 

Estamos agora em condic;iies de definir a integral curvilinea ou integral 

de contorno 

fc j(z)dz, 

onde C e um contorno qualquer e j = u + iv e uma func;iio continua em C. 
Usando a representac;iio do contorno C, z = z(t), a <t < b, definimos 

fc j(o )dz = l j (z(t))z'(t) dt , (3. i') 

onde 0 segundo membro e uma integral do tipo (3.2), com 

U(t) = u[x(t) , y(t)]x'(t) - v[x(t), y(t)]y'(t), 

V (t) = u[x(t ), y(t )Jy'(t) + v[x (t) , y(t)x'(t). 

o integrando em (3 .7) , /(z(t))z'(I) = U(t) + iV(t), pode nao ser uma 
func;iio continua em todo 0 intervalo [a, b], devido ao fator z' (I). ~las, como 
vimos na se~ao anterior, esse intervalo e constitufdo de um nlUllero fini to 
de supintervalos 1j = raj, bj]' em cada um dos quais z'(t) e cont inua; e a 
integral em (3.7) deve ser interpretada como a soma das integrais nesses 

subintervalos I j . 

Invariancia da integral 

A integral (3.7) e im'ariante com uma mudanc;a de parametro .dada por 
lima func;iio crescente t = I( T), que transforme um intervalo " < T < (3 no 
intervalo a < t < b e cuja derivada t' (T) sej a seccionalmente continua. De 
fato, pondo ZI (T) = Z(t(T )) . e usando a regra de mudanc;a de yariavel de 

integra<;ao nas integra is reais , obtemos: 

{ j(z] (T))Z; (T) dT = t j(Z(t(T )) )Z'(t(T))t'(r )dr 

l j(z(t))z'(t)dt. (3 .8) 
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E deyido a essa inyariancia que se torna desnecessario explicitar a repre
senta,ao parametrica do contorno C: a nota,ao do primeiro membra de 
(3.7) tem significado unico e preciso. 

Convem observar tambem que as int egrais curvilineas tratadas na teoria 
das fun~6es reais das variiveis reais l' e y podem ser definidas de modo 
am\logo a (3.7) . Assim, temos: 

r P(x, y)dx = rb P( .r(t< y(t)).r'(t)dt, 
Jc Ja 

ic Q(.r, y)dy = t Q(.r( t), y(t))y'(t)dt, 

e. em geral, 

fa Pd.r + Qdy = t [P (x(t)) , y(t))x'(t) + Q(x(t) , y(t))y'(t)]dt, 

Vemos entao que a integral definida em (3.7) pode ser escrita em termos de 
int egrais curvilineas. assim: 

fa J(z)dz = fa udx - t'dy + i ic vdx + udy. 

Propriedades da integral 

A linearidade da integral, expressa por 

faIJ, (Z )+h(z)]dz= icfr (Z)d:+ fah (Z) dZ, (3.9) 

e 
r cJ(z)dz = c r J(z)dz, 
lc lc 

(3. 10) 

onde c e uma constante (complexa, em geral) . e de f"cil veri fica~iio e fica a 
cargo do lei lor. 

t f"cil verificar t ambem que se urn contorno C e formado por urn con· 
torno C, seguido de urn conlorno C2 - escrewmos C = C l U C2 -, entao , 
a integral sobre C e a soma das inlegrais sobre C1 e C2. Esta propriedade 
58 generaliza facilmente para urn numero finito de contornos: 

r J(z)dz = r J( z)dz + ... + 1 J(z)dz. 
) ClU .. . UCr Jel Cr 

. 
• 

" (3.11) .. 

• 
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Daqui segue-se que a integral ao Ion go de um contor:..) fechado e in
variante par translar;ao do paramey·o. De fato . uma tal tr'..:ls la<;ao apenas 
mUd.a 0 pO,mc lillclal (e final) de uma posi~ao z ~ para uma ~·js ic;ao Z2: como 
se "e na Flg. 3. 1: designando por C, 0 t recho de C que ,'ai :e z, a Z2 e por 
C2 0 trecho rest ante, teremos: 

r . J(z )dz = r J(z )do = / J( z) d: . Je l ,-C2 l c JC'2uc: 

que prova a invariancia da integral. 

c, 
• • 

Z, 
C = C1 U C; 

C-. 

Fig. 3. 7 

A propriedade 

r J(z)dz = - r J( : )dz Lc 1c 
e demonstrada assim: comec;amos observando que 

-c = {: = z, (t) = z( - t ): -b < t < - a}. 

donde obtemos: 

z;(t ) = -z'(- <) ; 

portanto, 

lcJ(Z)dz = L' J(zl( t) )z;(t)dt = - / ;' J(:( -t )) : -t)dt. 

Finalmente, pondo T = -t, leremos: 

1 J(z)dz = r J(Z(T) )Z' (T)dT = - rb 
JIZ(T))Z'( ,)dT = _ r J(z) dz, 

c lb Ja Jc · 

• • 



84 Capitulo 3: Teoria da Integral 

que e 0 resultado desejado. 

Outra propriedade de importancia fundamental e a desigualdade 

ll(z) dZ < ll!(z)l !dZI. (3.12) 

on de a integral do segundo membro significa /, ' I/(z(t))lIz'(t)ldt. (Note que 

a < b.) Essa propriedade segue de (3.6) , pois 

fal(Z )dz 
; b b i I(z(t) )z'(t)dt < /,1!(z(t))z'(t)ldl 
, a a 

ll/(z(t ))l lz'(t )ldt = ll/(z)lIdz l. 

Uma importante propriedade das fun~oes cont.inuas, cuja demonstra~iio 
depende de urn argumento de compacidade, e que e feita em cursos de 
. -\n,Hise, afirma que se I e uma lun~ao continua sabre urn arco C , entao exis
Ie urna constante.\I tal que I/(z)1 < M para todo z E C. Daqui e de (3.12) 
obtemos a seguinte desigualdade, de grande importancia nas aplica<;oes: 

fa I(z)dz < M J Idzl = AIL, 

onde Leo comprimento do contorno C, isto e, 

L = lldz l = llz' (t)l dt = l jx'(t )2 + Y'( t )2dt. 

3.1. Exemplo. Vamos calcular a integral de I (z) = 2' ao longo dos 
tres contornos indicados na Fig. 3.8: ~C, OAC e OBC, onde 0 = (0, 0), 
A = (1, 0), B = (0, m), C = (1, m), e meum numero real qualquer , 
digamos, m > O. 0 contorno OC e dado por z(t ) = t + iml, 0 < t < 1, de 
forma que 

1 1,1 1 + m2 
zdz = (I - imt)(1 + im)dl = ----;:;--oc 0 2 

o contorno OAC pode ser represent ado por z(l) = I , com 0 < t < 1 e 
2(1) = 1 + im(1 - 1), Com 1 < t < 2; ou, ainda, podemos considerar OAC 
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como constituido de dois contornos: OA , dado por z(t) = t , :eguido de AC, 
dado por z(t) = 1 + imt , em ambos t variando de zero a L Num caso ou no 
Dut ro a integral tem 0 mesmo valor, dado por 

• 

I 1,1 1 + m2 + 2im { zdz = { . tdt + (1 - imt)imdt = 2 . 
l oAc 10 0 

De maneira anaJoga, temos: 

I (I 
{ zdz = { (-iml)imdt + io (I - im)dt = 

loBc 10 0 

• • 
B f-- ___ -:::::'!C 

o A 

F ig. 3.8 

1 + m 2 - 2irn 
2 

Nesse exemplo obtemos um valor diferente para cada um ?OS tres casos 
considerados; a integral depentle nao somente das extremidades do contorno, 
mas tambem do contorno que se considere em cada caso. 

3.2. Exemplo. Em contrast e com esse fenameno, ,-amos mostrar agora 
que a integral curvilinea da fun <;iio I(z ) = z s6 depende das extrenudades 
do contorno e nao do contorno particular que se consIdere. Para ISSO, seJa 
C um contorno qualquer, ligando 0 ponto Zl ao ponto :2, de forma que em 
qualquer representa~iio parametrica de C (z = z(t) ,. a < t < b) valem as 
rela~oes z(a) = ZI e z(b) = Z2 (F ig. 3.9). Temos, entao. 

.fa zdz l z(l)z'(t)dt = l rxx' - yy' +. i(xy' + yx') ]dt 

li b d 2 2 . x(t )2 - y(t )2 + 2ix(t)y(t) b 
- -(x - y + 21Xy)dl = 2 
2 a dl a 

z(b)2 - z(a) 2 z~ - Z[ 
2 2 

, 



• 
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e esta express~.o mostra. que a integral consider ada so depende meSilla dos 
pontos extren:.-)s 2] e Z2 e 11aO do contorno C que Jiga esses P0l11:0S. Em 
particular; seLja C urn contorno fechado. teremos z] = 22; portamo, 

fc zdz = O. 

Esta propreedade e verdadeira nao somente para a func;iio J (z) = Z, mas 
para toda fUl1,;-ao analftica; conhecido como ;:teorema de Cauchy". esse re
sultado e, COlT.') veremos, a chave de toda a teoria d 8..5 fun<;6es analfticas. 

• Z ::: z(a) , c 

Fig. 3.9 

3.3. Observac;iio. A notac;ii.o fc J(:)dz e usad a com freqiiencia para 

denotar a int e,ral de J(z) ao longo de um contomo fechado C . 

• 
EXERCIC IO S 

• • 
::"'05 Exercs L a 10, calcule a integral de f ao longo do co:::.torno C . onde fee sao 

especificados em :ada caso. 

1. 

2. 

3. 

•• 

, 
J( z ) ~ Izl, c ~ {: ~ re' : 0 <e< IT}. 

, 
J(z) ~ Izl. c ~ {: ~ re' : -0/ 2 < e < IT}. 

J(z) ~ z'. c ~ {: ~Te": 0< e< IT}. 

J(z) ~ z'. c~ {: ~re": - 0 <e < o } . 

5. J(') ~ ft. C ~{ z ~ re": 0 <e< 27C}. 

6. I(z) ~ ft. C~ {z~ ce": -7C< e <7C} . 

7. J(z) = 2x - ': + ix2
, ao longo do segmento retilineo de zero a 1 + i. 

8. j(z) = Iz l, a,: longo do segmento retilineo de zero a -2 + 3:'. 

9. j(z) = XZ - :. ! + i{x - yZ), aD longo do segmento retilineo de zero a 3 + 2i. 
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• • 
10. j(z):::: y - Xl . -'0 longo do s~gmento d", origem ao ponto 12. 0) . sep ido do :;egmento 

de (2. 0) a (2 . : I: depois ae, longo de (0 . 0) a (0 . 1), ~.egui r:o do sep:1ento Ce (0, 1) a 
(2, 1) (F ig. 3 .1: I . VerifiqUE :"lue 05 re:;·.Jtados sao d iferemfs. 

1--_____ ----1 :2 + i 

• 

Fig . 3.10 

11. Prove as proprj.,.dades (3.4 ) .,. (3 .. 5) . 

12. Prove as propri,dades (3.9) , (3.10). 

13. Prove a propri~:'ade (3 .11 ). 

14. Seja C urn COD~ , :' rno qualqu .,. ~. ligando ·)s pontos ':: 1 a =;>, ~\ [os t re q1.:.-; 

jl " -- -2 -" ,~- ~ • - 1 ' 

C 

portamo, esta 2tegral 56 6 ~pende do~ pont os inicial e 6 :.a1, e na."j do ca:ninho de 
integra~ao que :':5a esses do~ POnt os . Em particular . 

i : · dZ ~ O. 
c 

qualquer que Sf: " 0 contorn·: fechado C. 

15. Utilizando a de': "' i~ao (3 .2) , :::l.Ostre qu.; 

., 
f eil dt = i (:: ' - c'b) 
. , 

ande k e urn n 'C::lero real ll&,: -nulo. 

16. Seja C urn arca :ie circulo p~ametriza.c , ) por z :::: =(0) = r~· ~ . Q < ~ < ,6. Prove que 

. 13 I fl,)dz ~ "C . 0 J(z (8))e" de. 

17. Sejam F e j fu:.·;oes analft k !.5 numa r';'5iao simpJesffient€ conexa' c.0ntendo urn con
tomo C. e tais C:'le j = F'. 1..-se as equa,;oes de Cauchy-Rie::nann e &' defini~oes (3.2) 
e (3.7) para pro',--a.r que 

I' J (z)dz ~ F(z,) - F lzl). 

onde Z l e Z2 sao j6 pontos iri·:ial e final do contorno C . par onde se ';e que a integral 
56 depende dos ; vntos inicia.: e final, e LaO de C. 

• 



• 
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18. Use 0 resultado, anterior para provar que, se n for inteiro e C urn contorno fechado 
envolvendo a ongem uma vez no sentido anti-horario, entao 

i zn dz = a se n -! -1 e i dz = 2rri . 
c c Z 

19. Efet~alldo a integra<;ao, estabelet;a. os m€smos resultados do exercicio anterior no casa 
particular em qU.e Ceo circulo z = re; :6 . 0 < B < 271'. 

20. Mostre que i log z dz = 2"i. onde C e un~ contorno fechado envolvendo a origem 

uma vez no sentido positiyo. 

Sem efetuar a integra~ao , mastre que ! 1 ~z 1 < 1, cude Ceo segmento retilfneo que 

une 1 a 1 + i. C 

21. 

22. Mostre que 1 dz < 3" onde C ' d' I . d " C Z2 + 1 - 16: eo areo e CHeu oSltua 0 no pnmelro quadrante. 
centrado na origem e de raia 3. 

'_'3. '1 t l\ os re que 

]irrt, j, (log z)' dz = 0, 

oride Ct: eo ceutorno z = eei 9
. 0 < B < 21T e c e um numero real qualqucr . 

24. Seja C t
, 0 contorno z = re

iB
. 0 < 0 < 2;;- e f uma fuolYao continua na origem. Prove 

que 

lim i ,- 0 c, 
I(z) dz = 21ri/(0). 
-

• 
RESPOSTAS E SUGESTOES 

2. (i - I )r' . 3. - 2r3 / 3. 4. Zero. 

o. -4r';;:/3. 7. (I + 5i)/6. 8. v13(3i - 2) /2. 

17. Pondo F = U + iV, observ~ que 

F'(z)z'(t ) _ (U.r + iVr)(x' + iy') = UrX' - Vr y' + i(V:rx' + Uxy') 

• 

21. 

22 . 

23. 

24. 

Use (3.12). 

U "U ' '(V' , d ,X ~ ,y + I ,X + V, Y ) = - (U + iV) dt . 

I" + II > 1"1_ I = 8 para z E C. 

Ilog ~ + i81 < 211og el, para C 5uficientemente pequeno. 

Escreva I(z) = 1(0) + [J(,) - 1(0)] e obserye que, dado E > 0, existe 6 > 0 tal que 
Izl < 6 => I/(z) - 1(0)1 < ,. 
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TEOREMA DE CAUCHY 

Como vimos na se,ao anterior, a integral de uma fun,ao entre dois pomos Zo 
e z pode ou nao depender do contorno usado na integra,ao. Se 0 integrando 
e uma fun<;ao analitica, a integral nao depende do contorno, mas apenas dos 
pontos inicial e finaL Este e 0 teorema de Cauchy, que estudaremos nesta 
se,ao, Para isso come,aremos com uma recorda,ao do teorema de Green 
ou teorema da divergencia no plano. 

Doravante, freqiientemente estaremos considerando fun,iies definidas em 
regiiies simplesmente conexas, Isto nao quer d izer que os dominios originais 
de nossas fun,iies ten ham de ser assim; basta notar que as fun,iies podem 
sempre ser restritas a subdominios que sejam regiiies simplesmente conexas, 

• 
e e nelas que est.remos fazendo nossas considera,iies. 

Teorema de Green 

Quando tratarmos de inlegrais sobre conlomos fechados, teremos de dis
tinguir entre as duas orienta,iies possiveis do contorno, uma das quais e 
escolhida como a orienta,ao positiva. Nao vamos nos ocupar de como a 
no,ao de orienta<;iio positiva pode ser introduzida rigorosamente, sem apelo 
Ii intui<;ao geometrica. 0 importante aqui e acentuar que isto pode ser 
feito, e que, em conseqii€mcia, dado um contorno fechado simples C, de 
representa,ao parametrica z = z(t), Q < t < b, a ideia de que C est a orien
tado posit ivamente corresponde exatamente ao fato intuitivo de que. para 
Zo interior a C, 0 argumento de z(t) - Zo cresce de 21f com t variando de 
t = a at = b. Em linguagem sugestiva, urn observador localizado em z(t) 
percorrera 0 contorno C de maneira a deixar 0 interior de C sempre it sua 
esq uerda (Fig. 3.11). 

'(I) 

2rr c 

Fig, 3.11 
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3.4. Teorema de Green. Sejam P(:r. y) e Q(x, y) Jun,oes df:inidas 
numa reg£ao simplesmente conexa R, com derivadas primeiras con::nuas. 
Entao, para qualquer contorno Jechado simples C -em R, 

J' { (OQ - OP) dxdy = 1 Pdx + Qdy, 
lR' ox oy fc 

on de R' e a regiao interior a C. 

o leitor encontrara a demonstra~ao de"e teorema em livros de calculo 
de varias variaveis (veja, por exemplo, a Sec;. 6.5 de [A3]). Note que a 
integra.c;ao do segundo membro significa integra~iio no sentido posi,'vo de 

percurso sobre C. 
• 

• 

Denotando com t = (tI> ty) 0 ,'etor tangente a C num ponto x, y), 
com n = (nX ) ny) 0 vetor unitario normal exterior e com ds 0 elE-:nento 
de arco, entao, como explicamos na Sec;. 6.5 de [A3j, (dx, dy) = tds e 
(dy , -dx) = nds (Fig. 3.12). Pondo entao F = (Q. - Pl , a formula actenor 
assume a seguinte forma: 

J1, divFdxdy = iF, nds, 

que e uma forma familiar do teorema da di'·ergellcia. 

c 

r y __ , , 
R' 

, , , 
• '--~," , 

n 

Fig. 3.12 
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Teorema de Cauchy 

Vamos COIl5icierar agora 0 teorema de CauchY, que apreseutamos sob as 
seguintes formula\oes equiyalentes: 

3.5. Teorema. Seja J uma jun,ao ana/{ticx numa regiao simple~mente 
con exa R. Entao, 

1 J{z)dz = 0 Ie 
para todo contorno jechado C contido em R. 

3.6. Teorema. Seja J uma jun,ao analrticx numa regiao simple,mente 
conexa R. Entao, a integra l de J ao longo de ""' contorno ligando 00 a z 
s6 depende destes pontos, e nao do canto rna de integra,ao . 

Yam os yerificar a equivalEmcia desses dais te\:·remas . Suponhamo5 que 0 

Teorema 3.5 seja wrdadeiro e sejam C1 e C? do:s contornos arbitnir ios em 
R, ligando o.j a z (fig. 3.13). Entao, C1 U (- C2 , e um contomo fechado em 
Rj logo. 

0= f ff J(z )dz = f j (o)do - f J(z)do. 
Jc., U( -C,1 )C ic, 

au sE'Ja. 

• • f J(z )dz = f J (z)do. le: le, 
Isto pro'-a a Teorema 3.6. 

c, 

" 
Fig. 3.13 

Suponhamos agora que 0 Teorema 3.6 seja veodadeiro e seja C urn con
torno fechado em R. Tomando dois pontos zo e 01 em C, obtemos os con-

• 
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torn os C1 de Zo a ZI e C" de ZI a Z() (Fig. 3.14). Pelo Teorema 3.6, 

l J(z)dz = - r J(z)dz , 
~ 1 icz 

donde 

r J(z)d:= r J(:)dz+ r J(z)dz=O. Jc )e1 Jcz 
Isto prava 0 Teorema 3.5. 

• • 

Fig. 3.14 

o teorema de Cauch,·. na prime ira formula<;ao, pode ser demonstrado 
facilmente com a ajuda do teorema de Green. supondo que a derivada l' 
seja continua em R. De feto , com a nota<;ao z = x + iy, J = u + iv, temos: 

fc J(z)dz = i udx - vd~ + i i vdx + udy = 

= -J r k +Uy)dXdY+ij'r (ux -vy)dxdy. J R' J R" _ 

• 

Mas v" + u y = U x - Vy = 0, pelas equa<;6es de Cauchy-Riemann, donde 0 

Teorema 3.5. 

3.7. Observa<;6es. [ .oi a matematico frances Edouard Goursat (F.S8-
1936) quem descobriu que 0 teorema anterior pode ser demonstrado sem a 
hipotese de que l' seja continua. "este caso, a demonstra<;ao requer urn 
tratamento bem mais extEnSO e nao oeni abordada aqni. {Veja [AI] au 1].) 
Par causa dessa demonstr2.<;iio de Goursat, 0 teorema e tam bern conhecido 
como "teorema de Cauchy·Goursat"·. 

Como veremos adiante. uma fun<;ao analftica tern derimdas de todas 
as ordens; pOl'tanto) tOd2~ essas deri\;adas sao continuas, em particular a 
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primeira delas. Assim, a demonstra,ao de Goursat tem interesse apenas 
• • teonco. 

Integrais de contorno e primitivas 

Como ja tivemos oportunidade de assinalar , a teorema de Cauchy-Goursat 
e 0 teorema fundamental da teoria das fun<;6es analiticas. Os resultados 
mais relevantes que obteremos daqui por diante sao conseqiiencias diretas 
au indiretas desse teorema. Como primeira passo nessa dire,ao, yamos 
estudar agora a forma geral da primitiYa de uma fun<;ao analftica. 

Dizemos que uma fun<;ao F e uma primitiva de J se F' = f. 

3.8. Teorema. Seja J uma fun~ao analitica numa regiao simples mente 
conexa R. Entao, a Jorma geml da primitiva de J e dada por 

F(z) = 1: J(()d( - C, 1}.13) 

onde Zo e um ponto qualqua de R, pOrtln fixo. C e uma constante arbitraria 
e a integra~ao e [eita ao Zongo de qualque1' contorno de R, ligando Zo a z. 

Demonstra~ao. Observamas, de inicio, que a integral em (3.13 ) esta 
bern definida, pois, de fata, ela nao depende do caminho de integra,ao . 

Vamos pravar que F e anaHtica em R e que F' = f. Temos (Fig. 3.15): 

F(z + h) - F(z) = (/,:+h -1:) J I, ()d( = [+h J(()d(. 

Pando f(() = J(z) + 1)(z, (), obtemos: 
• 

F(z + h) - F(z) 

h 
~ [+h if(z) + 1)(z, ()]d( 

1 f'+h 
J(2) + h j, 1)(z, (ld(. 

Como [ e continua, dado E > 0, existe 0 > ° tal que 

11)(z, ()I = IJ(() - [(z) 1 < c para I( - zl < Ii. 
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Fazendo entao Ihl < 8 e integrando ao longo do segmento i:, z+h], teremos: 

! z+h 
F(z + h) - F(z) _ J(z) = ~ I ( 'I(Z,Od( 

h Ih I)z 

< ~ ('+1> 1'7(z, ()1[d(1 < IhE (HI> Id(1 = E. 
Ihl ), ,), 

Isto prova que F' = J; logo, F e urna primitiva de f. 

Fig. 3.15 

Falta mostrar que to a pnmll1va e a or rna . . d ... 'd f (3 13) Para isto, se G e 
uma primitiva qualquer, teremos: 

d_ (G(z) -1' J(()d() = G'(z) _!£ (' J(()d( = f(:) - J(z) = O. 
d , dz ) ,. ~ ~O . 

Entao, a fun<;ao G(z) -1: J(()d(, tendo derivada nula. e constante (ef. 

e I '·' 2 16 P ;7) donde segue-se que (3.13) e a forma geral das pnm-oro arlO . , . v 1 

itivas de J. 

3.9. Observa<.;6es. Deste teorema segue imediatamente que a integral 
de J ao longo de um caminho ligando Zo a : 1 e dada por 

1' 1 

J(z)dz = F(zll- F(zo). 
Zo 

onde F e uma primitiva qualquer de J. Essa diferenc;a, F(Zl) - F(zo), e a 
variac;ao de F ao longo do caminho C e tamMm cost uma ser denotada com 
o simbolo [F(z)lc. Assim, 

fc J(z)dz = F(zll- F(zo ) = [F(z)lc · 
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Em se tratando de urn contorno fechado que seja um circulo de centro 
Zo e raia r, a integral sabre C costuma ser denotada com os sfrnbolos 

• 

ficando subentendido que 0 contorno tem orientac;ao positiva. 
Vemos entao que 0 calculo de uma integral curvilinea de uma fun<;ao 

analitica e equivalente ao ca!culo de uma primitiva da func;ao. Este resul
tado e 0 teorema seguinte sao de importiincia fundamental no ca!culo das 
integrais de contarno. 

3.10. Teorema. Sejam Co· C
" 

... , Cn canto mas Jechados simples. 
iais que GI", ., Gn jazern no interior de Go e sao dais a dais exteriore.s um 
ao outro (Fig.' 3.16). Suponhamos que a regiao compreendida entre Co E 

C 11 "" Gn , juntamente com esseB contornos) esteja canUda numa regiii.a de 
analiticidade de uma JUn9ao J. Entao, 

J J(z)d' = J J(z)dz + --. + J J(z)dz, 
Co C1 C" 

desde que os contomos tenham todos a mesma orienta,Qo. 

c" • • 

c. 

• • • 

Fig. 3.16 

Justijica,iio. Urn tratamento completo deste teorema requer 0 usa de 
conceitos topol6gicos que nao estao a nossa disposi<;ao. Em casos sim
ples, como ilustra a Fig. 3.16, justifica-se 0 teorema introduzindo certos 
cortes £1 e -£11 £2 e -£2, ... , I n e - Lnl liganda Go a GIl C2, ... , en , 



• 
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respect ivamente, todos contidos em R . 0 contorno que assim obtemos, 
Co U Ll U (-Cd U (-Ld u ... U Ln U (-Cn) U (-Ln), envolve uma regiao 
simplesmente conexa, de forma que a integral de J ao longo dele deve ser 
nula. Observando que as integrais ao longo de Ll e - Ll, L2 e - L 2, ... , Ln 
e -Ln cancelam aos pares, obtemos: 

( f _f _f - ... -f)J(z)dz=O, 
Jeo JC1 )cz lc 

donde 

1 J(z)dz = f J(z)dz + f J(z)dz + .. . + f J(z)dz. 
~ k, ~ k 

, . 
Em particular, quando n = 1, temos: 

f J(z)dz = f J(z)dz. Jeo ic] 

Neste caso , dizemos que estamos deJormando 0 caminho de integra9iio Co 
no caminho C1 . 

3.11. Exemplo. A fun<;ao J(z) = z", onde n e urn inteiro nao-negativo, 
e analftica em to do 0 plano e F(z) = z,,+1 j(n + 1) e uma de suas primitivas. 
Entao, 

1" 1 z ndz = (zn+l _ zn+l). 
' 0 n + 1 1 o · 

quaisquer que sejam os numeros complexos Zo e 21 e qualquer que seja 0 
contorno de integra,iio que liga zo a ZI. 

3 .12. Exemplo. A fun<;iio J(z) = (z-a) - 1 e analftica em todo 0 plano, 
exceto no ponto z = a, e tern por primit iya a flill<;ao F(z) = log(z - a). 
POI·tanto , 

(" _d_z_ = 10g(Zl _ a) - log(zo - a), Jzo z - a 

desde que a integra<;ao seja feita ao longo de qualquer contomo C ligan do 
zo a ZI e todo contido numa regiao simplesmente conexa que exclua 0 ponto 
z = a. Em particular, e facil ver que se 0 contomo yoltar ao ponto inicial 
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sem circundar 0 ponto z = Q., entao zo - a e Z1 - a coincidem em modulo e 
argumento e 0 ,'alor da integral acima e zero (Fig. 3.17) . 

c 

a' 

Fig. 3.17 

z = z o , 
• 

Suponhamos que e envolva 0 ponto z = a uma vez no sentido posit ivo, 
como mostra a Fig. 3.18. Entao, qualquer regiao simplesmente conexa que 
contenha C contera 0 ponto z = a, onde J nao e analitica e nao podemos 
concluir que a integral 5e anula. }'Ias, 111eS1110 neste casa, a formula anterior 
se aplica, desde que propriamente interpretada. Um modo de justifiui
la consiste em considerar primeiro a integra<;ao ao longo de um contorno 
parcial e', unindo Zo a um ponto z', ilustrado na Fig. 3.18. Tal contomo 
est a to do canticlo numa regHio simplesmente conexa R que na~ contem 0 

ponto z = a, de forma que 

• 
!c' z ~ a = log(z' -. a) .- log(zo - a). 

• a 

c 

Fig. 3.18 

7 = Z 
- 0 , 

Passando ao limite com.(z' - a) -; (ZI - a) = (zo - a)e2IT i , obtemos 27Ti 
para 0 valor da integral. Este raciocfnio e equivalente a considerar ZI como 
se fosse distinto de zo (Fig. 3.19), devido a que arg(zl - a ) = arg( Zo - a) +27T. 
Assim, 

10g(ZI - a) = log(zo - a) + 27Ti; 
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portanto, 

;,
21 _d_z_ = 27fi = i dz . 

z-z ez-z 20 

on de C e qualquer contorno fechado envolvendo 0 ponto a uma \'ez no sen
tido positivo. 

a 
• 

Fig. 3.19 
z, 

3.13. Exemplo. Vamos calcular a integral da func;ao log z ao longo 
de urn contorno C 1 canticlo nos 42., 12. e 22 quadrantes, com ponto inicial 
z = -i e ponto final z = - 1, como ilustra a Fig. 3.20. Lembramos que 
(zlog: - z)' = log z, e que, qualquer que ,eja 0 ramo escolhido para 0 

logaritmo, arg(-I) = arg( -i) + 37f/2. Assim. 

r log zdz 
Je, 

• • 
[z log z - Zle, 
(-I)i arg( - 1) - (-1) - [( -; i arg(-i) - I, -i) ] 

-+rg( -i) + 3;1 + 1 - argi -i) - i 

1 - i (1 + 3;) - (1 + i) arg i-i). 

Esta expressao nos mostra que 0 result ado depende de arg( -i), ou seja, 
depende do ramo escolhido para 0 logaritmo. Costuma-se fazer essa escolha 
dizendo, simplesmente, como cleve ser log z para certa valor de z. Por 
exemplo, b&'ta dizer que log z e real quando z for posi tivo (ou que log 1 = 0) 
para fixar 0 argumento de -i em -7r /2; OU, se dissermos que log 1 = 21Ti, 
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entao arg( -i) = 37f /2; e assim par diante. 

e, 

• 

Fig. 3.20 

Decmmos ao lei tor a tarefa de calcular a integral da mesma func;ao ao 
longo ce um contorno C, ilustrado na Fig. 3.20 . 

• 

3.14. Exemplo. Ainda com referencia it Fio. 3.20. varna, calcular a 
integra: de JZ ao longo do contorno C2 . Obtemo;: 

fc, .,fZdz = ~ [z.,fZJcz = ~ (-vCl + iR) . 

Para ~f'7tuar 0 c;:ilculo desta ultima expressao e preciso e~~ecifica::- um ramo 
da ralz,quadrada . Se tomarmos vCl = i, teremos R = (-1 -, i)/I2. ao 
passo q 1e se tomarlllos vCl = -! terernos ,-c" - (1 . ! M2 0 I d . _ 'v -"t - - I ' V L. resu ta 0 
da Intetrat;ao sera 

e 

respectivamente. 

EXERCicIOS 

Nos Exer·:s. 1 all. mostre que sao nulas as integrais das fun~oes dad· - sob _. t 
C dados. Observe que a orienta~iio de C e irrelevante.. """ re c . ." con omos 

z+1 
1. /(z) = z _ 3 e Ce o circulo 1'1 = 2. 

32' 
2. /(z) = 2 + 2i e Ceo circulo Izl = 3/2. 

3ze' 
3. /(,) = 22 + 3 e Ceo circulo Izl = 5/4. 
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4. 

5 

6. 

/ (z) ~ log(z - 2i) e Ceo qu.drado de vertices ±l ± i. 
z+ 2 

/(z) ~ log~z + 1) e Ceo circulo x' + y' - 2x ~ o. 
z - 9 

/(,) ~ log;, + i) e Ceo circulo x' + y' + 2x ~ o. 
z 9 

7. / (,) ~ IOg(,,- I + i) e Ceo qu.drado de yertices ±I • ±i. 
, +9 

8. 

9. 

/ (z) = l /z 2 e C e qualquer contorno envolwndo a origem. 

/(z) = (U
o 

) e Ceo quadrado de vertices ±1 e ' i. 
log 2, + 3 

10. / (,) ~ cos,' e Ceo circulo 1,1 ~ 1. 
sen z 

11. /(, ) ~ se~, e Ceo circulo 1'1 ~ 1. 
cos z 

Nos Exercs. 12 a 15, calcule as integrais das fun.;oes dadas sabre os coMornos C 
dados. 

12. /(z) = l Iz e C vai de - i a +i, passando peto semi plano Rez > O. 

13. I(z ) = liz e C vai de -i a +i, passando pelo semiplano Rez < O. 

14. /(z) = log z: e C e qualquer area que vai de -1 a i e que. a exce'1ao dos ext remos, esta 
situado no segundo quadrante. Especifique 0 logaritmo tomando log l -l) == -in. 

15. J(z) = ";z + 1 e C e qua lquer areo que vai de -1- 4i a - 1 + 9i. passando it direita 
do ponto - 1. Especifique a raiz quadrada tomando 1(0 ) =-l. 

16. Combinando as resultados dos Exercs. 12 e 13, calcule a integral de I( z) = l / z sobre 
qualquer contorno fechado simples C envolvendo a origem positivamente. 

17. Seja 1 uma fun~ao analit iea uuma regiao simpiesmente eonexa R contenco 0 ponto 
Zo. Prove que 

i f(') dz ~ 2"i/( ,o) . 
c z - Zo 

oude C e qualquer co~orllO fechado que enyoh'a a origem uma vez no sentidv positiva. 

18 . Most r. que l ,=, z/~ 1 ~ o. 

19. Mastre que f /~ = o. 
,: 1=2 Z -:- 1 

20. Mostre que f 2 dz . . = o. 
Z - Z +l.Z - " 

: =2 

• 
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SUGESTOES 

4. Para especificar 0 lagaritmo, e necessario introduzir algum corte: par exempl0. 
-31f / 2 < arg(z - 2i) < 1f/2. Verifique que qualquer out ro ramo conduz ao rnesmo 
resultado. 

5, Vej.: log(z + 1) ~ logl' - (- I )J. Especifique urn ramo adequado do logaritrno e 
verifique que a result.ada independe dessa escolha. 

9. log(2' + 3) ~ log2 + log(, + 3/ 2). 

17. Uti lize 0 Teorema 3.10 e adapte 0 resultado do Exerc. 24 da p. 88. 

18. Como ? 1 1 = -2
1 

( 1 1 - 1 ) , a integral decompoe-se em duas. Out ro modo: 
z- - z - z + 1 

utilize a Teorema 3.10 e inter prete a integralldo como I (z) e como I(z ): 0 que e 
z-l z+l 

/ (z) em cad a coso? • , 

FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 

3.15, Teorema, Seja f uma fun , ao analitica numa regiao simpiesmente 
conexa R. Entao, 

1 i f(() f (z) = 2. ( d( , 
1T1. c - z 

onde z ERe C Ii qualquer contomo fechado simples de R, que enuolve z 
• 

uma vez no sentido positiv~ e cujo interior esta todD contido em R. 

Demonstra,ao. 0 resultado aqui enunciado, conhecido como "formula 
integral de Cauchy", e corobirio imediato do Exerc. 17 atras, Para \·ermos 
isso, basta trocar a variavel z que hi aparece por ( e trocar '0 por z. 

No entanto, dada a importancia dessa formula, vamos demonstra-la de
talhadamente, Seja 0 > 0 ta l que 0 disco I( - zl < 0 nao contenha pontos 
de C, como ilustra a Fig. 3.21. Designando por C, 0 contorno desse disco , 
o Teorema 3.10 permite escrever: 

1 f(O d( = 1 f(() de . 
fe ( - z fe, (- z 

Vamos escrever esta ultima integral como soma de duas outras, de acordo 
com a decomposi<;iio 

f(() = f(z) + [f(() - f(z)]; 

• 
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assim obtemos: 

fa !~~ d( = J(z) fCi (~': + fa, f((~ = ~(z) d(. 

C 

C, 

• 
Fig. 3.21 • 

b ' '). mo ja vimos· portanto A primeira int egral do segundo mem fO e _rrz, co 1 1 

i f lO i f lO - f ez) de. (3.14 ) 
2:-. if (z) = ( _ d( - c ~ _ z 

C -'" t'" 

. . D f t mo f e continua, dado E > 0, Esta ultima integral tambem e zero. e a 0, co 
podemos tomar C tao pequeno que 

I( - zl < c =? If (O - f (: )1 < E. 

Nestas condi~oes. 

1 f(O - fez) d( < 1 If (O - f(z)lld(1 < € i Id(1 = 2;-;, . 
Je, ( - z - Jc, I( - zl 6 c, 

:s~:t~~~:'e a oin:::~ilo s~~~:r ~a e:t ~!~~~) ~:~~ l~::;l::~o a c~:n~l:t lO;,~:~~ 
teorema. 

b' . 0 no estudo das fun~oes A formula integral de Cauchy e inst rumento aslC d t s e 
I d . eli t algun< resultados sur preen en e 

anaHticas. Ela reve a, e Ime a o. . - . les inspec;ao dess. 
de importancia fundamental. Por e"emp\o. uma fSlmp t ~ do con-

h' to de nos pon os , formula nos mostra que basta 0 con eClmen to z do interior de C. 
torno C para que possamos caleular f em qualq~er pon ". alores 
Isto ja nos diz que a condi,ao de anali ticidade e mUlto restntrva. os v 

• 
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da fun,iio f estao todos interligados e nao podem ser alterados, seja mlma 
regiao, ao lango de areas ou mesma em conjuntos mais restritos de pontos, 
sem que isto viole a condi,ao de analiticidade. Veremos, no Capitulo 6, que 
a interdependencia dos valores de uma fu n,iio anaHtica e ainda mais forte 
do que, a primeira vist a, nos mostra a formu la de Cauchy. 

Derivadas de todas as or dens • 

Como importante conseqiiencia da formula de Cauchy, vamos pravar agora 
que uma func;iio analftica possui derivadas de todas as ordens. 

3.16. Teorema. Uma funt;ao analaica numa regiao R possui derivadas 
de todas as ordens, as quais, pOT sua vez, sao tambem analiticas em R e 
podem ser obtidas da formula de Cauchy par derivar;ao sob a sinal de inte
grat;ao. 

Demonstcat;ao. Sejam z urn ponto qualquer de R e C urn contorno 
fechado simples todo conti do em R, cujo interior seja simplesmente conexo, 
contenha 0 ponto z e esteja todo contido em R. Vale entao a f6rmula de 
Cauchy: 

fez) = 1 . 1 f (O de. 
27r! !c ( - z 

Admitindo, por lim momento, a derivac;ao sob 0 sinal de integra<;ao, e 
deriyando sllcessivamente, obtemos: 

1'(z) = 1 . 1 fee ) , de, 
2m Jc (( - z)-

€ , em geral, 

/,, (7) = 2! 1 f(O d(' 
- 27riJc((-z)3 ' 

f (") (z) = ~ 1 f (O d(. 
27riJc ((- z)n+1 . 

onde n e urn inteiro positivo qualqller. 

Essas formulas, depois de demonstradas, nao so estabelecerao 0 resul
tado desejado como nos darao ainda expressoes para as derivadas de f em 
termos de seus valores sobre C . 
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Para demonstrar a formula da primeira deriyada 1', devemos mostrar 
que 

F = f(z + h) - f(z) _ 1 f (() d( 
h Ie((-z)2 

teude a zero com h ~ O. Para isso us amos a formula de Cauchy da fuu<;ao 

f 

F Ii ( 1 1 h) ftc) - - de 
2"ih e ( - z - h ( - : (( - z)2 

h 1 f(() d( 
2,,2 Ie (( - z)2(( - z - il) 

Como z r/: C e C e urn conjunto (topologicamente) fechado, urn result ado 
elementar de topologia metrica (demonstrado como Lema 6.1 na p. 179) 
garante que existe uma vizinhan<;a de z, de raio d. que nao contem pontos 
de C, como il ustra a Fig. 3.22. Em outras palaYTas. I( - zl > d para to do 
( E C; e tomando Ihl < d/2 . teremos tambem: Ie -z-hl > Ie -zl-Ihl > d/2. 
Daqui e da expressao anterior de F , obtemos: 

• 

IFI < l':! 1 If ((} 1 d(. 
- 2r. Ie d2 . d/2 

• 

c 

Fig. 3 .22 

Fina lmeme, sejam L 0 comprimento de C e jI = max(Ee If (OI (este 
maximo existe por ser f fun<;ii.o continua sobre 0 conjunto limitado e fechado 
C ). Ent ao, .pI < IhIJ\1 L/ T.a2 Isto prova que F - 0 com h ~ 0 e conclui 
a demonstra<;iio do teorema no que diz respeito a derivada 1'. 
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Resta provar a segunda parte do teorema, referente as derivadas f (") , 
com n > 1. Faremos isto prm'ando wn result ado mais geral, objeto do teo
renla seguint e, que contem) como corolario 1 0 teorema anterior. 

3.17. Teorema. Sejam Cum caminho qua/qua, fechado au nao, g(z} 
uma fun,ao definida e continua para z E C, c n lim inteiro positiv~. Entao, 
a jun,iio 

f (2 ) = r g(() . d( 
Jc (( - z)'-

e regular em todo ponto z r/: C. e possui derirada dada par 

, 1 g(() 
f(z)=n (( ) 1d(. e - z 1)-

Demonstrar;iio. Sendo F como antes. a formula que define a fun<;ao f 
nos da: 

F = fc Ggd(, (3 .15 ) 

oude 
G=~[ 1 _ 1 -J- n . 

h (( - z - h)" (( - z)' (( - z),,+l 
Vamos mostrar que podemos faze r esse G arbitrariamente pequeno, 

desde que Ihl seja feito suficienremente pequeno. Por conveniencia, pomos 
-- a = ( - z - h e b = ( - z. Entao, 

G = ~ C~, -b~ ) - b'~-l n 

A demonstra<;ao no caso 71 = 1 e identica a que fizemos anterionnente 
para a fu n<;ao 1'. Portanto, a partir de agora suporemos n > 2. Entao, 

G 
an- 1b + an- 2b2-+ ... + abn- 1 + b" _ nan 

a1tbll 1 

an- 1(b _ a) + an- 2W - a2) + ... + a(b,,-l - a" - l) + (bn _ an) 
allbll + 1 

Como na demonstra<;ao anterior, existe uma vizinhan<;a de z, de raio d, 
que nao contem pontos de C (Fig. 3.22). E tomando Ihl < d/2, teremos 
I( - zl > dele - z - hi > d/ 2. Daqui e da expressao anterior de G, obtemos: 
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o importante a observar agora e que a expressao entre colchetes que 
at aparece contem como fator comum Ib - al = Ihl; 0 outro fator e limi
tado par uma constante K que nao dep-onde de ( E Cede h. Assim, 
IGI < 2n+ 1IhIKj d2(n+ l ) . Agora e so le\'ar esta estimativa em (3.15) e ter
Ininar a demonstra~ao como no caso ja trE.tado anteriormente. 

3.1S. Observa<;ao. 0 Teorema 3.1(· nos mostra que a condi<;ao de 
analiticidade e bastante' restritiva, pois n.os diz que uma fun<;ao analitica 
numa regiao R tern derivadas de todas G.:5 ordens nessa regiao, as quais, 
portanto, sao tambem analiticas. No funco, is to e mais uma conseqiiencia 
do Teorema 3.5 (p . 91), via a formula inte.,-al de Cauchy, dada no Teorema 

3.15. 

3.19. Teorema de Morera. Seja I "rna Iun,iio continua numa regiiio 
R. tal que 

£ I (z)dz = 0 

po ra todo contorno Iechado C c R. Entiic f e anaHtica em R. 

Demonstra,iio. Seja Zo urn ponto q"Jlquer de R, porem fixo . A ex-
-pressao 

F(z) = ;,: I ;)d( 

independe do caminho de integra<;ao. CO::.lO na demonstra<;iio do Teorema 
3.8. F e uma func;ao analitica em R e sua derivada e a fun<;ao F' = f. Pelo 
Te~rerna 3.16, F' tamMm e analitica em R, isto e, I e analitica em R, 0 

que completa a dernonstra<;ao. 

t interessante observar que esta demo::..;tra<;ao baseia-se inteiramente no 
teorema de Cauchy. Em outras palavras, E. reciproca do teorema de Cauchy 

e conseqiiencia dele mesmo! 

3.20. Teorema de Liouville. Ume fun,iio inteira (isto 
em todo a plano) e limitada Ii necessarianente constante. 

e• analitica ..\. , 

. . 

Demonstra,iio. Seja I a referida fuL, ao, e M urna constante tal que 
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If(z ) < j\f para todo z. De acordo com a formula imegral da deri\·ada. 

• 
I Z - 1 i 1(0 . 
I()- -2_ «( )2 d" ,,/ c -,: 

on de = e um ponto qualquer e C 11111 contomo arbitrario envoh'endo z uma 
vez no sentido positivo. Em particular, tomando para C 0 cfrculo Ie - zl = r, 
obtemos : 

11' (2)1<2.1. II«(~lld« ~I I Id(1= A,/ 
211' ,-zl~,.le - -I 2"r2 1;;_'I=' r 

Como r e arbitrario, fazendo r -> :x:. obtemos J' (z) = 0: isto sendo "erdade 
para todo z . concluimos que f e constante, como queriamos demonstrar. 

• • 

3.21. Teor e ma fundamental da A lgebra. 0 teorema de Liou
~ille permite fazer uma demonstra,ao simples do teorema fundamental da 
Algebra. que diz: todo polinomio de grau n > 1 passui aD menDs uma raiz. 
De Jato. seja 

P( ) _ n + _,,-1 + Z -anz an - l ~ , .. +alz+ao, 

onde 71 > 1 e an '" O. Suponhamos. por abslirdo. 
form a Olie 

1 
I (z) = p ro) 

1 

que P nao se anule, de 

• 

e uma fu n<;iio inteira. Como I(z) - 0 com z - 00 e I e continua, portanto 
limitad . em qualquer parte finita do plano, conc1uimos que I e limitada e~ 
todo 0 plano. Pelo teorema de LioU\'ille segue-se, entao. que I e constante, 
o que acarreta que P(z) tambem e constante. Logo, I e identicamente nula 
(pois e igual a seu limite no infinito). Isto e absurdo, vista que P(z ) e fini to 
para todo z, donde a veracidade do teorema. 

EXERCicIOS 

Use a formula integral de Cauchy para calcular as integrais descritas nos Exercs. 1 a 13, 
onde os contornos sao todos percorridos no sentido anti.honirio. 
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1. 

4. 

7. 

10. 

11 . 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

i zdz 2. i zdz 3. i senz d 
z - 2 ' 1:+11_2 z+ 2' 

z. 
IZ- 2i l =2 z - t 1: -11=2 

i zcoS: dz . i-II., ei : dz 
6. 

£ 1.1 

izdz d o. z. 
1: 1_2 Z-t Z + i 1 - 2z 

i e"dz 
1:_1 1=2 7T - 2z ' 

8. i e' dz 
1:-1 1""2 z"2 - 4' 

9. i b+
5

d 
1, 1. 1 1 + 2z z . 

1 2
dz 

dz, onde Ceo quadrado de vertices zero, 2i, e ±1 + i. Ie Z + 1 

1 2
dz 

dz, onde Ceo quadrado de vertices zero, -2i , e ±1 -1. re Z + 1 

1 2 z~: 3 dz, onde Ce o losango de vertices ±.2, ~ ±i. h· z - z -

i log(z+5) ., 
') 2' 3 dz , on de 0 logarltmo e fixado por log5 > O. 

1:1 =2 z· - tZ + , i co,( z, + 3z - 1) 
Use a formula da derivada para calcular (2 3)2 dz. 

1:1=3 z + 

i z2+z+i 
Calcule (4 _ ')3 dz. 

1: 1=1 Z i 

i log(z' + 2) 
Calcule i: l- l (3z 2)2 dz. Observe que esta integral independe do ramo particular 

do iogaritmo. • 

Calcule as integrais dos Exercs. 17 a 20, fixando 0 ramo da fun<;ao j Z2 + 4 pela 
condic;ao v'4 = - 2 e tomando para C 0 quadrado de vertices ±l ± i. 

17. i v'z'+4 d 
c 4Z2 + 4z _ 3 z. 18. i b'+ 4 d 

C 4Z2 4iz 1 z. 

19. i v',1+4 d 
, c z, - 2( I + i)z + 4i z. 

20. i z 
c (2z' + 1)v'z1 + 4 

dz. 

21. Scja f uma fun<;ao analftica numa regiao simplesmente Conexa R, e seja C urn con
tomo fechado simples cont ido em R . Prove que, para z interior a C , 

1 f'() d( = i f () , d(. 
Je (-z c (( - ,) 

Prove, rna is geralmente, que 
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RESP OSTAS E SUGESTOES 

1. 4rri. 2. -41ii. 3. "(1 - e')/e. 

4. ,,(e' + 1)/e. 5. 27l'ie. 6. ,,/2. 

7. 11'. 8. i"e' / 2. 

10. ". 11. -n. 12. "i/2e, 

17. Observe que J Z2 + 4 = Jz - 2iJz + 2i. de sorte que essa func;iio sera negati"a em 
todo 0 eixo real se pusermos 

7i . 1i 
2 <.rg(, -2,)< 2+ 2" e 

7i 31i - - < arg(z + 2i) < -22' 

Isto corresponde a fazer dais cortes ao lango do eixo imaginario, urn de +2i a +ioo e 
o outro de -2i a -ioo . (Fa<;a uma figura para entender bern 0 que se passa.) Escreya 
o integrand a na forma 

v'z' + 4/ 2(2z + 3) 
z - 1/ 2 

e aplique a formula de Cauchy. 

FUNQOES HARM0NICAS 

Diz-se que uma fun~iio u( x, y) e harmonica numa regiiio R se nesta regiiio ela 
possui derivadas de segunda ordem e satisfaz a seguinte equa~iio , cOllhecida 
Como "equa~iio de Laplace" : 

cPu 82u 
L':.u = 8x2 + 8y2' 

Seja J(z) = u(x, y) + iv(x, y) uma fun~iio analitica numa regiiio R. 
Pelo Teorema 3.16, J possui derivadas de todas as ordens em R. Como 
d/dz = 8/8x = 8/8(iy), as derivadas sucessivas de J podem ser calculadas 
derivando repetidamente em rela~iio a x ou em rela~iio a iy. Vemos assim 
que as fun~oes u(x , y) e v(x, y) possuem derivadas continuas de todas as 
ordens em R. Podemos entiio derivar as equa~oes de Cauchy-Riemann, 

Ux = Vy e u y = -VX' 

, 
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m numero arbitnirio de Yezes. Em panicular} derivando Co primeia d~as 
:lm rela<;ao a x e a segunda em relac;ao a y. e somando os result ado:: mem fO 

a membro. obtemos: 

Uxx+ Uy y =O (3. 16) 

Com 0 mesmo procedinlento, porem derivando a primeira em rela~ao aye 
a segunda em relac;8.o a X, vern: 

VXI + Vy y = O. (3.17) 

Podemos vel' tambem, par deriva<;oe; suceSSiva~~~J3.16 )a~},3.17) , q~e 
. u 11 _ sao 

quaisquer derivadas parciais de 11 e v - dlgamos axmay" ' a.rpa,-' 

tambem harmonicas em R. 

A que;tao que se poe naturalmente e a de saber se qual.que, fun~o 
harmonica pade ser considerada parte real ou parte. lmagman~ de u a 

t ~ tao e afirmatlva. Lomo \ eremos a funeao analltica. A resposta a es a que, . d ' f _ 
'J - r ., t' a entre a tfVna & un<;oes partir de agora. Existe entao _ uma 19a~~a? III Illl 

analfticas e a teo ria das fUllc;oes harmomcas. 
A titulo de ilustra<;ao, seja 

., 2 
l1(X, y) = I' - Y , (3.18) 

que e ha~m6nica em todo 0 plano, como se verifica pront~I~e~:e. C~::~~ 
determinar a fun<;ao v correspondente. usando as equa<;0€~ • 

Riemann. Temos: 
Vx = -uy = 2y; 

integrando em rela~ao a X, obtemos: 

v= 2xy + g, 

- ., 
d . funeiio arbitraria de y - a "constante da integw;ao' em 

on e 9 e uma , I - sando v = 
rela<;8.o a x. Derivando esta ultima equa<;ao em re a<;ao a.:. e u. _. 2 ~ 
11, = 2x, obtemos g'(y) = 0; logo , 9 e uma constante arbltra:la e v - xy g. 
Daqui e de (3.18) segue-se que 

) 2 2' 2 + const - (x - ;y)2 - const., f(z)=l1(x , y)+iv(x,y =X + 'xy-y .-
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01: S€Ja, 

f z) = z2 + const. 

Fun<;ao harmonica determina fun<;ao analitica 

Va.'llOS co,""derar 0 ;roblema Da sua generalidade. Seja l1(X. y) uma fUD, iio 
ha:m6nica J.urna re: 'ao R, que supomos, por enquanto, ser simplesmfJ.te 
COLexa. V=05 dete::ninc..r Vel'. y) de forma que f = u+iv seja ana!ftiea 2m 
R . . -\. fun<;i.) v assim ieterminada e chamada a fun<;ao harmonica conjl1goda 
da fun<;ao ' •. CDmo ~o e::;:emplo acima, u e determinada pelas equa<;6e; de 
Ca·lchy-ru~",ann. Dcvemos t ee: 

• • 

Istc· nos IE":" a proccar a fuo\.ao v na forma 

J
rx .y ) 

v i : . y ) = Va + (-l1 y dx +uxdy), 
(x , ·yo) 

(3. l9) 

once Vo = ., xo · Yo) ; .Xo· Yo) e um ponto de R fixado arbitrariamente. 

Se a inkp-al acir,,"" for independente do caminho de integra,ao, a fun,§.o 
v q'ce ela ddne poss'':': derivadc..5 continuas em R, satisfazendo, juntameLte 
COlI U, as e~ua<;6es G' Caochy·Riemann; logo, f = 11 + iv e ana!ftica em R. 
o pcoblemG ,e reduz . ent2..o, a provar que a expressiio -l1ydx + uxdy e ur.:.a 
difE':'encial e:ata; m~ :sto ,equiyale a verificar que a integral desta express~o 
ao h ngo d E 'l ualquer :ontorno :echado C em R e nula. Designando por 3' 
o in:erior d, C e tenG) em cont a 0 Teorema 3.4 (teorema de Green, p. 9 ('1 . 
obt;mos: 

ond~ usamo, 0 fato d, que 11 e harmonica. Isto conclui a demonstra<;ao ca 
exislencia d o fun<;iio 7. a qual e determinada pela fun,iio u, a menos de uma 
con.s:ante abiya arb'c-aria va, como mostra a expressiio (3.19) . 

• 
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Regi6es multiplamente conexas 

No easo de uma regiao multiplamente conexa, a fun~ao conjugada v pode ser 
multivalente. Exemplo tlpico desla situa~ao e dado par u = log vx" + y2 . 
Par simples deriva,oes, verifica-se prontamente que essa fun~ao e harmonica 
em todo a plano, Excluida a origem. Substituindo-a em (3. 19) , obtemos: 

l
(X'Y) xdy - ydx 

v(x ,Y )=vo+ 2? 
(xa,Yo! x +y-

Escolhendo como caminho de integra~ao a contorno formado pelos segmen
tos retilineos ligando (xo, y.)) a (x. Yo) e (.r, Yo) a (x, y) (fa~a uma figural, 
a expressiio acima nos da: 

() 
X 1'0 Y Yo 

v x, Y = vo - arctg - + arctg - + arctg - - arctg-. 

Observe agora qUe 

donde a resultado final: 

~ W x x 

x Yo IT 
arctg - + arctg - = -, 

Yo x 2 

vCr . y) = arctg y + canst., 
x 

que e uma fun~iio multh'alente na regiiio considerada. Em coordenadas 
polares, r = V x2 - y2 e e = arctg (y / x), obtemos: 

f = v + iv.= log r + ie + canst., 

ou ainda, com z = rei6 = ,r + iy, 

f(z) = log z + canst. 

o leitor deve notar que casas como esse se reduzem it situa~ao de uma 
regiao simplesmeme conexa. bastando para isso introduzir um corte conve
niente no plano. 
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Principia do modulo maximo 

A formula integral de Cauchy permite deduzir alguns resultados import antes 
sabre valores maximo e minimo de fun~6es analiticas e fun,oes harmonicas, 
como veremos agora. 

3.22. Teorema. Seja f uma fvn,ao analitica numa "'9iao R. E ntao, 
If(z)1 nao pode assurnir valor maximo em R, a menos que f .seja constante. 

Demonstra,iio. Sejam Zo um ponto qualquer de R, e ,. > 0 tal que 0 

disco C: Iz - zo l < " esteja to do contido em R. Pel a formula de Cauchy, 

1 1 f(z ) • . f (zo) = ---: dz. 
21.1 C Z - Zo 

Daqui segue-se que 

1 1 1 10
2

" If( zo)1 < If(z)l ldzl = :- If(zo + re
i9 )lde = K 

21iT C liT . 0 
(3.20) 

onde K , como se ve, e a media aritmetica dos "alores de If l 50bre C. Vemos, 
assim, que a valor de f em qualqua ponto Zo ERe, em modvlo. menor au 
igual a media aTitmetiea dos valores de If I sabre qualquer c"'cuZo C centrado 
em zo e tal que C e seu inteTior estejam conti.dos em R. 

Suponhamos agora que If(z)1 assuma va,lor maximo M num ponto 
Zo E R: I/(zo)1 = M. Continuando com a lllesma nota,iio acima, teremos 
If(zo + re i9 ) I < AI; ese, para algum valor de e tivermos If I :0 + reie)1 < lvI, 
pela continuidade de 1ft Zo + r eie ) I como fun<;ao de e, est a fun<;iio sera menor 
do que AI em t odo um intervalo de valores de e; daqui e de (3.20) deduzi
mas prantamente que J( < lvI. Isto contradiz a propria desigualdade (3.20). 
Somos, pois, for<;ados a conduir que If(zo + reiB)1 = !vI para todo e; isto e, 
If(z)1 e constantemente igual a !vI em qualquer cfrculo C centrado em Zo e 
que esteja , juntamente com seu int erior, to do contido na regiiio R. Assim, 
If(z )1 e canst ante em todo a disco I: - zol < r; portanto, a mesmo e verdade 
de f(z). ~Ias , como pro%remos adiante (Teorema 6.1 da p. 179), f tera de 
ser constante em toda a regiao R. Isto condui a demonstra<;iio, 

Conseqiiencia imediata desse teorema e a resultado que enunciamos a 

seguir. 

• 
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3.23. Corolario (principio do modulo maximo) . Seja f uma 
fun,iio analitica e nao constante- numa regiao limitada R e continua em R. 
Entao, If(z)1 assume seu valor maximo na fronteira de R e em nenhum 
ponto de R. 

Demonstra,ao. Como If I e continua em R, e este c urn conjunto com
pacto, If(z)1 assume valor maximo em R. Pelo teorema anterior, If(z)1 
nao tern maximo em R; portanto, seu maximo ocorre em algum ponto z da 
front eira de R. 

o teorema e corohirio anteriores permitem demonstrar resultados ana
logos para fun<;6es harmonicas. 

• 

3.24. Teore';"a. 'Seja u uma fun,ao harmonica numa regiao R. Entao, 
u(x, y) nao pode assumir valor maximo em R, a menos que seja constante. 

Demonstra,ao. Considere a fun<;iio f = u + iv, onde v e uma conju
gada harmonica de u. f e analitica em R, e 0 mesmo e verdade da fun<;iio 
F(z) = ef( z ). Agora e s6 aplicar 0 Teorema 3.22 a esta fun<;ao , lembrando 
que IF(z)1 = eU(x,y) e que a exponencial e uma fun<;iio crescente. 

3.25 . Teorema (principio do maximo). Seja u uma fun,ao har
monica e nao constante numa regiao limitada R, e continua em R. Entao, • 
u(x, y) assume seu valor maximo na fronteiro de R, a menos que useja 
constant e. 

Dem onstra,ao. A cargo do lei tor. 

Problemas de Dirichlet e de Neumann 

o teorema anterior tern apJicac;6es importantes em problemas de Fisica 

Matemalica, quando se faz necessario resolver a equa<;iio de Laplace, ou 
mesmo a seguinte equaC;iio, chamada equa,ao de Poisson: 

L'>u = f. 

Entende-se que essa fun<;iio f seja dada numa certa regiiio R, onde deseja-se 
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achar a fUll(;ao u satisfazendo a condi~ao de ser igual a uma outra funr;ao 
dada na fro nteira de R. Um tal problem a chama-se "problema de Dirichlet" . , 

As vezes, nao 11, mas sua derivada normal au/an e que deye igualar uma 
dada fun<;ao na fronteira; este e 0 chamado "problema de Neumann" . 

Os problemas de Dirichlet e Neumann siio exemplos tipicos de "proble
mas de comorno" , assim chamados justamente porque a fun~ao u tern de 
satisfazer certa condi<;iio na fronteira ou contorno da regiiio R. Alem desses, 
ha autros problemas de contorno, con forme as condi<;6es impostas a func;iio 
u na fronteira, mas aqui vamos nos limitar apenas aos dais mencionados. 

Denotando com oR a fronteira da regiao R, f uma func;ao dada em 
Reg uma func;ao dada em oR, os problemas de Dirichlet e Neumann, 
respectivamente, assim se enunciam: achar u em R tal que 

L'>u = f com u = 9 em oR; 

achar u em R tal que 

L'>u = f com au /an = 9 em oR; 

Vamos mostrar que 0 problema de Dirichlet, se tem soluC;iio. essa soluC;iio 
e linica. De fata, snponhamos que 111 e U2 sejam soluc;6es: entio, pondo 
u = U1 - 112. teremos, 

D.u = D.UI - L'>u, = f - f = 0, 

isto e, u e solu<;iio da equa<;iio de Laplace em R. Alem disso, em oR, u = 0, 
pois tanto u 1 como U2 sao iguais a 9 na fronteira. Como u se anula na 
fronteira, pelo princfpia do maximo, u deve se anular em toda a regiao R. 

Vamos considerar 0 problema de Dirichlet para a equa<;iio de Laplace, 0 

que equivale a tomar f = ° na equa<;iio de Poisson. Com 0 meSillO tipo de 
raciodnio que acabamos de fazer, podemos provar que as valores de u em 
R nao podem variar mais que seus valores na fronteira. Mais precisamente, 
sejam UI e U2 solu~6es dos problemas de Dirichlet em R com valores de . 
fronteira 91 e 92, respectivamente. Entao, pelo prindpio do maximo, 
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lsto significa estabilidade do problema de Di:ichlet , isto e, "pequenas" 
Yaria<;6es nos valores de 9 56 podem acarretac "pequenas" varia<;6es nos 
yalores de u. 

Resultados anruogos a esses valem para a problema de Neumann e ficam 
, . 

para os exerClClOS. 

EXERCi cIOS 

1. Sendo J = u + il: uma func;ao analitica Duma regjf.;) R, mastre que u e conjugada 
harmonica de -1', 

0) Mestre que 11 = I - 5xy e harmonica em todo 0 pia:. ) , Determine sua conjugada v e 
expresse f = u + it, em term os de z = x + iy. 

3. Mestre que a(x2 - y2) + bxy e a forma mais gen': dos polin6mios homogeneos e 
harmonicas do segundo grau em x e y. Determine 5".:a fun~ao harmonica conjugada 
e a fU11\.9.0 f = 11 - i u. 

~. Determine a forma gera i dos poiinomios homogene(J~ e harmonicas de grau 3 em x e 
y. Determine tam bern a func;ao harmonica conjuga<i~ e a func;ao f = 11 + iv. 

j\·1ostre que as funC;6€s !L dos Exercs. 5 a 7 sao harmor :cas em todo 0 plano. Determine 
a fun~ao harmonica conjugada e a fun~ao f = u + iv em cada caso: 

v. u=x-·.J:xy. 6. U = SCIlX coshy. 

• 
~. Sejam J uma fun~ao analitica e nao constante numa :egiao R e Zo urn ponto qualquer 

de R. }'Iostre que em qualquer vizinhan~a de Zo ex.j;:em pontos z tais que IJ(z)] > 
I/(zo) l· 

9. Seja f uma fun~ao analitica numa regiao R, naa CO!....5cante e que nao se anula nessa 
regiao . a) rvlost re que If(z) 1 nao tem valor minimo €-:!l R. 

b) P r incip io do m 6dulo minime: ~Iostre qUE ::oe R e uma regiao limitada, f e 
analitica e nao COIL"tante em R, nao se anula e e con<nua em R, entiio IJ{z}l assume 
seu valor minime na fronteira de R . 

c) De exemplo de uma fun~ao f que se anula en: algum ponto Zo de uma regiao 
R, tal que I/(zo)1 ~ 0 e 0 valor minimo de I/(z) l. 

10. tvlostre que uma fun~ao harmonica numa regiiio R ns.e, pode ser constante em qualquer 
subconjunto aberto de R, a menos que seja constanl7 em toda a regiao R. 

, 
11. lvlostre que uma fun~3.o harmonica e B aD constante 11".lma regiao R nao pode assumir 

valor minime. Principio do rninimo: 1\0 caso de R ser uma regiao limitada e a 
fun~ao harmonica cont inua em R, seu m inima ocorn oa fronteira de R. 

12. Seja 11 uma funl$so harmonica numa regiao limitada ? e continua em R. Mostre que 
I ul assumE' seu valor maximo na fronteira de R. 

.:!:... 
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P
rove que a solul$8.0 do problema de Neumann, quando existe. e un ica a menos de 

13. 
uma constante aditiva. 
Se· a n uma sequencia de fun~6e5 definidas na fronteira de lima regiao R e cO~lVergindo 

14. u;if!memente para uma fun~ao f. Pro\-e que as correspondentes ~oluc;oes UII do 
problema de Dirichlet para a equa<;ao de Laplace em. R, quando_ e:\.Istel~l. formam 
uma sequencia. uniformemente COIlyergeme para a sol~ao da equa~ao do problema de 

Dirichlet com dado de fronteira g. 

RESPOSTAS 

2. 

4. 

/ (z) ~ z + 5iz' /2 + const. 

u = ax3 - 3bx2 y - 3axl + by3 , 

I(z) ~u+iv~ (a + ib)Z3 + c. 

6. v=cosxsenhy+c, ! (z)=senz+ic. 

9. Para a parte a), considere a fUI1I)3.o 1/ f. 
11. Sendo u a referida fUl1<;iio, considere a fun~ao -u, que tambel11 e harmonica. 

• 

, , 
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, ~ 

SERIES DE POTENCIAS 

, -
SERIES DE FUNC;;OES COMPLEXAS 

Estudaremos, neste capitulo. 0 desenvolvimento de fun<;oes analiticas em 
series de potencias. Veremo::: ser este urn modo natural de construir fun~5es 
analfticas e urn dos instrumentos mais importantes no tratamento dessas 
fun~oes. IniciaIllos este esh:do com algumas defini<;6~ gerais relativas as 
series de fun<;oe;; . 

Come<;am05 obsermndo que as defini<;oes de limite e convergencia de 
seqii€mcias e series de numeros complexos sao exatamer..t€ as mesmas que ja 
conhecemos do caso real. DC5ses conceitos seguem as n:esmas propriedades 
ja conhecidas no caso real sobre limites de soma, produco , quociente etc., e 
cujas demonstra<;oes sao feitas segundo as mesmas linhas de raciocfnio. 

Uma sbie de lun,;;es e urna serie 

00 

L I" z) = lo(z) + /!(z) + ... 
n=O 

cujos termos j" sao , em gera! , fungoes de uma variavel .complexa) z, todas 
com urn dominio comum de defini<; ii.o. As expressoes 

oc 

Lln( : )' Lln(z , e l o(z)+/!(z)+.·· +ln(z)+ ... 
n=O 

sao meros sfmbolos com que denotamos uma serie. Ko caso de uma serie 
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convergente , eles assumern 0 5ignificad·) de soma da seri€'o isto e. 
oc , 

L In(z) = f: (z) + 11 " ) + ... = lim s"{ : ), 
Tl=D 

onde sn (z) e a soma parcial ou reduziCa de ordem n: 

, , (z) = L h(z). ( 4.1) 
) = .1 

Em se tratando de uma sirie conwrgente, e claro que sua soma s (z) = 
L: Inlz) e, em geral, uma fun\ iio de z. "e51e caso a expressiio 

00 

Tn(Z) = s(z) - sn(i) = L r ' z) = In+1(z)+ 1,. - 2(=) + ... 
j=n+l 

e chamada 0 Testo da serie a partir do ' ermo I n+ 1 (z). 

Convergi!mcia simples ou pontual 

Seja 

, (z) = L fn {z) (4. 2) 
. , 

uma serie convergente, para :odo z n-~ certo conjunto D. Entao, dado 
qualquer E > 0, para cada zED existf .V tal que 

n > S =} Is(z ) - sn(z)1 < E, ( 4.3) 

onde sn(z) e a reduzida de ordem n dada em (4.1). , 
E import ante observar g'oe, em gc:al, N depende nao 5<lmente de " 

mas t ambem do valor z con;-'derado. POl' exemplo, consideremos a serie 
geometrica 

para a qual 

, 
sn(z) = 1 +z+:· + ... +:n = , 

1-z 
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t daro que para Iz l < 1 a serie acima cm\'erge esc, soma e (1 - z)- L 

1 , 
s(z) = = 1 + z + :- + ... , : < 1. 

1 - z 

P ar outro lado, 
Izl,,+1 

Is(z) - s,,(z)1 = I I 1- z 

e n:enor do que e se e somente se (es ta111<:'; supond" :1 < 1) 

log (e l1 - : ) 
n > loglz l - 1. 

Esta ultima expresao, par sUa'vez, ere,ce acima :7 qualquer \'alor it me
did a que : aproxima 0 valor 1; logo, nao i possiwl :7terrninar .V de form a 
a s2.t isfazer (4.3) para todo z de modulo :Ilenor do ::"e 1: 0 yalor de N de
p ende de cada z particular que se conside:e. por iss" :11eS1110 a convergencia 
COSIunla SE'r chamada de convergencia sin:ples ou co"', :'ergencia pontual, que 
e 0 tin ico tipo de convergencia que t emo; de consi6~:ar quando estudamos 
seqjencias e series numericas . No entantc·, ao trata.-::lOS sequencias e series 
d e fun<;oes . sejam elas reais ou complex&. ha um c rro tipo muito imp or
tante de convergencia, chamada converge ncia unif: -ne, que \'amos consi
derar ern seguida. Esse tipo de convergencia e um :05 topicos centrais de 
qualquer curso de Analise ([A2], Capitulo 9). 

Convergi'mcia uniforme 

4.1. Defini~oes. 1) Diz-se que una seqUen: :.l de fun9i5es U,,(z)), 
defi·,i do.s num mesmo dominio D , converg; unifoTmi'-.ente po.ra uma fun9 ao 
f(: ' se fo r sempre possivel determinar 11"1, Indice S ,m correspondencia a 
coda E > O. tal que 

'Vz ED en> N '* If" : ) - f(z < e. 
• 

l) Diz-.le que a· serie (4 .2) converge w: :!01mem f··.:e em D se for sempre 
posd,.el de terminal' um indice N em con~;ponden c:: a cada E > 0, tal que 
a co·,di9QO (4.3) fique satisfeita pam todo : E D. 
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4.2. Exemplos. 1) A sequencia f n(z ) = men, converge para zero, 

qualquer qu~ seja : = re" no setor circular l' > 0 e 101 < IT / 2. mas nao 

uniformerneu €. Para vennos iS50, observan10s que 

I 
-lIzl . I -nr(cos8+isen 8)1_ nre-nr cos8 nze = nr e - . 

Ora. est a ul:ima expressao tende a zero em todo ponto z fixo. 11as nao 
unif~rmeme:::t e. Por exemplo, basta imaginar 0 fix o e r = l /n : au, ainda. r 

fixo e 0 aprczimando-se de IT 12 de tal modo que cos 0 = 1/nr. 

2) A ser:e geometrica. considerada anteriormente, e um exemplo tipico 
de serie que converge no disco Iz l < 1, mas n:'10 uniformemente. A mesma 
serie conYer,e uniformem ente em qualquer disco fechado Izl < f < 1. Com 

efeito , temo- : 
1: 1>1+1 < 8,,+1 

11 - zl - 1 - Izl 

que e mellO: do que E, desde que tomemos 

10g o(1 - 8) _ 1 
n > log 8 . 

. Assim, a cwdi<;ao (4.3) fica satisfeita para todo z no disco fechado 121 < 8. 

, . 
4.3. Teorema. Uma condi9ao necessaria e suficiente para que a sene 

(4-1) conv;,~;a un;fo1memente em D e que, dado, > 0, seja passive/. deter
minar N te.: que, para tad a inteiro positivo p, tenhamos: 

zE D en> N,* ISn+p(z) - s" lz)1 < E, (4 .4) 
• 

01J, se)a, 

zED e 11 > N =- Ifn+ ' (z ) + f ,,+2(Z) + ... + fn+p(z)1 < c. 

Demon"'ra,iio. Supondo que a serie convirja uniformemente em D , seja 
s(z ) sua so::na. Entao, dado € > 0, existe N tal que, p ara todo n > N e 

zED, o 
ISn(z) - s(z) 1 < 2; . 
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e claro que vale tambem a desigualdade 

~ 

Is,,+,.(z) ~ s(z)1 < ; 

Entao. us an do a desigualdade do triangulo, 

18n+ p(z) - sn(z) 1 I[sn+p(z) - s(z . + :8(: \ - 8n(: )11 

< ISn+p(z) - s(z ) + 1st: - s,,(: 11 
€ E 

< - + - = E. 
2 2 

Isto prova que a condi<;ao e necessaria. 
Pa::a pro\'ar que ela e suficiente, partimos ca rupolese de que (4.~) es

teja sadsfeita; logo, para cada z fixo, sn(z) e '~_ma s€Gliencia nurnerica de 
Caud1\'. portanto, convergente. Seja s(z) seu lillite. que e tambem 0 limite 
de 8,,-o,(Z) com p - 00. Entao. 

lim [8,, +p(Z I- sn(z)1 = s(z l - 8"(: 
p-oo 

€, em conseqiiencia. temos tambem que 

Finalmente, passando ao limite em (4.4) com p - xc. wm: 

2 E Den> N =? 18(z) - 8- :) < c. 

prov8c:do que a condi,iio e suficiente. 

L 1118 conseqiiencia importante do teorema ::.cima e 0 chamado teste de 
'VVeier-::trass, que consider amos a seguir. Ele Eo rreqiiemememe usado para 
testar :38 uma serie e au nao uniforrnemente co:.'~;ergeme . 

" .[ , . 4.4 , Teorema (teste M de Weierstra..':,). Se)"m L-'" uma sene 
numi:-ica convergente e J,,(z) uma seqiiencia d, /"'(7).(;8,-, definldas num con
junto D, satislazendo a condi,rio I/n(z)1 < M,. pam todo n £ todo z ::: D. 
Entao. a seTie I: J,,(z) converge uniJormemente em D . 
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Den, .' nst,-a,Qo. Observe que 

In-l(Z) + ... + /n +p (z)1 < I l i'~I(z) + .. . + 1/+p(z)1 

< fiJ._ 1 + . . . + Mn+c· 

COlllO == .11rl e cOllvergente, dado qualque.:- ~ > O. existe 1\' tal que 

z ::: Den> N =? Mn+1 - . .. + .1J,,+p < " 

~ogo. teL):S tambem: 

o E D en> N =? IJn+I(Z) - ... + .'n+p(z)1 < c. 

, 

Daqui e :,) Tearema 4.3 segue a converger.:cia uni:'orme de ~ ill (z) em D. 

. . 

4 .5 . Exemplo. Para vermos que a ~erie gec,:netrica 1 ~ z + z2 + . '" 
~onsiderc..:ia coteriormente, converge unifor:-nemen~e em qua:quer disco 12 I .( 
.. < 1, b~,ta aplicar 0 teste de Weierstras,. nota~do que a teferida serie e 
':omi_na d:-. pela serie numerica 1 + {; + 02 - . ... a qual e cO:-.\"ergente , \'is to 
~ue 6 < ~ , 

o tel: :-ema seguinte revel a a importanria da c')IlVergEmc:a uniforme das 
!eries de ~ln<;oes analfticas; seu alcance se:-a mai~ bern con-.preendido logo 
:.diante. ~'lando tratarmos das series de pCotencia:::_ 

4.6. Teorema. Seja 

00 

J(z) = L I , :) (4.5 ) 
n=O 

'~ma sen': de /unfoes cont(nuas, uniformemente co nvergentt num conjunto 
.J. E ntao. 

i) I " continua em D; 
'2) no caso de a convergencia ser umjorme 00 Longo de urn contorno 

c.' I a Int'-""Q de J sabre C pode ser obtida pOT int'9Ta,ao d, (4.5) term a a 
T.:rmo; 

3) se .: convergencia e uniforme numa reg-iiio -3implesm tnte conexa R, 
C' ,~de. as f ... nr;oes if! sao analiticas, entaD f tamb-im e anaHtica em R, e 
,"as deTil·Aas podem ser obtidas deTivando a seri, (4.5) term a a termo um 
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. n'limero conre.niente de vezes. 

Demonstra~iio. 1) Seja c > 0 arbitnirio e Zo urn ponto qualqu'r de D. 
Com a nota,iio 

n 

s,,(z ) = L l j(z) , 
j=O 

resulta que 1 z) = s, (z ) + r,,(z) ; logo, 

YO 

rn(z) = L li (z ), 
j=n+ l 

111:) - 1(:0)1 < 18,,(z) - 8,,(zo)1 + Ir,,(z) - r,, (:o)1 

< 18,,(z) - 8n(zo) 1 + Ir,,(z)1 + Ir" 20)1 (4.6) 

Da conwrgencia uniforme da serie (4.5), segue-se que e:.jste U:::1 indice 
N tal que 

zE D. n > N '* Ir,,(z)1 < c. 

Fixado n = S. usamos a continuidade de SN(Z) para deteroinar t > 0 tal 
que 

zED. Iz - zo l < 6,* ISN(z) - s.,,(zo)1 < c 

POl·tanto, com n = JY e Iz - =01 < 6, a desigualdade (4.6) no; da 

II(z) - l(zo)1 < c + c + c = 3[. 

dande a cantinuidade de 1 em D. 

2) Quanto it integra<;ao ao longo de C, 
-
l.f1z)dz = fc sn(z )dz + fc r,,(z)dz 

" L ( I j (z )dz + r r,, (z) dz. 
j= O lc lc 

Tomando n > .V e observando que 1,·,,(z)1 < [, obtemos: 

! r,,(z)dz < r Irn(z)l ldzl < [ L, 
. c Jc 

(4 .7) 

, 
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onde Leo comprimento do contorno C. Portanto. fazendo n --> 2\: em 
(4.7), obtemos 0 resultado desejado: 

:>0 1 I (z) dz = L 1 I j(z)dz 
c j =O C 

\ -l.8) 

3) Vamos sup or agora que as fun<;6es I n sejam analiticas em R. E::tao 

fc I)(:)dz = 0, j = 0, 1, ... 

para to do contorno fechado C em R. Daqui e de (4.8) segue-se que a il11 ~gral 
de 1 sabre C e nula. Como 1 e continua e C e arbitrario. concluim05. pelo 
teorema de Morera (p . 106). que 1 e analitica em R. 

Finalmente, devemos mostrar que l' = L I:,· Dado: E R. seja C um 
contorno fechado simples em R, envolvendo 2 positi,·amente; par exe=lplo, 
C pode ser um circulo I( - z: = 6. Como a serie 

k' f(() 00 k! 1" (() 
2"i (( - : )k+ l = ,~ 2,,( (( - z)k+ l 

converge uniformemente em (, para ( E C , ela pode ser int egrada T'rmo 
a termo ao longo de C; us.ando a f6rmula da derivada k-.esima (p . qq), 
obtemos, por integra,ao tenuo a termo: 

:>0 

1 <} (z) = L I~k)(z) . 
I! =0 

Isto completa a demollst ra<;ao do teorema. 

EXERCicIOS 

1. Supondo que a seqiie:GCia de numeros complexos (an) seja conyergente, proYE que a 
serie Lan zn converg.: uniformemente em qualquer disco jz i < r < 1. Pro·;~ que 
isso e yerdade mesmo que a seqiiencia (an ) seja apenas Iimitada. nao necessaric..:nente 
convergente. 

> > 

2. Prove que a sequenc ia 1n(z) = Hze-"-; - tende a zero para todo z no setor c~cul ar 

r > 0 e 181 < irj4, ma~ !laO uni formemente. Proye que a conwrgencia e unifor':l€ em 
qualquer domlnio do i :PO r > c > 0 e 181 < -rr/4 - o. onde 0 < I < TLl-L 

• 
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3. 

4. 

Derh'ando e integrando a serie 

• ,--'1,- = " : ' • 
l - z L 

n . ( 

(:, cenha os seguintes desenvolvimentos. valid o~ :! Il1 Izi < 1: 

x 

1 ),="(n+1)Z" e 
(l- z L 

"",0 

o.de log{ l - .: ) eo ramo do logaritmo que cor:-!'sponcie a log 1 = O. 

Ootenha os segl.lintcs desenvoh-imentos : 

1 

l +z 

oc 

x 

=L(- l )"z" ; 

~ 

_ 1.,." L'" . • = z . 
1 - 2:2 

'1 '" 0 

• 1 = "(-1 )" (n+1 )z"; ' 
(l-z)' L 

~ (_ 1)" - ] _. 
10, l l+z) = " z : . L n 

,, =0 " .. \ 

: :dos d.lidos em Izi < 1-

'.-:sando 0 tesle de Weierstrass, mostre que 8.f :eries daclas nos Exercs. 
verg '; ::l uniformemente nos dominios ind ic-ados em :ada caso . 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

, 
'" .. ".::.co:::,:;3",n , 1 d' I I < < 1 " -: _ z .. em qua quer 15('0 Z _ T . 

1 + on . ,. ; 
:-.; ~ 3 

"\"""' n- - ~ CO:Tl /,,- 1, em qualquer d isco Izi < ~ < l. 
--..J IOn- + , . , 
~ 11 + 7.jn 1 if! -1 , em qua\quer disco Iz i < r < .;2. 
~ (n + 1)2-' . , 
, ( 1)" 
~ - n (= _ 1)", em qualquer disco Iz - 1 < r < l. 
-.J 11 + 1 
.] 

, I "Rn 
z", em qualquer disco Izl < T < R. 

~ , 
. "': 

em qualquer disco 121 < R, QualQue: que seja a constante Q. 

--, 
em qualquer disco 121 < R. 

, 
<"""nco,n_ ,_ 1 d- II R ' :c..,;=-;-e·' .. . em qua quer ISCO z < . 
--J n3 + 1 
- _ 1 

.j a 16 con-

• • 
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x 

13_ ~ 1 em qualquer conjunto com~.!c t o que €:xclua os c: l adrados p-,: rfei t05. ~ n 2 - z ' 

x :/n 

14. ~: ~ . em qua lquer conjunto cOI:.9aCW que :ulo cOUi.:, nha nume:·)s d2. fOrlL', ~ n +z· 
"= ] 
2 = ±in com n natural. 

x 

15. ~ !( 1 ) . em qualquer conjunto c(·::J. pact.o qu o; exclua C~ numeros taturai.;;. ~ n. z -n . ,, = , 
x 

L v'n+ 1 
16. , ' n - 22 

em qualquer conju uto COIT. ;>8CtO que t;.;:c!ua 0 5 :.umeros in:eiros . 
n = 1 

, 
17. Prove que a serie «(z) = ~ ~ 

L. n- define ·.:..:na bnr;ao a.nalitica t m Re z > 'J. con.lJ.ecic :, 
. 

como funr;ao zeta de Riemann. 
~ 

18 ' 1 - - " ,en ,, : d fi f' I' . '. II · 1\ ost re que a sene 0 2" e ne u rt. :. UD.;.:aO a L.!:. itlca DC. :a lxa m:: < log 2. 
] 

oc 

19 '1 -. L sen ll :: ·t- . I ' · 1\ ost re que a serle , converge t.:. :.; Of De me:. :e no ('IX'':' :ea , mas f ::n nec..hUlL:' n-
] 

regiao do plano complexo. 

SUGESTOES 

17. Qualquer ponto z t al que R€':: > 0 esta c uticlo nU T!, semiplar,(j aberto R::: > ':. > O. 

18. Use 0 teste de Weierstrass. notando que 

2 I ? 1/ _', 1 · , 
Isennzl = _Ie, n +e ' ') + ., (se:: nx - co:'nx). 4 _ 

19. Use a experil~nc ia ganha com 0 exercfcio .:.:lter:or. 

· -SERIES DE POTENCIAS 

Dent re as series de fun<;6es. sao de intE,esse espEcial as dries de potencias. 
au series do t ipo 

00 

J(z) = L D·h - zo)'". (4.9 ) 
n=O 



• 
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onde as coeficientes Q " e a ponto Zo sao eonstantes complexas. Como "e
remos brevemente, toda serie de potencias convergente define uma fun,ao 
analitica, e toda fun,ao analit ica nUill ponto 2 = Zo pode ser desenvohcda 
em serie de potenci3S 11'lm3 vizinhan,a de Zo . 

Ja vimos alguns excmplos dessas series no caso das fun,oes (1 - zt~ e 
(l+z)-L . 

1 

1 - z 

x 

= '\' Z'" L..., , 

r,=O 

Izl < 1. 
1 

1 + 2 
= 2:)-I)"z". 

n=O 

Alias: estas series sao n:.uito uteis na obtenc;ao de autros desenvolvimemos, 
como ja tivemos oportlO.tlidade de ver nos Exercs. 3 e 4 anteriores. A sepir 
damos mais quatro eW:::lplos. 

4 .7. Exernplo. V2~'l10S desenvoh'er a fun,iio 1/ z em serie de potenc'as 
de z - 3. Veja: 

1 _ 1 _ 1/3 "" (_1)" . 
z -. (z - 3) - 3 - 1 + (z _ 3)/3 = L 3,, +1 (z - 3)", 

n=O 

desenvolvimento este q'"e e valida em Iz - 31 < 3. 

4.8 .. E)(.ernplo. Vejamos agora como desenvolver a meSilla fun, ao 1 z, 

porem em series de pot"ncias de z + 4 = z - (-4): 

1 1 - 1/4 00_1 
z = (z + 4)-4 = 1-(z-4)/4 = L 4n+l (z + 4)". 

Il=O 

Aqui 0 desenvolvimentc, e vaJido em z + 41 < 4. 
• 

:'-iesses dais ultimo; exemp!os , temos a mesma fun,iio j (z) = l/z de
senyolvida em duas ser:eS de potE!Dcias distintas, uma en1 rela~ao ao PO!-TO 
Zo = 3, a outra em re!a~'iio ao ponto 20 = -4. 

4.9. Exernplo. 
potencias de z - 3: 

1 1 

"amos desenvo!ver a fun,ao j(z) (2z - 9) - 1 em 

22 - 9 2(z - 3 )- 3 
-3

1 
. .,--~1--.~ = 3

1 "to [2(2
3
- 3)J" 

1-2(z - 3)/3 
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logo, 
1 00 _2" 

.,_ -9 = L 3,,+1 (z-3)", 
-- 71=0 

desenvolvimento este que e valida em Iz - 31 < 3/2. 

4 .10 . Exemplo. A mesma fun<;ao do exemp!o anterior sen! agora 

desenvolvida em porencias de z - 4: 

1 1 

2z - 9 2( z + 41 - 1 ~ 

portanto, 
-?" 

- '" - (z + 4)" 22 - 9 - L 17,, +1 . 
1 

• • 

Este desenvoh'imento e "alido em Iz + 41 < 17/ 2. 

Cada uma das series consideradas nesses quatro ultimos exemplos con
verge nos pont as 2 de um disco de centro Zo · E e faeil , 'er que elas di"ergem 
nos pontos z fora desses discos. Esta situa,iio e de carater ge,al e segue do 
teorema que consideramos a segllir. 

4.11. Teorema. A toda serie de potEncias (4·9) uta asoociado 
um numero niio-llegati!'O r, tal que a serie converge Qbsoiutamente em 
Iz - zol < r e ullijormffnente em qua/quer disco Iz - zol < ,.' <,.. Ela 
diverge em Iz - zo ! > r. 0 numero r; que pode assumir os r,llores T' = 0 e 
r = 00, e cha:mado 0 'i7Y1 io de convergencia" da serie; e 0 di~co de raio r e 

centro zo, a seu lidiseQ de convergencia ", 

Demonstrar;ao. Pode acontecer que a serie s6 cOllyirja em z = ':0, caso 
em que, e claro

1 
r = O. Do contrario, a serie COllyerge eln Uln ('erta z = Z1 =I

zo; entao, 0 termo geral all (ZI - .:o)n tende a zero: dande segue-5e que existe 
M tal que la" (ZI - 20)" . < M para todo n. Portanto, 

n _ -: 

la,,(z - zon = la j zl - 20)" 1 z - Zo < AI " - 20 , 
ZI - 20 Zl - Zo 

Isto mostra que a serie ~ Ian (z - zo)" I e majorada pe!a serie 

" z - zo 
M'" 

L ZI - Zo 
, 

(4.10) 
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a qual converge no disco Iz - zol < IZ1 - zo l; logo. a serie (4.9) com'erge 
absolutamente em todo z desse disco. 

Seja r 0 supremo do conjunto dos numeros IZ1 - zo l, onde Zl varia no 
conjunto dos pont os on de a serie (4.9) converge. Dado qualquer z' no disco 
10 - zol < r (Fig. 4.1 ), pela definic;ao de r existe Zl onde a serie cOll':erge, 
e tal que Iz' - zol < IZ1 - zo l. Daqui e do que vimos no paragrafo anterior, 
concluimos que a serie converge absolutamente em :. :::: z' €, portamo: no 

• 

disco Iz - zo l < " 

Fig. 4.1 

Pela sua propria definic;ii.o, vii-se tam bern que, se r for finito, 
diverge em Iz - lO ! > r . 

• 

, . 
a sene 

Resta provar a cOI1Yergencia uniforme em qualquer disco Iz-zol < 1" < r. 
Fixemos Z l tal que r' < IZI - zol < r (Fig. 4.2). Entao, 

z - Zo 
Z1 - ZO 

r' 
< = q < 1. 

IZ1 - zo l 

Daqui e de (4. 10). obtemos: lan(z - zo)"1 < Mq": aplicando 0 teste de 
\\'eierstrass (Teorema 4.4), conelufmos que a serie (4.9) converge uniforme
mente no disco Iz - lol < r' < r, 0 que completa a demonstrac;ii.o. (Observe 
que 0 teorema nada esdarece sobre os pontos da fronteira do disco de con
Yergiincia. ) 

• 
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" • 

Fig. 4.2 

4.12, Teorema. 0 raia :> can verger. cia r do serie (4 .9) e dado par 

, 
- = lim 

n-x 

qucndo este limitE EIiste. En. :eral. r e dedo par 

1 

COi"';, a conven~iio dl; se tom.Q~ '" :::: 0 au T = 00. confarme 0 denominador 
de,;:a expressao seja infinito ( .ow :ero . respu:tiva'menie. 

Demonstra,iia. Suponhan. :~ que exis12. p primeiro limite referido. En
tao. pelo teste da re.zao, a seri, ~ la ,.. (z - z,: ,n I conYerge (portanto, converge 
tapcbem a serie (4.9 1) se 

( , )" 
I" an Z - - : 
1m ( . 

ll--->X Qn+l Z _ :.: )n+ . 

1 . an 
b m 

I: - zol r. -x a,,+l 

for J1aior do que 1. vale dizer. : - :.0 1 < Ii:::! lan / a'n+ 11 = r. 

Para completar a demans~: ',<;ao da prineira parte. resta provar que a 
serie (4.9) diverge ' e Iz - zo l > r. Ora, se ela conyergisse em urn certo Zl, 

corr. IZI - zo l > T, entao, pelo ~ .. ::orerna amerior, convergiria absolutamente 
em qualquer z' com IZ1 - zol > :' -:.01> r. contradizendo 0 teste da razao. 

,~ demonstra,ao da segund; parre e analoga, utilizando 0 teste da raiz, 
segcndo 0 qual a serie L la n (: - zo)"1 com'erge ou diwrge conforme seja 

lim Vlan (z - :0)" f = Iz - zoilim yfa:I 
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menor au maior do que I, respectiva!:.~nte, 

EXE RciCIOS 

Xos Exercs. 1 a 5, obtenha os desenvol\"ime: .. :~s ern serif:! de potencias, conforme especi
fica«;ao em cada caso. Determine os resper:'-:os discos de convergencia e represeme-os 
graficamente. 

I. }(z) = l /z em potencias de z + i. 

2. j{z) = liz em potencias de z - i. 

3. }(z) = i/(z + i) em potenc ias de z - I. 

•. }(.) = 1/(2. - 3) em potencias de z. 

O. f (. ) = 1/(2. - 3) em potencias de z + : 
6. f {z) = l!z'l.em potencias de z - l. 

7. j (z ) = 1/z3 em potencias de z + 2. 

Determine as raios de cOllve rgencia daE :..~!:'ies dadas :105 Exercs. 8 a 16. 

9. Ln!: " 
11 = 0 

10. t(·-i)" 
n' 

u=D 

x 

13. 2)v'2/" z· 
,.0 

x 

11. L !og(3,.' + 5)(. + i)". 
x 

12. L (".:.in) z". 
, .0 n=O 

• • 

x 

16 L 11. ,,2 
3" Z .. 

'1= 1 

x 

1 •. Lhln)"z". 
'"1= 0 

x 

~ ~ . :" 15. ~ .. 
r. 

n=! 

x 

Ii. L anzo, onde a2 1l =21 11 e a2n_ ! =: ,,'-1 

~. =0 

x 

I ' . "'a"z" , d ' .. 0 - . u Lan e an = n - se n e prnn eo : Q'I = Sf n nao e primo. 
r , = 0 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

• 

1. 
1 

. + ( .) = etc. 0 disco de con"~:."~en cia e i ': + il < l. 
-1. Z + 1. 

1 

3. 
1' 1 

~~~--~ ~!- . • - ~ . = etc. 
=+i l+i+(Z- I ) l+i 1+ (:-L )/(l+i ) 
Ii I. - 11 < J2'. 

o disco de conyergencia 
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6. Obtenha pr imeiro a serie de 1/ z, depois derive. 

8. r = I. 11. r = 1. 12. r = l/e. 

1- Trata-se de uma serie de potencias de tv = z2. O. 

16. Observe que a,,2 = n/3n. 

17. r = 1/5. 18. r = 1. 

, . , 
SERIES DE POTENCIAS, SERlE DE TAYLOR 

1 •. r = O. 

Vamos estabelecer agora uma caracteriza~ao das fun~6es analiticas como 
aquelas que podem ser desenvolvidas em series de potencias. 

4.13. Teorema. Toda serie de potencias 

00 

I(z) = L a,,(z - zo)" (4. 11 ) 
11=0 

representa uma IU1l9iio analitica no seu disco de convergencia 12 - zol < ". 
Ela pode ser derivada tamo a termo urn numero arbitrario de vezes; e as 
series assim obtidas pOSSHem 0 mesmo raio de convergencia r da sene ori
ginal, e rep1'esentam as derivadas da fun9iio I. 

Demonstra9iio. Dado z qualquer no disco Iz - Zo 1 < 1', e claro que existe 
rl < r tal que Iz - 201 < rl (F ig. 4.3a). Neste disco a serie (4.11) converge 
uniformemente (Teorema 4.11 ) e pode, entao, ser derivada termo a termo 
(Teorema 4.6). A serie de derivadas 

, 

:x: 

1'(:) = L(n + I )an+l(z - zo)" (4.12) 
71=0 

converge pelo menos no disco Iz - zo l < r, de forma que seu raio de con
vergencia 'r' e pelo menos T . 

Suponhamos que r' pudesse ser maior do que r. Seja entao ,./1 tal que 
l' < 1'/1 < 1" e seja z tal que r < Iz - 201 < 1'/1 [Fig. 4.3(b)]. A serie (4. 12) 
converge uniformemente em Iz - zol < ,." (Teorema 4.11); logo, pode ser in
tegrada tenllO a termo ao longo de um caminho C, ligando Zo a z (Teorema 
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4.6) , r esultando em (4.11). Esta serie deve ent;'., conYer,,! ;>elo menos Jara 
Iz -.:.( < r", 0 que e uma contradi~ao. Fica .~..s5io p:-:.vado que as s~-ries 
(4. 11 ) e (4.12) possuem 0 m esmo raio de comr-,encia. 0 resto do teo!Oma 

segue £acilmente par induc;ao. 

• 

• z .. r 

r 
z, , . . , 

C 

(a) ( ;, I 

F ig . 4.3 

4.14. Teorema (da serie d e Taylor). jeja I " "Ia lunl;(l0 ana:(tica 
numa regiiio R, :0 um ponto qualquer de R, , ro > 0 cal que 0 disco z
Zo I < "0 esteja todD contido em R. EntaD, 1U.-·;e di.se" a fun,ao I pod; ser 
desen'.'olvida em serie de potencias de z -.:.( C-:mh:'[:'i d.o como a -: e1'ie 
de Taylor" da Iwu;iio J relativa aD ponto zoo '.;se de"'Iwlvimwto e ·iado 
univocamente par 

x JI")( ) 
J(z) = L ,zo (2 - :ot · 

n~ O
n. 

o c~o 20 = 0 e conhecido aomo serie de Mac~<Jurill d., Junt;ao J. 

D£ntonstra,iio. Sejam z um ponto qual~'ler do ii"co Iz - zo l < ro, 
r = 1= - zo I, e r , tal que r < rl < ro (Fig. 4.4 . Pela f.:cmula de Cauc' y, 

I(z) = ~ 1 J(().l(, 
2", fe, ( --
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onde C1 €' , eire-ulo ( - zo l = rl. Observe agora que 

1 1 1 1 " (2' - =( • =L (- z ( - zo ) - (z - zo) (- Zo 1-
Z - 20 <; - ::o r -I ' 
(- zo n=' 

de forn1a (o-le a expressao anterior de f fica sendo: 

J(2'= l.i [t J(O (z-zO)n]dC 2m le, n~O ( - Zo (- zo ( 4.13) 

. , 
• • 

r, 
C, 

Fig. 4.4 

Como .-' () ~ coLtinua, portanto. limitada por uma COL~-::anG:,'2 J: 50b:-e 

o drculo C-. te=lOS: 

D~qui e d : tes-::·e dE \Veierstrass segue-se que a serie em .. Ll:3 J cc:serge 
umfoflllerr!7J.te .o?m ; E C}_ Podernos, entao, inteolTni-la ! . .;-rmo a :2rmo. 
obtendo: 

, :xc [ 1 i J(Od( 1 
}(z ) = L ? (( _ ),,+1 (Z-zo)"' 

-----t\ _ •• L CI Zo 
n~v 

Este e :' des-=nyolvimento procurado, pais a expressao .:utre co~~hetes 
que ai apa>ce e iguai a f 1n)( :Q)/n!, como vimos na p. qq .. "sirrr.. p,,:emos 
€scre\-er: 

'X> JI")( ) 
J(z) = '\' Zo (z _ Z In. 

~ n! 0 
11 = 0 

U4) 

• 
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Resta provar que 0 desenvolvimento acima e unico. Isto e cOllseqiiencia 
, :nediat a do teorema que consider amos a seguir. 

4 .15 . T e ore m a (da identida d e d e series d e potencias). Sejam 

00 

I: a,,(z - zo)" e 
11=0 

00 

I: b,,( : - zo)n (4 15) 
n =O 

cuas series de potencias, conve1'gentes numa v;:inhan9a I: - zol < r de zoo 
o--eja Zn uma seqiiencia de pont as distintos, que converge para zo . e tal que 
,.:., duas series coincidem nos pontos dessa seq;iencia. E ll tao, a" referidas 
:bies sao identicas, ista e, an = bn para todo H. Em particular. esta con-

o • 

:lusao e valida se as series coincidem numa ri::i.nhan{:a de 20 , au Tnesmo 
':um segmento ou pequeno arco com extremidade em Zo . 

Demonstm9ao. As series represent am func;oes f e g. resp ectiYamente, 
b quais sao continuas em z = zoe e como fez,,) = g(z,,), passando ao limite, 
( btemos f (zo ) = g(zo), ou seja. ao = boo 

Supondo que a j = bj , j = 0, ... , k - 1, Yarnos mostrar que ak = bk. 
Com efeito, cancelando os primeiros k termos das series (4.15) e di\'idindo-as 
;'or (z - zo)k, obtemos as series 

c;.ue convergem em Iz - zol < r e coincidem para z = Z11 < Entao. pelo I11€smO 

E.rgum ento anterior, ak = bk, 0 que completa a demonstrac;ao. 

Exemplos de series de potencias 

4. 16 . A exp o n e n cial. Como primeiro exomplo, vamos cOllsiderar a 
T.lllc;aO exponencial fez) = e'. Ternos aqui f (" (z) = e'; logo. f "'I (O) = 1 
Portan to, neste caso 0 desenvoh'imento (4. 14) com Zo = 0 nos da a serie de 
'.[acLaurin da exponencial: 

, 
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valido para todo z. A constante de Euler e entao dada por 

o oc 1 _ 1 1 1 
e = e = I: -, - 1 + 1 + ?i + -3' + 5' + ... 

O
n. _.. . . 

n~ 

4.17. Serie binomial. Consideremos a func;ao f ez ) = (1 + 0)0, on.:ie a 
e um numero complexo qualquer. A nao ser que a seja inteiro. essa fun,;.o e 
multivalente , com ramifica,iio no ponto 2 = -1 . Vamos con>iderar 0 rc.mo 
da func;ao fixado pela condic;iio f(O) = 1. Como 

e, em geral 

obtemos 

Portanto, 

1'(z) = aO + :)" - 1 !"(2 ) = o (a - 1)z(0- 2 . 

f (n) (z ) = Q(O - 1) ... (Q- n+ 11(1 + :)a-n . 

Q(O - 1) ... (Q - n + 1) 
n! 

o a(o -1) 2 ~ (a) " 
(1 + z) = 1 + a2 + ')1 2 + ... = L z , 

_ . . • 0 n . n= 
12 < 1. (.U6) 

onde 0 sfmbolo do eoefi ciente binomial que af apareee est'; definido para 
todo a com plexo pela expressiio 

(Q) =a(a-l ) ... (a-11+1) 
n n~ 

o desenvolvimento acima da func;ao (1 + :)0 e conhecido como "de
senvolvimento binomiar' ou "serie binonliaP' . :\0 caso de 0 ser unl inteiro 
Positiva, a serie termina com 0 termo em 20:, pais, neste caso. 0 coeficiente 
binomial se anula para n > O. 

o desenvolvimento de qu<!lquer outro ramo g(z ) da fun~iio (l+z )O 5egue 
de (4 .16); basta notar que g\ z) = e2hOi f ( 2), onde 0 inteiro k caracteriza 0 

ramo particular g(z) que se considere. P ortanto. 0 desenvoh'imento de 9(2) 
e obtido multiplicando cada termo de (4 .16) por e2k ;coi . 
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4. 18. Observa~oes. 0 ca leulo direto das der ivadas d e uma fun,ao 
nem sempre e 0 modo mais pnitico de construir sua serie de Taylor .. Urn 
procedimento ~uito util consiste em utilizar desenvolvimentos conhec;dos , 
como ja tivemos oportunidade de ver por melO de exemplos e exerClClOS. 
As wzes e mais facil obter 0 desenvolvimento da derlvada ou da mtegr,al 
da fun,ao origina l; 0 desenvolvimento desta e entao Obtldo p~r llltegra,ao 
au deriva\ao, respecti\'amente. Consideremos, como exemplo llustrat l'vo, a 
func;iia J(z) = arc sen z, ou melhor, a determina~ao dada po: J(O) = O. Sua 
deri\'ada pode 5er d esenvolvida usanda 0 desenvolvimento bmomlal. VeJa: 

/,(z) 

• 

Como 
(2n )! _ (2n)! 

1 · 3 ... (2n -1) = (2.1 )(2.2) . . (2n) - 2" (n!) ' 

, ~ (2n)1 2" 
J (z) = 1 + ;':-; 22" (nl)2 z . • • 

Integrando de ; = 0 a z, encontramos 0 result ado procurado: 

~ (2n)! _,,,+1 Izl < 1. 
J(z) = arc senz = z+ f;;; 22"(2n+1 )(n!)2' , 

Produto e quociente de series de potencias 

Consideremos duas' fun,oes, J e g, regulares num ponto ZO, dadas por suBS 

series de potencias relativamente a esse ponto: 

x 

f (: ) = L a,,(z - zo)" 
00 

e g(z) = L b,.{z - zo)", (4.17) " 
11=0 n=O 
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ambas convergemes Dum iisco I: - zol < r . 0 p,oduto ;, = f g :2.mb<2rn e 
regular em zo e t::" m serie je pote::cias 

h(z ) = f (z)g :) = L c,,(z - :0)", ( : .18) 
" 

que converge pelc, menos:.o mesn:.o disco 1= - Zo < r . 

Para determinar os c(,-:- fi cientf::': en em t ermo~ -dos co€"fi ciente~ n b 
- '·~ne n , 

lembramos que 

Assim, 

h<" zo ) 
e c_, -- --;-,-"-'- . 

n. 

Cl = j' (zol.' zo) + .'(zo )g' (zo) = a J ") + aob: : 

;! f' (o )g(zo) - 21' (zo)g'( zo ) - f (zo)g'(20 )1 

Q,bo+c:b1 + 0.1>, ; 

1 
OJ 3! [!"' (:.)) g(zo) - :31" (Z( , g'( zo ) + 31'(zo 9"(zo) - f(zo)g . zo J: 

a3bo + c,b, + Q: '., + aO&3: 

e ass im por diant e. Em g-:::al, utLizando 8 regra de deriya~ao df Leib!liz 
(Exerc. 2, p. 52). 

-
Cn = Qob. + "b,,- l - ... + a"bo = L ajb,,_:. 

)=) 

(4. 19) 

De modo analogo. se cieduz Lma regra para a divisao de s~ ::ies de 
potencias. Sejam dadas as ,!ries d e ( z) e h(z) , indicadas em (4 .17) ~ (4.18) , 
respectivamente. " amos d i'cermina: a serie do quociente g(z) = h (: ,j f(~). 
De\'emos SUp or , ent ao. qUi' f {zo ) = ao I> O. Em conseqiiencia, a fun.;ao 
f nao se anula em toda UL a vizinian,a de zo, or:de g e regular , possui 
desenvolvimento indicado e::! (4.17). A determina~a.) dos coeficient eo b

n 
e rn 



• 

• 

140 Capitulo 4: Series de Potencias 

termos dos coeficientes an e en se faz usando novamente a rela~ao J 9 = h, 
donde as rela~6es (4.19). Assim, 

aobo = CO =} bo = colao, 

aob, + a,bo = c, =} b, = (e, - a,bo)/ao; 

e, em gera!. para n = 0, 1, 2, ... , 

aob" + ... + a"bo = COl =} b" = (en - a,bn _, - . .. - anbo)/ao . 

o caJculo dos coeficientes de uma serie de potencias pelo produto ou 
quociente de duas out ras e, em geral, complicado. ~las e sempre possivel 
calcular os primeiros coeficientes da serie, 0 que l11uitas yezes contem as 
informa~6es desejadas. Vejamos alguns exemplos. 

4.19. Exemplo . Consider em os 0 produto e'/1 + Z, on de tomamos a 
determina<;ao principal da raiz quadrada. Entao, 

4.20. Exemplo. Seja agora a fun~ao 

z z 
J (z) = z 1 = 00 n e - z 

L;I 
n=l . 

1 
00 _ Tl 

L (n : '1 )! 
Tl = O 

Embora z/ te' - 1) nao tenha senti do para z = 0, a liltima expressiio est'; 
definida mesmo para z = ° e coincide com J (z) no seu dominio de defini<;iio 
(que excllli as pontos onde e' = 1, isto e, z = 2k7ri, k = 0, =1, ... ). Logo. 
e natural definir J(O) = l. Para expandir J(z) em potencias de z, pomos 

1 
J(z) = oc ,n 

~(n~I)! 

00 

= L cnzll. 
11 = 0 

" ., 
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donde 

Daqui segue-se que 

Co = 1, 
DC 

'\' Cr = 0, n = l. 2 .... 
~ (n - r + I)! 

Estas rela<;6es determinam os coeficientes en sllcessivamente: 

CO = l. c, = -1/2, C2 = 1/ 12, ... 

Entiio, 
• • 2 

Z Z Z 
J(z) = -- = 1 - 2 + -12 + .. 

e' - 1 

e esta serie tem raio de convergencia r = 21f, pois a fun<;ao J e regular no 

disco Izl < 21f, mas nao em z = ±21fi, onde e' - 1 = O. 

4.21. Teorema (da serie dupla de Weierstrass) Seja 

oc 

J(z ) = L In(z) 
» = 0 

uma serie uniJormemente convergente num disco Iz - zo l < r. Suponliamos 
que as Jun,oes In sejam regulares no mesmo disco, de Jorma que 

Xl 

In (z ) = L ank(z - zo)\ Iz - zo l < T. 
k~O 

Entao as serie, 2::; 0 ank conveTgem para todo k e 

Demonstrat;iio. J e analitica no disco Iz - zol < r (Teorema 4.6), logo, 
passui desenvolvimento em serie de potencias de z - Zo, cujos coeficientes 
Ak sao dados por Ak = J(k )(zo)/k! . Ainda de acordo com 0 t eorema citado, 

00 J(k)( ) 
Ak = "'" n ZO 

L kl 
n=O . 

00 

= Lank. 
n=O 

• 
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Isto completa a demonstra~iio. 

4.22. Exemplo. Seja desenvolwr em serie de poteneias de z a fun~iio 
inteira f(z) = esen ' . Usando a regra de multiplica~iio e 0 Teorema de " 'eier
strass, obtenlos: 

, 

1+ 

ou seJa, 

sen2 .: sen3 z 
e

sen z - 1 + sen z .!. --:0;- + + ... 
- ' 0' 3' 

z2 (1 1) 3 (1 1), =l+ z+-+ --+- z + -- +-, z + ... , 
2! 3! 3' 3! 4. 

? 4 z- z 
= l +z+--- + .. 

2 8 

• 

I f - sell - e e' COl' nei, Esta expressao nos mostra, em part icu aL que as um;oes e' -
dem ate segunda ordem com z ----+ 0 : 

esen '_e'= 0 (z3), z- O. 

EXERciclOS 

Obtenha os desenvolvimentos em series de potencias de z dadas nos Exercs. 1 a 4, e 
veritique que eles sao validos para todD z. 

~ (-1 )" 211+1 
1. 5enz = L.t (2n+ l )!z . 

'1=0 

x ZZ f1- 1 

3. senhz = L (2" I)!' 
11=1 

x (-lr 2n 
COS Z = L (2 )' z . n.. 

'I =0 

~ ' -," 
-I. cosh z=L(2n)! ' 

,t = 0 . 

Desenvolva em ser ies de potencias de z as fun~oes dadas nos Exercs. 
ramos sao fixados peias condic;oes arc cos a = 1, arc cg 0 = 0 e ~ = 1. 

5. arccos z. 6. 
1 + z 

7. VI _ z2 . arc tg z. 

5 a i. cujos 

8. Desenvolva em serie de potEmcias de z - 1 a determina~ao principal (log 1 = 0) de 

I(z) = zlogz - z. 

9. 

10. 

, 
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Desenvolva em serie de potencias .:.-::: z e (z - 2). respectivamente. as fun~&>5 

1 (,)="1,)3 e 
1 , z) = z, 

e represente graficamente seus di.-.:":.-: de converg~:lcia. 

Desenvolva em series de potencia.:. :~ z a.5 fun~Q.;::5 

1 
J ( z ) = -"z ';--;;3-:-, --:;.} e z 

g(z ) = (z + i)'(z _ 1)' 

OC "l + j 

11 11 '" (-1) ( ';" d ' .. I . I ' ostre que senz = L ( . ~ )1 :. - n" J ,0:', en e urn lIltelro qua quer . 
2J . 1 . 

j=O 

12. Obtenha 0 desenvolvimento de co: = em potenci:..5 de (z - n" - ~/2 ), onde n e urn 
inteiro. 

13. Diz,se que uma fun~ao I e par Urr. ;,u ) se J (z) = I( -z) (/(,) = - I( -z)) para todo 
z. Demons,t re que 0 desenvo l \' i me~;,) de uma fur:..;a.o par (irnpar) em potencias de z 
so contem potencias pares (impar~ . 

14. Ao fazer 0 produto d e duas ser ie: :e patencia:: -1. 17) , em gerai elas tem raios de 
convergencia di st intos . ..\ lostre qU-i- ) raia d e cor.·:ergencia da serie produto 1-1.18) e 
no minima 0 menor dos raios de ccc;~rgeneia da5 :eries (4 .17). De exemplos de series 
de potencias ClljO prodllto seja U r!..1:. serie com re..:o de convergencia igual ao menor 
d os raios de cOllvergencia das seri~ dadas: e ex~:nplos em que 0 produ to seja uma 
serie com raio de convergencia mai(·~ que 0 m enor lOS raios de com'ergellcia das series 
dad as , ou mesmo tenha raio de co:.···o-rgencia infi:": to . 

15. Obtenha os primeiros quatm terl11{~ do desen\'oh-.mento de z/(e= - 1) em pot€!flcias 
de z. rvlostre que 

16. 

- , 
1(' =e,.~!. - 1-2 

e fun<;ao par , significalldo que a fu::;:io dada poci-:. ser escrita na forma 

x 

-----;- = '" B" " -, 1 ~ I"' e; n. 
o 

onde Bo = 1. BI = -1 / 2. B" = 1, " B3 = o. B~ = - 1/ 30 e B 2rt ':" 1 = 0 para It > 1. 
Esses Bn sao os chamados mimero.' :. .~ Bernoulli J acques Bern oulli (1654-170.5) ). 

x 
'1 ' z z h ' I : h z L B"n 2n 1V ostre que + - = - cot -: cone ua qUE - cot. - = " ) z . 

e; - 1 2 2 2 2 2 (2n ! 
o 

Substi-

x ')211 B 
. d 2 b' h '" - ,,, ', tu m 0 z por z, o tem-se zcot z = L (2n)! :." 

o 
17. Mostre que, para Izl < 1, 

x 

exp ( 1 ) = e + ez _ ) .!.., 
1 Z --.I n. 

l:2 
[~ (;'+ 2) ... (k+n)] " 
~ k! z . 
"0 
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18. Determine os tres primeiros termos do desenvolvimento 

tomando log 1 = O. 

~ 

]og cos z = L ell z". 
11 = 1 

19. Sejam f uma func;ao analitica numa regiiio R, Zo ERe r 0 raio de urn disco (entrado 
em Zo e todD canticlo em R. !>. Iostre que os coeficiemes a ll ....:. f(n)( zo)/n~ 1a serie 
de Taylor da func;ao f ::-elativa ao ponto Zo sao tais Que lan' < Al/ r" .. one.;- J1 e 0 

maximo de If (z)1 em : - zol = r. 

SUGESTOES 

9. Observe que fez) = l ' .. t3)/( l - Z/4)3 e apJique 0 desenvo]yimellto binor::.ial; OU 

desenvolva 1/( 4 - z) em potencias de z e derive duas vezes. Quanta a g(.: ). ;> roceda 
de modo an610go, eserE-yenda z = 2 + (z - 2). 

10. Use decomposi~ao em ':"ac;6es simples. 

ox (_1),, +1 
18. Observe que log(1 +: = '" z" e cosz = 1 + (cosz - I ). L n 

n = 1 

• 
SERlE DE LAURE:"n 

Vimos, no caso da serie de Taylor, que e sempre possivel desenvoj-;er em 
serie de potencias de z - Zo uma fun~ao que seja ·regular em Zo. "€femos 
agora que 0 desenvolvimento pode ainda ser possi\·el, mesmo que a :un~iio 
nao seja regular em z;, . desde que se admitam potencias com expoentes 
negativos . Urn exemplo dessa situa~ao e dado por 

eZ 1 zn x zn~3 1 lI z z 2 z2 
-- -~- -~ --+-+- ~ -+ -+ -+ z3 - z3 L n! -:--0 n! - z3 z2 2! z ' 3! 4! .o ! ... 

Esse tipo de serie, conhecido COIllO serie de Laurent, e uma generaiza~ao 
da sorie de Taylor. 0 resultado geral e dado pelo teorema seguinte. 

4 .23. Teorerna. Seja J umaJun,ao 1t1l'ivalente e analHica numa regiao 
• 

anular· G: r < Iz - Zo I < R. Entaa, para todo z nesta regiao , 

DC 

J(z) = L a_" " 
( Z -ZO I ' n= ! 

00 

+ L a,,(z - zo)" = 
n=O 

oc 

L an(z - zo)" . 
n=- X' 

UO) 

Capitulo 4: Series de Potencias 1~ ·) 

onde as coeficientes a", n = 0, ± l. ±2, .. " sao dados por 

a = 1 r f(O. de 
" 211"i Jc «( - Zo)" , 1 

(4.21 ) 

sendo C 
positivo. 

um contomo Jechado em G, envolvendo zo uma ['ez no sentido 

Demonstra,aa. Dado z E C. sejam rl e ,', tais que,. < r1 < Iz - :01 

R (P' 4 5) Desi<rnemos por C1 e C2 os cireulo, de centro 20 e < r2 < Ig... '" .. . . d C 
raias Tl e T2, respectivamente , orientados no sent lcio POSltlYO . LIgan 0 1 

C por urn arca L. abtemos um contorno fechado " = C, + L - C1 - L, 
~u~a regiao de regularidade da fun~ao I; logo. pela for mula de Cauchy. 

J (z) = . 1. r ! (0 d( . 
211"1. J~, ~ - z 

As inte <rrais ao lango de L e - L 5e cancelam mutuamente: partanto, 
'" 

z = 1 . r 1(0 d( _ 1 . r J('). d(. (4.22) 
I () 211"' J c, ( - z 2m J c, (- -

R 

c. 

Pig. U 

A primeira destas integrais e tratada eX,a~amente c~m~ ~o ca~o. ~a serie 
de Taylor (Teorema 4.14) e resulta na sene de porenCla, posltl\aS que 

• 
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aparece ern (4.20), a qual, substituida em (4.22), nos da: 

x 

f(z) = ta,,(z- ao)" - -2
1

. ( ([~), ) d(. 
O 

'ITZ Je, ' 
Tl= 

(423) 

Quanta a esta ultima integral: notamos primeiro que 

1 1 -1 1 x (;-zo) '· 
-...,(~z-o = - L (: - zo)" I· (-z (( - zo) - (z - zo) z - 20 1 - .:.----" n = 'J 

Z - Zo 

Esta serie cOI1yerge uniformemente em ( E C1 ; logo, 

f(O de; 
(-z 

x 1 1 r 
L (z - zO),,+1 . 27fi Jc 
Il =0 1 

Escrevendo n + 1 como novo indice fl. obtemos: 

1· f(O , x 1 1 r I(C; I 

-2;;I.1e, (- zdc, = ,~ (z- 20)n . -2rr-ilc, 7((-:-.:c:-,-oc-) --::-,,~· de· 

Sub5tituindo em (4.23), obtemos 0 desenvolvimento dado por (.120) e (4.21) , 
ja que a integral que aparece em (4.21) tem 0 mesma yaIoL q"Jalquer que 
seja 0 cantorno C descrito no teorema, em particular l ! au C:. Isto COIll

pleta a demonstra,ao. 

Como dis5emos anteriormente, a serie de Laurent e uma gfneralizac;ao 
da serie de Taylor. Se a fun,ao f e regular mesmo para: - 2 0 < T, entaD, 
para n = - 1, -2, ... e tarnbem regular em to do 0 disco I: - :~I < R a fUu<;iio 
de ( dada por 

f(O f(')(' )-n- l (( _ zO),,+1 = , ,- Zo , 

Em consequ€ncia) Q- n = 0 para n = 1) 2, ... ) e a serie de Laurtut se reduz 
a serie de Taylor. 

, 

Capitulo 4: Sel'ies de Poteccias 141 

Regularidade no infinito 

, 
E interessante ::..otar que. enquamo a primeira das integrais em (..;.22) e Ulna 
fun,ao regular:lO di,co I: - zo l < R (na wrdade, regular em I: - zO f < r2: 

mas, dado qm~quer 0 tal que I: - :·)1 < R. sempre existe "2 < R tal que 
Iz - .:<,1 < r2 ). a segunda integr~ e regular para Iz - zo l > Tl i::.clusiye no 
ponto z = 00. :e acordo com a defini<;iio que damos a seguir. 

Uma fun,£. :' g(z I se diz analirica. regular ou holomor}a no pc,:no 0 = 00 

se g(l ' () for ["gular no ponto ( = O. Neste caso, 

numa \·izinhar.;a de -: = o. 0 que equivale a 

Dl /}, 
g,, ) - c . -'- _ + -=. + ' - ().I , ,)' . . 

• 

7 -, 7 _ 

numa \·izinhar.;a de .: = ex: _ Pode::noE. entao. dizer que 9 e regular :10 infinito 
se ela for desE-::.\'ohiyel em serie de potencias de 1/ z numa Yiz ~:::lhan~a do 
infinito, Izl > ,:. 

Com essa ,':efini<;iio fica claro 0 significado da serie de Lau:ent: ela e 
a soma d e d u(-..:: series: nma em potencias de z - zo, que caraceriza uma 
fun<;ao regular :::l0 di.3cO I.: - zol < R. 0 primeiro termo de (4 .22 : outra em 
potencias de \: - Zo ) ~1, que defbe u ma fun<;ao regular em Iz - -=01 > r . 0 

segundo termc ie (4 .22) .. \ 50m3 dessas dU3S fun<;oes coincide em l a fun,ao 
f na regiao aL J ar r < 12 - ZO 1 < R. 

Zeros de func;oes analiticas 

Seja f Ull1a fu::. \~ao regular num ponto Zo- Entao, 

x 

liz) = L· an(z - zo)" (4.24) 
n=O 

numa vizinhaL;a 1 z - Zo 1 < r. 

Pode acon>:cer que Q(l seja z.ero. em cujo caso f se anula nco ponto zoo 
pois f ( zo) = a. Dizernos entao que 20 e um zero da funt;ao f. 
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Se todos os coeficientes an se anulam. entao / se anula em toda a vizi
nhan~a Iz - zo l < r. Excluido este caso. deve existir m > 0 tal que am seja 
o primeiro coeficiente nae-nulo em (4.241, isto e. 

aD = ... = 0 ",- 1 = 0 e am i' O. 

Dizemos, entao, que Zo e urn zero de ordem rn da fun~ao /. Fatorando 
(z - zo)m no desenvolvimento anterior , obtemos: 

x 

1(z) = (z - Z,)) m L <1m+n(z - zo)". 
n=O 

Pondo 
x 

g(z) = L am+ n(Z - zo)n, • • (4.25) 
n:O 

concluimos que se Zo e urn zero de ordem m da fun,ao /, entao, numa 
vizinhan~a de Zo, 

/(z) = (z - zo)m g(z ) e g(:o) " O. (4.26) 

Reciprocamente, suponhamo, que exista uma fun,'.o g satisfazendo a 
rela~iio (4.26) numa vizinhan~a I: - zo l < r de ZOo A funC;ao 9 possui , nessa 
vizinhanc;a, desenvolvimelllo de Taylor do tipo (4.2.5), que, substituido em 
(4.26), nos da 0 desenvolvimento (4.24) com aD = ... = am-l = 0, am i' O. 
Fica assim demonstrado 0 seguinte teorema. 

4.24. Teorem a . Urna condi,iio nEcessaria e sl1,ficiente para que Zo 
seja um zero de ordem m da jun9ao / e rue exista 9 sacis/azendo a rela,iio 
(4.26); au ainda, que (z - 20)-m f(2) tenha limite finito e di/erente de zero 
C071I z ---+ zo. 

Se uma fun~iio / e regular no ponto: = 00, este ponto e chamado urn 
zero de ordem m de /(z) se ( = 0 e urn zero de ordem m de /(1 /(). It facil 
ver que is to e equ ivalente a dizer que / possui desen\'olyimento 

() 
0/11 Q-m+ 1 

/ Z = - + +1 + ... , , III _m am r O. -
va lido numa \'izinhanc;a Izl > J( do infiniro. 

, 

, 

-, 
• 
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, 
EXERCICIOS 

A serie de Laurent costuma ser escrita na fOTI:!a I. 

J(') = L a, (z - zo)". T <:)2 - zol < R. l-l·2 7) 

lDe\"e-se entender entao que temos aqui duas s.~ries separadamente cOllvergentes. uma 
, d - 0 - 00 e a outra a 50:na de n = -1 a n = -00.) Demonstre que e a soma e n - a n - . . . . 

que, se essa serie conyerge na regi.ao indicada. entao a convergencla e umforme para 
a < \z - 40\ < b. quaisquer que seJam a e b, ('(·m r < a < b < R. .~ 

2. Demonstre que a. serie de Laurent e unica, d.;sde que fixados 0 _~~I~tO .zo e a reglao 
onde ela e comiderada. Sugestao: MuitipliqUE (4.27) por (z- zo) e mtegre termo 
a termo ao longo de um contorno C convenie:.te. 

~os Exercs. 3 a 8, obt.enha as series de Lacrent das func;6es dadas, nas situac;oes 

iudicadas. 
1 

3. J(,) = (z _ I l ' _ 2)' 

1 
4. J(,) = ( : _ 1 (: 2)' 

Zo = 1, 0 < \z - 11 < 1. 

Zo = 1, ):- 11>1 

1 '0 = 2, 0 < Iz - 2! < J5. 5. J(, ) ~ lz _ iH : - 2) ' 

" 
6. J (2) = , ~ l' 

7. J(,) = ,'el l'. 
sen: 

B. J(,) = (z _ ~ ) " 

Zo = O. )21 > I. 
, 

Zo = 0, 121 > O. 

20 = 11', Z 'f:. 'it. 

9. Seja f uma fun~ao regular no ponto ':0· IvI05U€ que Zo e urn zero de ordem In de f 
se e someute 5e 

J(zo) = I'(zo) = ... = Jlm - I )I :,I) = 0 e /" '(zO) '" o. 

Determine a ordem do zero z = 0 da.:; func;6t::- dadas nos Exercs. 10 a 15. 
, 

(1- cos2)se,' z 
11 10. (cos: -l )'senz. 1 - e= 

14. (e" -1)(se":' - z2). 5 sen t etg z 1 . e - . 

Determine 05- zeros e as respectivas ordens cC'.s func;oes dadas nos Exercs. 16 a 18. 

, 
16. :~sen:. 17. (cosz-1)1c';l l+z) . lB. (22 - 4)'(e' - 1). 

• 
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19. Se z = Zo e zero das func;oes j e g, de ardeos T e s, rcspecti\,amentc, prow quo:' ele e 
zero de ordem r + s de / g. DE" que a rdent e esse zero para a funGao f + g? 

20. Demonst re que 0 inYerso de um polinc'5mio de grau m, 

1 
f(z ) = "1 _ m-:+ + + 

a",Z , Qm_1Z ... a l z ao 
a", f 0, 

e lima func;ao regular no infini:o e este punta e um zero de ordem m dessa fuc t;8.o. 

21. Mostre que 11ma fUl1 t;ao radona l 

• '" .m- I !(z)=Qm- +am-:_ + ... + al z~ao, 
b_. :;11 + bl! _:;'1 I + ... + bl Z + r"j 

onde a lii f. O. bn fO e m < n, e regular no infinito, e ~te ponto e urn zo?ro de 
ordem 11 - In da func;ao, caso seja 11 > m. 

22. Demonst l'c que uma fUllc;ao analftica no ? lano .estendido (islV e, inclu indo z == :0) e 
Ilecessariamente constante. (Este e outro modo de formul a, 0 teorema de Li0uville 

• 
da p. 106) • 

• 

Capitulo 5 

, 
SINGULARIDADES E RESIDUOS • 

SINGULARIDADES ISOLADAS 

Diz-se que urn ponto Zo e singularida ,;., isolada de urna fUIl<;ao f se existe 
uma vizinhan~a de zo na qual f e un'·;ale::lte e regular. exceto no proprio 
ponto zoo Por exemplo, a fun~ao 

_2 ....L... 1 
f (z) = --- ' -

~en : 

possui singularidades isoladas nos zer(,; do deno:ninador, que sa, os pontoS 
z = 0, ±7T , ±2rr, ... Ja a fun~iio 

1 
g(z) = ; '3(1 / :) 

tern singularidades isoladas em cada ·lID d os zeros do denorn'.:lador , que 
sao os pontos z = Zn = l inT! . n = =1. = 2 .... Obsen'e que E::=3eS pOntOS 
formam uma sequencia convergente. 0 li.:uite : = 0 €) entao. urn ponto 
de acurnula<;iio de singularidades isola.:as. COLO veremos mais tarde. um 
ponto como esse tambem recebe 0 n,: :ne de "5ingularidade" 1 :nas e uma 
singularidade niio-isolada. 

Sej a Zo urna singularidade isolada de uma fun<;iio f. de forma que 0 

desenvolvimento de Laurent 

oc 

) '" a_n 
f(z = ~ (z - z )' 

n=l 0 

ox 

-'- '" a ,, - zo)" , ~ 1) ' -

7l.=o 
(5 .1) 
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e vaJido numa certa vizinhanca perfurada 0 < Iz ' I < d , - -0 r e :'). 

Singularidades r emoviveis 

. ~ode acontecer que todos os coeficientes da parte principal sejam nulos 
15to e, Q - n == 0 para n == 1,2, . .. : neste raso ) 

'" 
J( z) = L an(: - zo)". 0 < Iz - :01 < r. 

'1= 0 

Como t· .. d ' . es a sene e p01~nClas define uma fun~iio analftica em I . __ I < 
com 0 yalar 0 0 no pon-o _ _ ' . . -0 r, 

J( ) 
_ . ~ z - -oj . e natural definu' J no ponto 20 . pondo 

zo - 0 0· \ emos as" m que uma t I . ' I'd d . d .... a ,mgu an a e e apenas aparente e 
~o . e ser remo, Ida, bas:ando dennir J de maneira apropriada no ponto ZOo 

al 0 nome srngular!da..ie remoduel que se da a ta', t J' . L pon os. 
a vlmos um exemplo de singularidade removiwl no Exemplo .,t.?0 ( 

140) . . no caso da fun~iio :( eO -1) -1 As fun~6es (cos: - 1) / z e z- I lorr(-I-;' 
tambem tem smgularid c.des removiveis em z == 0, pais 0) 

cosz -l 1 X ( _1)n ] x n 
Z - - L ) I z2" - 1 = L (-I) z,n-I 

Z ,,=0 I_n). (2n)! 
71=1 

para todo z: 

e 
10g(I+:) _ 1 LX (_1)"-1 x (_I)" _ - zn. _ ~ n 

~ - ~ z 
..., Z 71=! n n=O n + 1 

para Iz l < 1. 

5.1. Teorema. Urr,a singularidade isolada Zo de J(z) Ii removil'e/ 8e e 
samente se J (2) Jar hm 'tada nurna.vizinhan9a de zOo au tiver rmite fi 't 
C01n z ---;. Zo . ! nl 0 

Demanstra9iio. Suponhamos que J seja limitada, digamos. par uma 
constante .\1, numa viz 'nhan~a de Z00 Entao de acordo COl r· I 
(421) ( 145) '. ' n a !ormu a 

. p. que da 0, coeficlentes da serie de Laurent relat i"a ao t 
Zo 1 teremos. para l' sufic:entelneme pequeno, pon 0 

• 

, 
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Como r e arbitrariamente pequeno, concluimos que a" = 0 para n < O. IslO 
mostra que a serie de Laurent se reduz a uma serie de Taylor, provando, 
portanto, que a singularidade e removivei. 0 restante da demonstra~iio e 
rnais facil e fica a cargo do lei tor. 

Singularidades do tipo polo 

Vamos considerar, em se01ida, 0 caso em que no desenvolyimento (5 .1 ) 50 
aparece um nllmero finite de potencias negativas, isto e, e"iste In > 0 cal 

que a-m '" 0 e a- n = 0 para n > m. Entao (5 .1 ) se reduz a 

00 

J( ) O-m , a_ I L ( )n 
Z = ( ) + ..... ( ) + a" z - Zo , = - Zo m •. Z - 20 n=O 

a-on '" O. (5.2) 

Neste casO. :0 e chamado ."010 d, ordem m da fun<;ao J. Um polo de primeira 
ordem e talUbem chamaco polo simples. No caso de urn p610 de ordem m, 
o poJinomio em (z - zor l que precede a serie 2::;.' 0 a,.(z - zo)" em (5. 2) 
e chamado a parte singv.:ar ou parte principal de J no ponto zo° Obsen'e 
o leit~r que. se subtiain:!!os de J sua parte principal no ponto zo, 0 resul
tado sera uma func:;ao CO:!l singularidade removivel, portanto, regular Besse 
ponto. Dei."amos ao leitor a tarefa de demonstrar que uma singulal-idade 
isolada zo de J e um p6i9 de ordem m se e somente se (z - zo)"' J(z) ti l'er 
limite finito e diferente de zero com z ...... Z00 (Compare com 0 Teorema 4.24 
da p. 148, que e a proposi<;ao a naJoga no caso de zeros.) 

5.2. Exemplo. Vamos considerar a fun~ao 

J(z) = e' 10g(1 + z), 
z-l(z - 2) 

primeiro numa vizinhan<;a de z = 0, digamos Izl < 1. Escolhemos a deter
mina~ao principal do logaritmo. caracterizada por log 1 = O. Para vennos 
que z = 0 e polo de oh:elU 3. basta notar que z3 J(z) tem limite finit o e 
diferente de zero com z - O. Para achar a parte principal da serie de Lau· 
rent na origem , procede:nos da seguinte maneira, usando multiplica~ao de 

• • senes: 

1 . 10g(l- z ) - 1/2 
- . e' . . 
,3 : 1 - z/2 J(z) 

• 
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• 
Os poimeiras tres termos ai explicit ados formam a parte principal da serie 
de Lourent. 

.'. mesma fun~iio tern polo simples em z 
correopondente tern parte principal dada par 

e2 (log 3)/2' 
z-2 

2, eUJa serie de Laurent 

:--Jest·.;. caso, efetuamos urn corte ao longo do semi-eixo real l:egativQ (in
cluir.io a origem), de sorte que a dominio da fun~ii.a scja dado par 1 arg zl < 
iT. 

Singularidades essenciais 

AIel" das possibilidades jli analisadas, a serie (5. 1) pode comer uma in
finici.~de de termos com potencias negativas de z - Zoo Dizemos entaD que Zo 
e UlL' singularidade ,sseneial da fun~iio f. Exemplo ciisso e a ponto z = 0 
no ('-"a da fun~iio el l ,. pais 

ell, __ ~ 1 (_1)" __ ~ l/n l + 1, ~;:;y z L- zn 0 < 1 z !. 
n ..;..O n= l 

L':z-se que 0 ponto z = 00 e urn polo ou uma sir;g'ularidade essencial 

da L.::t<;ao f (z) se a ponto ( = 0 for urn polo au singuhridade essencial da 
fUJ]!;i. ,) f(l/C), respectivamente. 

Q<.talquer polin6mio de grau n, 

P(z) = anzn + an_1z,,-1 + ... + ao, a,·. i: 0, 

tern ;·610 de ordem n no infinito , pais 

an an-i 
= (n + (n-1 + ... + "0 

• 

tern p·:!lo 6e cdern n na origem. 
Ji a fUl1~.s.) e= tem singularidadf essen cia: ' 0 ir::.finit.: . vi~to ~'-':'~, p .. :mdo 

z = 1. :. 00tE:"" l QS: 

e1/( = ~ l/n! -i- :. 
L ,e, 
n = . " 

o que :nOSt r3 ~ue esta fun<;ao de ( t f :n singulc...:-idac.e e.s~;-:-ncial 11e. origem, 
AEas: estc, situa<;ao e t ipica das ~m<;Oes i:'~2ir~: a '':'''"1 ica sil1~ l laridade 

delas ~ 0 pon~,) z = 00; e esta sing-,Jaridadf ~ essenci '::':' , a DaD :er Que a 
fun<;3'(; inte ira '=8 reduza a um polinc,:nio de g: .'.u n. em :ujo case : = ::0 e 
urn pc.:o d~ o~':em n, De fatal dada :...tma fUL;'?o ir:..teirc. f , (':011K ~ regular 
em taco 0 pla.:.o, ternos, para todD :, 

dande 

x 

JCz) = I>oz" 
· . ~O 

x 
_"a" , . 

\ - - . ' - I ~ ' I 

~ ( " . 
" := 1 

e daqc segue ) resultado enunciado. 

U L:' re~ult . :..do interessante sabre .::ingular: ' :'::lde~ e55: :'Cla:s e : c:.do pelo 
teore11.3 qu.e e: :·nsideramos a seguir . 

• • 
5.3. Teorema (de Casorati-"·eierstrass). Seja.-" urr;a f o-,r,ao com 

singul,:.rida.df :3sencial num ponto 20 · Entao , :-r1 qu .. (].lqv,:~ L"i=':' nhG" ,,~;a d.e z00 

f se Q.'Jrorimc. arbitrariamente de qt. .. .z lquer TI':., '"'1,e-ro qUE ~e p~SCi': ca. DUo 
de o'U t ~a rn.arl. :'i ra .. qualquer que sejc. 0 nume ~':' 0: t;ue Y prc.SCTt·'. fl . d.{J..dos 
E > 0 ,15 > O. ,xiste z E Vj(zo) tal c'~ e If (z) - al < ,. 

Dcnonestrc.:'do. Raciocinando p ': r absurc ~, SU?OnLilll0:3 qu: eXIsam 

E > 0 , 15 > 0 ,.,is que If(z) - al > E ?ara tod : 0 E '1 (0: . Entae, a fun ~ao 

1 
g(z) = .-"(z) _ a 

e limitc.da em : E V;(zo); e pelo Teo:ema 5.1. :,) e 9ng;~8,ridade :'?IDo".ivel 
de g( z . D-efir:'da convenientemente. g(z) e ar..clitica en: :0. Se ~ :0) " 0, 
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sua inversa g-l (z) = J(z) -0: seria analitica em zo, contradizendo a hipotese 
do t eorema. Se g(zo) = 0, Zo seria zero de certa ordem m da fun~ao g, sig
nificando iSIO que Zo seria polo de ordem m da fun~iio J(z) - 0:. Mas isto 
tambem conlradiz a hipotese do teorema e completa a demonstra<;iio. 

EXERCICIOS 

Mostre que z = 0 e singularidade remoYl\,el de cada uma das fun~6es dadas nos Exercs. 1 
a 5. Determine 0 valor que se deve atribuir it func;a.o em z = 0 para que ela fique regular 
nesse ponto. 

I. 
z e: - 1 

2. 
sen2z sen2 z 

cosh 2z - 1 
3. 4. 

I 1 
z 

I 
5. 

z 
I 

sen z 

Determine as polos, com suas respectivas ordens, no caso de cada uma das func;oes 
dadas nos Exercs. 6 a 13. 

6 z+ 4 7. senz 
. Z(Z2 + IF 2 3 (Z - 0) 

e' 
10. -c(~--:z l -e " ) 

I 
11. . 

(e;' - 1)' 

1 
8. 2' 

Z sen 1fZ 

zl l -cos, )' 
cosh z 

12. 

1 - eZ 

9 . 
z~sen(l + z) 

senh z 
13. 

zsen 2 (z + rr/2) ' 

14. Seja Zo um zero das func;oes f e g. Supondo ainda que 9'(zo) :f 0, mostre que Zo e 
singularidade remoYlvel de f / 9 e 

• • I(z) 
lim '-+~ 
,- '" g(z) 

f' (zo) 
9'(zo) 

15. Demonstre que uma singularidade isolada Zo de uma fungao 1 e urn polo de ordem 
m se e so mente se (z - zo)n! I(z) tiwr limite finito e diferente de zero com z -+ Zoo 

16. Demonstre que Zo e polo de ordern Tn de uma fungao 1 se e sorneute se Zo for zero de 
ordem m de 1/ f. 

17. Demonstre que uma singularidade isolada Zo de uma fun<;ao f e polo se e somente se 
If (z) I tende a infinito com z -+ Zo. 

18. Determine a parte principal da fun~ao 

1 
f (,) = ()' z Z - l 

relat iva ao polo z = i. 

19. Determine a par(e principal da fun~ao 

1 
1 (z) = '( zC---Cn-'" ;-']2-se- n-, 

re lati,·a ao polo z = I1IT (n inteiro). 

• 
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RESPOSTAS 

6. Z = 0, i e -i, de ordens I , 2 e 2, respectivamente. 

8. z = 0, de ardem 3; :: = ±1, ±2, ±3, ... de ardens 2. 

10. z = 0, de ordem 2; , = 2k7ri (k inteiro f 0), de ordens I. 

12. Z = 0, de ordem 3; :: = 2k7r (k inteiro =j:. 0), de ordens 2. 
- i 1 

18. ( ')2 + .' Z-l Z -2 

, 
TEOREMA DO RESIDUO 

Seja J uma fun<;iio regular e univalente numa regiiio R, exceto numa singu
laridade isolada Zo E R. Entao, numa vizinhan~a de Zo vale 0 desenvolvi
mento de Laurent, 

00 x "a-n "( )n J(z) = ~ (7 _ Z )n + ~ an z - Zo , 
71=1 - 0 71=0 

os coencientes an sendo dados por 

- 1 1 J(O d 
an - 2' (( )n+l (, 

7r~ C -Zo 
(5.3) 

onde C e urn contorno fechado de R, em'olvendo Zo uma vez no sentido 
positi\·o. 

o coeficiente a - I acima e chamado 0 residua de Jno ponto zoo e deno
tado ' res. f)(zo). Sua importancia reside no teorema que daremos a seguir. 

5:4. Teorema (do residuo). Se J e regular e univalente numa regiiia 
simplesrnente conexQ. R, exceto em urn numero finito de singularidades iso
Ladas. Zl, ... ,Zk, entaD 

k 1 J(z)dz = 211:i L (res. f)(ZJ). 
C j =1 

(5.4) 

onde C e um contorno Jechado de R, envolvendo ZI, ... , zkuma vez no sen-
tido positivo. 

• • 
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Demonstrar;ao. ?-Jo caso em que C encerra uma unica sin;ularidade zo, 
a formula (.5.~) se reduz a 

1: J(z)dz = 21Ti(res. f)(zo), ( 5.5) 

que e equh'alente it expressao de a-I=(res.f)(zo) dada em (E.:3). 
'Xo casa de varias singularidades Zl : ' . . 1 Zk. utilizamos 0 TeOrelllf'. 3.10 

(p. 9.J), segundo 0 qual a integral sobre C e igual it soma de ;: integrais 

I j = r I(z)dz, j = 1, ... , k , 
lej 

onde Cj e um cantorno fechado que envoh"e apenas a singula:-:dade =: . uma 
Yez no sentido positivo (Fig. 5. 1). Basta observar agora ,ue cad a uma 
de"as integrais e dada por uma expressiio amUoga a (5.5). do::rde a formula 
(5 . .!) . 

c 

• z, • • • 

• • 

Fig. 5.1 

:\'"as se\oes seguintes: vamos considerar varias apliC'a~oes :io tearerna do 
re~ ~duo no calculo de certas imegrais. 15to e feito, eonio sUfere a formula 
(5.-1) . reduzindo a integrac;ii.o a uma soma de residuos: este, devem. entao, 
ser obtido> dos desenvolvimentos de Laurent apropriados ou por processos 
que deles decorrem. No caso de um polo simples Zo, por exe::lplo, temOS 

I(z)= a_I +ao+al(z-zo)+." 
z - Zo 

numa v izinhan«;a de zo) donde 

(z - zo)/(z) = a-I + ao(z - 20) + al(z - :0)2 + . .. 
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Logo, neste caso 0 E:;id UD a_I e dado pela formula 

(res. 1)(:0) = }i.",',[(z - 20)/(z)). 56) • 

Seja agora :0 un: polo duplo da func;ao .f. de forma que 

1(:) = 
• 

nurna vizinhan,a de : 0. Daqui obtemos: 

(: - zoff :) = a-2 + a_l(z - zo) + ao(z - zof + .. . : 

logo, 

Vemos. entaD. que Sf :0 e polo duplo de J, a residua correspondente e c.,do 
pela seguint e f6rmul f. : . 

(: es. J )(zo ) = lim ~[(z - zo)2/(z) ). 
Z-Zo dz 

5.5. Exemplo. Consideremos a func;ao 

1 
I(z) = 2' 

log z 

IS.7) 

que tem polo duplo n·:· ponto z = 1. (Estamo, considerando a ramo prine '::>aJ 
do logaritmo. detem'nado pela condic;ao log 1 = 0; au ainda, 1 arg: 1 < :'. ) 
De acordo rom (.5.7 i. seu residua neste ponto e 

I
. d (z - : 2 
1m - -';;-.....,,-,
,- I dz (log' ,) 

lim 2(z - 1) log' z - 2(z - 1)2 log z/ z 
:-1 log-i Z 

I· 2(z- 1) I' log: - l+ l /z un . 1m --'0'-:--,-,..--'--
,-I logz ,- I log2 z 

Calculando estes Iini:es pela regra de 1 'Hopital, encontramos (res. f)(1 
1. 
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A formula (5, 7) se generaliza para 0 caso de urn polo de ordem m qual
queL Deixamos ao lei tor a tarefa de estabelecer 0 seguinte result ado geral: 

Se :0 e polo de ordem m de uma Jun9ao J, entaD 

1 dm - I . 

( )1 lim d I [(z - zo)"'f ' z)], m - 1 . 2--+20 zm 
(res, f)(zo) = (5,8) 

EXERCicIOS 

1. Seja fez) uma fun<;ao analitica e d ife rente de zero no ponto: = Zo - t-.lostre que a 
funr;ao 9{z) = f(z)/(z - ':0) tem polo simples nesse ponto, com r~::-iduo iguaJ a l( zo}. 

2, Sejaru p(z) e q(z) fum;6es regulares no ponto Zo, p(zo) fc 0, q "J) = 0 e q'(zo) fc 
0, ~lostre que Zo e polo simples·da,fum;;;'o J(z) = p(z)jq(z), :'2m residuo iguaJ a 
p(zo)'q'(zo). 

3. Use a regra (5.8) para det.erminar 0 residua de 

e" I = 

J (z) = (z _ ")' 

no seu polo z = iT. Obtenha 0 mesmo resul tado desenvolvendo -=''' ' = e' · " eir."{~ - :; ) 
em serie de potencias de z - 11". 

Determine os poJos, as ordens e os residuos correspondentes de cc.da uma das funr;oes 
dadas nos Exercs. 4 a 11. . 

4. 
z - senz 

5, 
z' 

8. 
e3 , 

9, 
z(z-I)" 

z - senz 
,6 

1 
z sen z 

6. coth z. 

10, 
e' 

zsenz 
11. Jog(l+z) , 

z2 sen :: 

Neste ult imo exercfcio, considere 0 p lano cortado ao longo do semi-e:.xo (-00. -1] . 

12. Calcule a integral 

fa (z - i)(~' + 4) dz, 

tomando para C, sucessivamente, os seguintes circulos, todos oriE':tados posirivamen
le: 
a) dE' raio 3, centrado na origem; 
b) de raio 3, centrado em z = -3i; 
c) de raio 1/ 3, cen trado em z = 2i; 
d) de raio 2, centrado no ponto z = 1. 

-
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Calcule as integrais dadas nos Exercs. 13 a 15. 

13, l ,=J s:~zdZ. 14, £-11.1 tg3zdz, 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

6. Polos simples em z = k;:i. k inteiro. 

7. Polos simples em z = ±i:;- / 2. 

i CO_.I :. dz. 15. 
I: ... 2 

INTEGRAlS IMPROPRIAS DE FUN<;OES RACIONAIS 

Veremos agora como 0 teorema do residuo pode ser util izado para calcular 
certas integrais improprias de fun~6es racionais, Come~amos com um ex
emplo concreto, 

5 ,6. Exemplo. Seja calcular 

j A dx . jR dz 
""",,--,- = h m 2' 

- 00 x 2 + 1 R- e<o - R Z + 1 

1 1 , ' I ' I os o integrando, J(z ) = z2 + 1 (z _ i)(z + i)' POSSUI po os SImp es n 

pontos z = ±i, Seja CR 0 semicirculo do semiplano 1m z > 0, de ralO R 
e centro na origem, Supondo R > L 0 contorno formado pelo se~mento 

[-R, R], seguido de CR (Fig, 5,2), contem 0 polo z = i, onde 0 reslduo de 
f e 1/2i, Pelo teorema do residuo, 

j R dz r 
- R 22 + 1 + leR 

dz 
" + 1 2-

, 1 
= 27rZ . - = 7r. 

2i 

Por outro lado , IJ(z)1 < 1/(lzI2 
- 1), donde 

r "dz < 1 r Idzl = : R . 
J CR z- + 1 R 2 - 1 icR R - 1 

Isto mostra que 

1 dz 
lim -0--:- = 0; 

R C 
_, 2 + 1 ~ oo R 

• (5,9) 
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logo, passando ao limite com R ---> 0: em (.).9) . ob:emos: 

j x ex =1f, 
. , , 1 

-x x- -, 
• 

que e 0 resultado procurado. 

I 
I 

- R R 
, 

• 

Fig. 5.2 

Embora esse exemplo seja' dos IT.ais simples q"le 5e possa imaginar, ele 
apresenta um procedimento que e a;>licawl ao c£culo de toda :!ltegral de 
-:x; a +Xl de fun,6es racionais f( 2 ' = P(:)/Q(: . onde Q(z) naD se anula 

para z real e 
grau Q - grf,U P = m > 2 

Q( ) I· . . d au 2"' f(z) t ern De fato, como :m P(z) e z sao p o momlOS e :nesmo gr , 
limite finito e diferente de zero COD Z - oc : p)rtamo. existem N e K 
positiVQS tais que 

Em consequencia ) 

r.
Izl = R > N = If(: )1 < w' 

Ij I j }( { }(rr 
I , I(z)dz i < I/(z) l,d21 < R'" Jc , Idzl = R'" 1: 
I eR I C R .' 

como m > 2, a integral sobre CR ter:de a zero con R ~ Xl. 

Por outro lade, para R bast ante grande, 

j R P(z)dz+ ( P(: ldz =2rriL (res. !I( zi), 
- R Q(z) icR Q(: ) i 
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onde a 50m2. se estende a Ddos as polos Zi da fUllf;ao P i ::.) / Q(z ) que j2...zem 
110 semiplaLo 1m .: > O. Fa:endo entao R ---jo 0::. obtem(6: 

(X P(z) . 
Lx Q(z) dz = 2,,, L (res. 1) . 

I 

5.7. Observa<;ao. De-:emos notar que 0 contorno CR pode Sf:' to~ado 
no 5emiplal~') infer:or 1m:: < O. Neste caso, a caminho Je -R a R. segu ido 
do semicfrcllo CR · consth".li urn cantorno fechado e (.)m orient 8c;ao neg
at il"a, comG ilust rc. a Fig. -5.3. Logo, na formula anETior, 0 mE-mbru da 
direita le\'a ·.1111 sind negaC':o e a soma 5e estende aos p·:,los Zi do .5 emipkano 
1m: < O. 

- .=: R 

\ 

Fig. 5.3 

5.8. Observa~ao . 0 procedimento usado aeirne.. que cOll.5:stiu em 
in()iji ~ 0 ca:::1inho de intee=a<;ao CR ao inten'alo [-R. RJ, CostlJrna ser 
cl12:nado de "dobre.! 0 carrcnho de integra,ao'·. Assin: . 0 que fizemos foi 
dobrar 0 cal1~inho de integrc.:;ao [-R, RJ no semi plano ~·..:perior, inciuindo 0 

comorno CR· Pela obserya\.~.o anterior, podemo.5 tamber:::::. dobrar 0 caminho 
de integrac;a.c. no senl iplano :11ferio1'. 

EXIRCicIOS 

j oe d 
1. Calcule _ '" T~ : 1· 

'x 

2. Sendo Q. b. c nume::-os reais, :om b2 < 4ac, calcule j 
-x 

3. ~ [ostre que 

. 
c.::: 

1 x 7CT'.,.--::o~dx':c· ;--;-= _ 
(=' + a2 )(x' + b2 ) "'2a'b7':(a-+:-b"') ' 

• 
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cude a > b > O. Considere as duas possibilidades: a =1= b e a = b. 

Calcule cada u~a das integrais dadas nos Exercs . .4 a 9. 

100 x'dx 
~. . 

o I~ + 9 j
~ dx 

5. x2 _ X + 1 · 
-~ 

JOO xdx 

i. -00 (x' + 4x + :3)' . 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

I. 1f/V2. 2" 
2 .....",,:":==ff v'4ac b' 

a> O. 9. [ 00 ,' + 1 dx. 
lo r' + 1 

3. 0 integrando / !=) e fun\ao par, logo a integral de -00 a zero e igual a integral de 
zero a 00. 

7. - 1f /27. 8. 1f/4a . 

LEMA DE JORDAN 

Muitas yezes temos necessidade de calcular integrais improprias do tipo 

Somos entao levaCos a dobrar 0 caminho de i ntegra~iio e considerar a integral 

• I R = ( e''' f(z)d z, leR 
onde CR e nm seoicirculo de centro na origem e raio R. 0 lema de Jordan, 
que consideramo; a seguir, estabelece condic;6es suficientes para que esta 
integral tenda a ZdO com R -; 00. 

5.9. Lema de Jordan. $eja17l T >, R > 0 e CR 0 semicirculo 
: = Re~ . 0 < 6 < 7r. Suponhamos que f seja uma jun,iio regular no 
semiplallo 1m z > O. a exce,ao, eventvalmente, de um numero fin ito de sin
gularidades isola cas; e que a maximo G(R) de If(z)1 para z E CR tenda a 
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zero com R -; 00 . Entao IR -; 0 com R -; 00 . 

D emonstra,iio. Comec;amos observando que 

IR ·1orr eirR(cosO+isen 0) f(Re '9)iReiO dB 

iR 10rr e-rR sen 0 f( ReiO)eif rRcosO+9)dB , 

donde 

IJR I < RG(R) 10rr e- rRseoOdB = 2RG(R) !a',/2 e- rR,enodB. 

C~n;o senB > 28/ 7r no intervalo 0 <B< n:/21 , temos: 

Isto completa a demonstra~iio . 

o lei tor nao tera dificuldade em verificar result ado analQgo para T < 0 
• 

e C R no semi plano inferior 1m z < O. 

5.10. E xemplo. Como aplicac;ao do lema de Jordan. seja calcular 

( 00 xsenx d 
lo a2 + x2 x. a > O. 

Obsermndo que 0 integrando e uma func;ao par e que sen x = 1m eix , tere
mos: 

""",,--;cdx = - dx = - 1m dz. 1::0 x sen x 1 JOO x sen x 1 jX ze!: 

o a2 + x' 2 -00 a2 + x2 2 -:x; a2 + z2 
(5. 10) 

-
1 Para provar isso, consider amos a fun,3.o f((J ) = sen (j - 2(J / ii no referido intervalo. Sua 

deriyada. f'((J ) = cos(J - 2/71", se anula para urn certo wlor a. e posit:iva para 0 < (J < a 
e negath'a para a < a < 7f /2 . A func;ao 1 e entao crE'3Cente no imervalo 0 < a < a e 
decrescente em a < a < ~/2. Como 1(0) = 1(,, : '2) = O. conciuimos que f((J) > 0 em todo 
o interyalo 0 <a< 7T/2: logo, sena > 28 ';r nesse illt erya!o. 
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o integrando g(z ) = ze; ' (a2 + z2) t ene polo s imples no ponto z = ~a, 
que e sua unica s ingularidade no semiplano superIor. Conslciel ando 1 : ntao, 
a integral de - R a R (R > a ) . seguida d a 'ntegral sobre CR no semi plano 

superior, obtemos: 
. - a 

R it 1 ze': e 1 ze d: + . , dz = 2rri·--c:-
_R a2 +z2 c" a2 +: - 2 

. Fassando ao limite e usando 0 onde 1' - 0 12 e residuo de g no ponto z = to. 

lema de J ordan. vem: 

1:>.: zel Z . - 0 

2 2 dz = - le ; 
-x a +z 

substituindo em (5.10) obtemos, final ment E. 

r;x x sen x dx = T e-
a 

) 0 a2 + x 2 2 

5.11. Exemplo. Vamos agora calcula: a integral cia fun<;ao sen l" l x de 

-00 a +00. Gostariamos de €'screver: 

. x e1: 

100 senx dx = 1m I -dz, 
.,. . -x; z 

-00 " 

(5. 11) 

mas observe que enquanto z = 0 e singular:dade remo\,-ivel de sen z / ::.. esse 
, ' I s· pIes de e"lz de fo:ma que a llltegral do segundo ponto e urn po 0 1m , . ' I 

membra nao existe. Ista acontece porque ~ta integral mcorpora a. llltegr~ 
de cosz/z, que nao aparece no primeiro IDE-:nbro. M as. embora as llltegr8.lS 

[ 0 ,," dz e r e" dz 
ia Z ./ (1 Z 

nao exist am separadamente (estamos supendo, e claro, que a < 0 < b), 
existe 0 valor principal segundo Cauchy, "-,;im defimd o: 

v. p. [b COSZ dz = lim ( r ' + [b) COSZ dz . 
la z 6-0 Ja ) f; Z 

Existe igualmente 

v.p . [b ej'dz = lim ( r' + [b) ej'dz , 
) a z 6-0 ) a )6 z 

-
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De fat o. tanto cos z/ z como ejz / z t em parte :':lllcipal 1 : em z = 0, para a 
qual a ~ xistencia da integral no senticjo de \'':o r p:inci~al e evidente. Isso 
just ific> a identidade (5.11 ), pelo menos cor::. !imi~es G~ integra,ao fi ni t os 
a e b, desde que se interprete a int egral do se,~ndo mf:nbro no senti do de 
;"" alor p!'incipal". Adotamo5 esse procedimeL~ . :' . to:nanc.o primeiro a = - R 
I' b = R para, em seguida passar ao limite co= R - +x: 

-dz = lim lim - - fz . 100 ejz (1-/ lR) e;' 
-00 z R-.oo ~-o - R c .z 

Far> fecha r 0 caminho de integra,iio , ale= do :;emic:rculo CR no semi
plano su;>eriol', introduzimo5 tambem a semici:'::llo C t no semi plano inferior, 
de raio i e centro na or.igem, como >e ve na r 'g. 5.4. 0 contorno fechado 
a$Sim obt ido contem 0 polo z = 0 da fun<;a : e" I =. ct:Jo residulo ai e 1. 
Entao, 

(1-0 
+ [R) e:' dz + [_ e" dz -;- _ E~' d: = 2"i. 

- R )6 - ) C: Z . . R _ 
(5.1 2) 

Como 

etz 1 
- = - + I(z) , z : 

onde I{: e regular, portanto, limitada, numG ·:izin.ban<;,- de z = 0, existe 
K > 0 t e.: que I/(z)1 < K para Izl < t. Fortan;:. 

1 e" 1 -dz= 
Co Z Ci 

[~ + I (:)j dz = ~ .• + l/ I ' :)dz 

e 

[ ICz)dz < }.' r Idzl = J(7rO -} com t ~ 0: 
iC6 lC6 

l
ei: 

lim -dz = n i. 
0-0 c, z 

, 

• • 
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-, , 
-R R 

c, 

Fig. 5.4 

Entao, passando ao limite em (5.P) com .' ---> ° e R ---> DC, e tendo 
tambem em conta que, pelo lema de Jordan, Co integral sobre C R tende a 
zero, obtelnos: 

JCC e" do = c:i. 
-x z 

Substituindo em (5.11), chegamos ao result ado final: 

• 
EXERCICIOS 

• 

j x senx dx = tr. 

-oc x 

Calcule as integrais dadas nos Exercs. 1 a 4. 

100 cos ax d 
1. :r'l + 4 X, 

o 
a> O. 

roo senx d 
3. i-

oc 
l'(X 2 + a2 ) x, a> O. 

2. jX 
-x 

j
x 

4. 
o 

X S".::l X d 
, x. 

x - + ~r + 20 

COS:: d 
(=2 + n1 x. 

• 

. ), Seja / (::) uma func;ao regular no semiplano Re z > 0, tal que 0 maximo G(R) de 
1/(2) 1 sabre 0 area CR: 2 = Rei

@, 101 < 7r / 2 ~ t~Dde c>. zero com R _____ 00. ~rostre que 

lim 1 J{z)e" dz = O. "< O. 
R- x: CR 

6. ProYe que feR e-
z2 

dz --+ 0 com R --+ 00, ande CR eo areo z = Reir;, 0 < B< 11" /4. 

(. Calcule as chamadas integra is de Fresnel: 

C = jX cosx'dx e 5 = j' senx' d.I. 
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most rando que ambas sao iguais a ..;2n /4.. 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

-'0/4 1. lot ' . 2. ,re- " {2 cos 2 + sen 2) /2. 

, , 
o. 4. ,,/4e. 

7. Lembre·se de qUE' foX! e ~ r1 dx = j1i / 2. C'se x = e- 1::- 14: e 0 E'xerckio anterior para 

( R ,.' d -'"" (R'" ' ' --'d .( ') / 0) (R -.'d mostrar que IR = Jo e- x = e ' J o e' z = . 1-1 V L: Jo e . .t"+ER , 

onde ER - 0 com R - 00. • • 

INTEGRAND OS MULTIVALENTES 

Vamos cakular a integral 

1
00 Xk-l 

-=--,- dx. 
o x- I 

O<k < l. 

onde consideramos a determina~iio real de xk- I . 

Seja C = CI U CR U C2 U C, 0 contorno fechado formado do segmento 

C I = [I', RI. argz = 0, 

do circulo CR de centro na origem e raio R, do segmento 

C2 = [r, RJ, arg z = 2 .. 

e do circulo C, de centro na origem e raio T , onde r < 1 < R (Fig. 5.5) . 
Entao , a unica singularidade da fun~iio 

zk- l 

J(z) = Z + 1 

no interior de Ceo ponto z = -1, que e polo simples, no qual 0 residuo de 
Ie 

(_I)k - 1 = e(k-1 l log(- 1) = e(k-' I.,i . 

• 
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• 

- 1 
c, 

c,. c, 

• Fig. 5.5 

Portanto, fc J(z)dz = 27rielk-I lo" ( 5.13) 

A ill! egral de J ao longo de C R tende a zero com R ~ 00. Com efeito, 

k-I 1!o2rr e1k - I )(logR+18). 18 

i Z dz ' IRe de 
z + 1 0 Rele + 1 c R , 

!o
2i7 l e(k ~ l)logR 

< R ' . de 
o ' Re,8 + 1 

• • 
RRk- 1 !o2rr 2rr Rk 

< de = -;;--:; 
R - 1 0 R-1 

d o com R ~ 00 pois k < 1. expressiio est a que ten e a zer '. t al ao longo de 
. . '1 ifka-se que a III ear De modo intelramente ana ogo, ver "(5 13) 

E - f do r -" 0 e R -" 00 em . , Cr tende a zero com r ---')0 O. ntaa, azen 

obtemoo: 
lim lim (r + r ) zk-I dz = 27rie1k- l )rrl 
r-O R--oo lei Jc,> Z + 1 

- C 2 1 go de C2 de forma que o arcrumento de z e zero ao longo de 1 e 'IT ao on , . ,. 
o R e(k-ljlogx (r e(k - l)(logx+2701) dx 'r 
( r + r ) zk - I az = r ' 1 d.r + J J X + 1 'I k. J~ z+l h XT R 

(5.14) 

R k-I 
[1 - elk-I)2rrI11 : + 1 dx. 
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Substituindo est" expres;"o em (5.14) vern 

logo . 

(X :: - I dx = -;-;-,=~2_7r_'_' -;-C-.--,-c 

10 :: + 1 c(l k )-;ri _ e ( 1 k . i 1 

ou ainda, em forn a mai:~ :'amiliar, 

[ :.:~ dx = -se-n'[(;-:l-
7r
-'-k')rr'l 

o meta do qUf acabar::.os de utilizar e aplicavel a toda imegral 00 tipo 

(00 Xk- I R(x)dx, 
fo 

onde k na~ e int firo . R I:: I e uma fun~ao racional sem palos no icervalo 
(0, -(0) e .,"'H(.r - 0 em .r -" 0 e x -" 00. l'iestas condi,·,5es. a i:ltegral 
acima conyerge e as intf';:-ais de zl.:-I R(z) ao longo de C

r 
e C

R 
t:ondem 

a zero Com r -+ ( , e R - x. respectivamente (0 leitor deye \'erific2.r i550 
em detalhe). Em conseqii~ ::l cia , procedendo como no casa par~icular 2.cim a. 
obtemos: 

27ii ~ /.;- 1 
1 _ elk 112rrl L- Zj (res R) ( :) ). ' 5.15) 

J 

onde Zj sao os poles niio-ulos de R(z). 

o metoda acir:.la falh .:. 5e k for inteiro, pois entao 0 denominad.)[ em 
(5.1.5 j se anula. ?\cste cas:. 0 integrando x k- I R(x) e uma fUl" ao rar iona!: 
se ela for par, a iuegral c.-:-sejada e metade da integral de -x a -.-:xJ do 
mesma integrando. e ja sa.:-emos como calcula-la. 

Ko casa em qUE 0 intef:"ando nao e par, a situa<;ao pade ser contor-nada. 
Seja, par exemplo. calcula: a integral 
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Come~amos integrando a fun~ao 

log z log z 
g(z) = z2 + 4z + 3 = (z + l )(z + 3) 

ao longo do mesmo contorno C = C1 U CR U C2 U Cr da Fig. 5.5. As 
singularidades de 9 no interior de C sao os polos simples z = - 1 e z = -3, 
onde os residuos de 9 sao, respectivamente, 

Entao , 
• • 

10g( - 1) 
2 2 

e 
log(-3) 

-2 
log 3 + 7fi 

2 

r log z dz = _27filog 3. 
lc z2 + 4z + 3 2 

Fig. 5.6 

(5.16) 

• • 

Como no exemplo anterior, as integrais ao longo de Cr e CR tendem a 
zero com r ---; 0 e R -> DO, respectivamente. De fato, z = reiO s~bre C" e 
tomando r < 1/ 4, obtemos: 

1 
log z 101

" ., dz < 
c, z- + 4z + 3 - 0 

log r -'- ien 
~-"---'.' -'.- ire" de 
z2 + 4: + 3 

r(2" - log r ) j '2T. 
< 3 ., de < 27fr(llogrl + 2") ---; 0 

- 4r - r- 0 
com ,. ~ O. 

De modo anaJogo, prova-se que a integral sabre CR tende a zero com R ---; DO . 
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Par ouiro lado, 

(fc, + 1,) log Z dz 
z2 + 4z - 3 lR ( logx _ log x + 2"i) dx 

r x 2 + 4x + 3 x 2 + 4x + 3 

-hi lR dx . 
r x 2 + 4x + 3 

Substituindo esta expre;sao em (5.16), e passando ao limite com r ---; 0 e 
R ---; DO, obtemos 0 result ado desejado: 

EXERCicIOS 

1. Calcule as seguintes intf~rais: 

2. Mostre que, sendo 1m a I O. 

log 3 

2 

j x dx ?fi rma 
-x x(x - 0) - al Ima l' 

Sugesta.o: Integre ao JO::lgo do contorno usado no calculo da integral de sen x/x (p. 
106). 

3. I\'lostre que 

onde tomamos 0 valor positivQ da raiz quadr.a.da. Sugestao: Use 0 contorno da Fig. 
5.6) fac;a r _ 0 e R --t :X. 

INTEGRAlS ENVO LVENDO - . 
FUNQOES TRIGONOMETRICAS 

Urn outro ripo de integrais que podem ser calculadas por residuos sao inte-
grais da forma 

fa20 f(sen e. cos e) de. 
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Usando a transforma<;ao z = eie. obt emos: 

-I 
2: - Z 

sen e = --:2,'--' - cos e = 
+ ,- I z _ • 

dz = iei9 de = izdB: , 
2 

logo! a integral acima assunle a forma: 

J (_ - Z- I z+z- I) dz 
, ~I j - 2; , 2 IZ 

Como exemplo , seja caleular fo2c cos ~e _ 2 Temos: 

. 1 dz 

J'~I (z+z. ') j?-2· iz 
dz OJ 

i ' I ~ 1 z2 - 4z + 1 

.) J dz 
~ , ' I ~ I (z - 2 - /3) (z - 2 +)3) 
. ) 1 
~ . 2rr i · -2/3' 

pOl·tanto. .)- de 

10-' case - 2 
-27r 

/3 

EXERCicros 

• 

I I < 1 e ua de nl:,er() Calcule as imegrais dadas a seguir: nas de nlllueros 2 e 3, tome a , 
4, tome a > b > O. 

. - 2 

1_·· dB 1f 

1. ? _ -en'B ~ '6' o - - yu • 

3.{ b' 
dB 2c 

.' 
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RESiDUOS LOGARiTMICOS 
• 

E PRINCIPIO DO ARGUMENTO 

Entende-se por residuo logaritmico de uma :imc;ao j num certo ponto s.: 
residua de 1'/ j nesse ponto, is to e, ao residuo da derivada logaritmica de .f • 

E claro que para isso est amos sup all do que j seja regular no referido ponk 

Vamos supor que f tenha um zero de orcem r num ponto Zoo de SOf1.~ 
que 

j(z) = (= - zo)'g l=) , 

onde g e regular e diferente de zero em Zo. Pc.rtanto, 

1'(0) 
j(z) 

r(z - zO )"- lg (z) + z - zo),g'(z ) 

(z - zo),g( z) 
r 

-- + h(z), 
z - Zo 

onde h = g' / g e regular no ponto zoo Vemos lL<.;im que a residuo logaritmic( 
de uma jun9Qo f n um ponto que se)a zero d, ordem l' da jun9ao e igual c 
ordem l' desse zero . 

o raciocfnio anterior pode ser repetido no caso em que Zo seja polo d, 
ordem s, bastando substituir r par s (Exerc . 1 adiante), 0 que permit, 
afirmar que a residua logaritmico de uma jun(,:o j num ponto que seja pole 
de ordem s da jum;.cio e igual a -so 

Juntando esses dois resultados, demonstra-s€ facilmente 0 teorema qUE-. . 
enunCIamos a segulT. 

5.12. Teorema. Sfja f "ma fun,iio que, c exce9ao de polos, e analfticc 
numa "egiao simplesmente conexa R . Seja C c R um contomo fechado 
simples, orien.tado posiiil'arnente, e cujo interiC'r contenha urn numtro finito 
de zeros e polos de J. E ntao, 

1 1 1'(z ) dz = Z _ P. 
2rri Ie j(z ) 

onde Z e P denotam, re<pectivamentf. as numfros de zeros e polos de j no 
interior de C, contadas as multiplicidodes. 
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A demonstrac;iio desse teorellla e simples e fica a cargo do lei tor. Basta 
substituir 0 comomo C por contomos envoh-endo cada zero e cada polo 
isoladamente (Exerc. 2 adiante). 

Observe que I'(z)/ J(z) = (log J(z ) I'. onde tom amos qualquer ramo do 
logaritlllo. (Lelllbramos que diferentes ramos tem a mesma derivada, jli 
que eles diferem entre 5i por valores cOllstantes.) Em vista disso, podemos 
escrever: 

1 i I'(z ) 1 
2 · J( ,) dz =,_.[log/(z)]C 

7f Z C _ , _ill 

au seja. a integral e igual it varia<;iio de log I , 0) ao longo do contorno C. 
.-\contece que es~a variac;ao s6 afeta a parte imaginaria do logaritmo, pais 
a parte real log f (z) I volta ao valor inicial uma vez completado 0 percurso 
C. Em conseqiiencia, dellotando com :o.c argf(z) a variac;ii.o sOfrlda pelo 
argum €!1to de J 0) ao longo do contorLO C, obtemos 0 chamado principio 
do argu mento: 

1 
Z - P = 2- L:. _. arg f' : ). 

" o principia do argumento tem uma interessante interpretac;ii.o 
geo1l1€t rica. Suponhamos que C s6 cO:ltenha em seu interior lun zero Zo 
de ordem r e nenhum polo. Entao , q-Jando 0 percorre 0 contomo C no 
sentido positivo. 0 ponto w = l (z) percorreni um cOlltomo C' envolvendo 
r vezes a origem no plano w (Fig. 5.7). E 5e zv for um polo de ordem 5 em 
\'ez de zero, w = J (z) percorrera 0 contomo C' em'olwndo r vezes a origem 
do plano w no senticio negativo. 

. -
" 

c z 

Fig .. , I 

/'j~:::::::--~ 
w=/(z) 

' 0 C' 

o t!?orema s'?guinte e U1l1a aplica~a~· intere5sante do principia -do argu-
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mento. 

5.13. Teorema (de Roucho.) Sejam J e 9 Jun,oes analiticas numa 
regiao simplesmente conexa R. Seja C c R um contomo Jechado simples, 
Mientado positivamente e tal que IJ(z)1 > Ig(z)1 nos POlltos de C. Entao 
J(z) e J(z) + g(z) tem 0 mesmo numero de zeros no interior de C. 

Demonstra,ao. Por causa da hipatese If(z)1 > Ig(z) l, I(z) nao se anula 

sabre C . Em conseqiiencia, podemos escreyer: 

6.c arg[f(z) + g(:)1 [ ( 
g(z) ) -

6.c arg l ' 0) 1 + l(z) _ 

( 
g(z)) 

6.c argJ (o)+ L:.c arg 1 + J(z) . 

Observe agora que 0 ponto w = 1 + l(z)/g l z) nao pode circundar a origem 

no plano w, pois Iu: - 11 = IJ(z)/g(z )1 < 1. Portanto, 

( 
g(z )) 

L:.carg 1 + J(z ) = O. 

donde segue-se que. 

L:.c arg[f(z) + g(,)1 =:o.c arg J(z) . 
• 

Daqui e do principio do argumento segue 0 result ado desejado. 

o teorema de RoucM permite fazer Uilla demonstra,ao muito elegante 
• 

do Teorema Fundamental da Algebra, do qual consideramos uma ve,siio na 

p. 107. 

• 
5.14. Teorema Fundamental da Algebra. Todo polinomio de grau 

n > 0 tem exatamente 11 ra{zes, c011tadas as multiplicidades . 

Demonstra,ao. Seja 
• 

P( ) n + ,, - 1 -L + z = anz an-lZ - ... I alZ ao 

um polinomio qualquer de gran n > 0, de sorte que an : o. Pando 

J(z) = a"z" , g(z)=a,, _lz·-l+ . . . +al o+ao 
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e Izl = R, teremas: 

lim 
R-oo 

/(z) 
9(Z) 

la IR" 
1
. n 

> 1m I . I I - R-x lan_1 IRn-) + ... + la) R, ao 
= CXJ , 

donde se vo que existe R tal que If ,z) 1 > 19(z)1 para 10 1 = R. Daqui e do 
teorema de RouchO cancluimos que /(2) e /(z) + 9(Z) = P(z) tern 0 mesmo 
nlllnero de zeros, isto El, exatamem-? n, qu~ e 0 ntlmero de zeros de J{z) , 
como queriamos demonst rar. 

EXERCicIOS 

1. Prove que 0 residua }ogar{tmico de ur..:.a funr;ao f num ponto que seja polo de ordem 
r da func;ao e igual a ordem 5 desse p,~ lo. 

2. Demonstre 0 Teorerna 5.12 . 

• 

Capitulo 6 

- , 
CONTINUAQAO AKALITICA 

Sabem05 que a serie 

/(z) = '\' zn 
~ 

·. ~ O • • 
tern raio de convergencia I, e, portaL~ o: defi lE llma fUll<;ao analftica no 
disco 12 1 < 1. Sabemos tambem qUf essa ser:.:: tem por soma a func;ao 
g(z) = 1 (l-z), a qual, por sua vez. eSE definid2 em todo 0 plano complexo, 
exceto em z = 1. Entao. a func;ao 9 e -~.ma ext eJ.sao da fungao j; mais do 
que isso . e llma "extensao analitica·: . l :;to e imp·}[tante. pois

1 
embora nilla 

func;:ao possa tel' mui tas extensoes dife:.;.ntes. es~<,- exten~ao e (mica quando 
preserva a analiticidade. como nos gar':'..::l te 0 te0::-ema seguinte. 

6.1. Teorema (de unicidade da extensiio analitica). Sejam / e 9 
funr;oes analiticas numa mesma regiao R) que ciincidem numa vizinhanr;a 
de um ponto 20 E R, ou apenas num .'onjunto de pontos tendo ponto de 
acumula9do Zo E R. Entao f e 9 sao ic' inticas: ; , ~ to E. co :ncidem e17~ toda a 
Tegiiio R. 

Para a demonstra<;ao deste teorem::. . necessi~amos do seguinte lema de 
topologia met rica. 

6.2. Lema. A distiincia entre do" ,;onjunto.; fechados e disjuntos, 1L1n 
dos quais limitado, e positiva. 

Demonstra,iio. Sejam X e Y conj '.:.::nos fechados e disjuntos, sendo X 
limit ado. A distancia entte eles, d(X. :') , e defi:rida como sendo 0 infimo 

, 
das distancias d(x, y) = Ix-yl, x varian·co em X E Y mriando em Y. E claro 
que d(X. Y) > 0. Vamos provar que d X, Y) > O. Se losse d(X, Y ) = 0, 

• • 
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haveria duas seqiiencias, Xn E X e Yn E Y, tais qu; IXn - y" I --> O. Pelo teo
re:na de BolzanO-Weierstrass, X n possuiria uma ;-lbsequeLcia conyergindo 
paca um ponto Xo E X. a qual continuamos a indi c:.'.r com a mesma nota9iio 

X ".' Em correspondencia a Xn , hawria tarnbem ':rna sub;eqiiencia de Yn 
(q'le continuamos a denotar por Yn). a qual, por 3"r equiYa!ente a Xn, seria 
co~vergente para urn certo Yo, que pertenceria a }' . ja que}' e fechado. Em 

co::seqiiencia, I·Lo - Yo I = 0, donde .ro = Yo. Mas :sto com:adiz a hipotese 
de que X e Y sao disjuntos e completa a demonsr:a9ao. 

Demonstra,iio do teorema. Seja z um ponE qualqu ; r da regiiio R. 
Va:rlOs prm'ar que f e 9 coincidem em z. Pela h:~otese , f e 9 possuem a 
mf~rna serie de Taylor numa vizinhan9a de zo (n;a 0 Teo:erna 4.1.5 na p. 
136) . Se z pertence a essa vizinhan<;a, 0 teorema e;ta demc nstrado. 

Se z estiver fora da referida vizi nhan9a , conect .. '.1I10S 20 a z por meio de 
urY. arco C todo contido em R e denotamos com t a distan.:ia de C it fron
tei:a de R . Como essa fronteira e C sao conju ntos :ochadoo. e C e limitado, 

8 > O. Tornamos, sobre C, a partir de Zo, os pom.: ~ ZI, 22 ... . ,zn = Z, tais 
qu; Izo - 211 < 8, IZI - z21 < 8, ... . IZ';- 1 - zl <: Entiio. Zj E V/(Zj - J), 
j = 1, ... , n (Fig. 6. 1). Como f e 9 coincidem em \':5 (zo), f ZI E V/ (zo), as 
ser'es de Taylor de f e 9 eoincidem em V,(ZI). C0:::10 Z2 E \~(ZI), as series 
de Taylor de f e 9 coincidem em 110 (:2); e assim po: diante. ate concluirmos 
que as series de Taylor de f e 9 coincidem em Vo( :, ), port.c.nto f e 9 coin-. , 
CIQ -:- m em '::n = Z, conlO queriamos provar. 

c 

Fig. 6.1 

o teorema de unicidade que aca bamos de demo::otrar ley,," natural mente 
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a defini9iio de "continua9iio analitica" que damos a seguir. 

6.3. Defini<;ii.o. Sejam R uma regiiio e E um subconjunto de R com urn 
ponto de acumula,iio em R. Seja f uma jun,iio definida em E, po;ouindo 
urna exten~iio analiUca 9 na regiiio R. Diz-se, entao. que 9 e eontin ua,iio 
analitiea de f em R; ou ainda, prolongamento analitico. 

o requisito de que E tenha um ponto de acumula,iio em R e ft'w jus

tamente para garantir a unicidade da extensiio g. de acordo com 0 Teorema 
6.1. Com efeito, pode acontecer que duas fun <;6es analiticas dist intas coinCl
dam numa infinidade de pontos que se acumulam num ponto :0 i R. (Vej a 

o Exerc. 1 adiante.) 
• • 

.. .. ... . 
Pnmelras consequenclas. 
PermanEmcia das rela<;6es funcionais 

o t eorema de unicidade garante que se uma fun<;iio ja e analiticc. numa 

regiao, e tern continua<;ao analftica Burna regiao maior) el1ta~ es.~a ~~n

tinua<;iio analitica e unica; e gar ante tamb€m que uma fun<;ao a~aht1ca 
numa cert a regiao R fica completamente determinada pelo conhecimento 

da fun9iio apenas numa vizinhan9a de urn ponto de R, num p.equeno ar~o 
ou mesmo apenas num conjunto de pontos que tenha ponto de acumula9ao 
pertencente a R. 

Consideremos concretamente 0 caso da fun <;iio exponencial. inicic.lmente 
definida no eixo real. No Capitulo 2 estendemos essa fun9ao a todo 0 plano 
complexo. utilizando a formula 

eZ = e.r+ iy = e" (cosy + iseny): 

e dessa maneira obtivemos uma fun<;ii.o analitica. P oderiam os ter utilizado 

outros meios; pOl' exemplo , a serie de potencias 

_ ~ zn 
e- = L l' 

n= O
n. 

tambem define uma fun9 ao analitica em todo 0 plano, extensiio da expo
nencial real. Em vista do teorema de unicidade. as duas extensOes aqui 

• 
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consideradas sao identicas. Essa mesma obserya~e.0 e valida para todos as 
func.;6es reais que estendemos ao plano complexo. como 0 logaritmo e as 
func;oes trigonometricas. 

o teorema de unicidade permite estender Bc' plano complexo, au a 
regi6es do plano complexo. varias identidades que j a ten ham sido estabele
cidas no eixo real , au em subconjuntos do eixo rea~ . Tomemos urn exemplo 
simples, a identidade 

cos2 x + sen 2 x = l. 

que e valida para x real. Podemos afirmar que. p~.ra todo z complexo, 

C081 z + sen2 z = 1. 

Com efeito, F(z) = cos2 Z + sen2 z e cont inua~ao anaIftica a todo 0 plano 
coinplexo da fun~ao real f (x) = cos2 X + sen2 .L ~las acontece que f(x) e 
constantemente igual a 1: pm'tanto, sua continua~.;io analft ica tambem tern 
de ser a constante l. 

o m E'sma raciocinio aqui utilizado permite dfmonstrar a permanencia 
de certa::: relac;6es funcionais. 0 mais simples e Co caso polinomial. Assim, 
suponhamos que as fun,aes reais JI , ... , f" esteja", definidas num intervalo 
do eixo real, at satisfazendo uma identidade do t;,:;o 

P(h(x) , ... ,f,,(.r)) = O. 

on de P f um polinomio em n variaveis . Supo ndc" ainda que essas funr;oes 
tenham continua90es analiticas a uma mesma re£:do R do plano complexo, 
podemos afirmar que 

P(JI (z), ... ,f,, (: )) = 0 
-ness a ngwo. , 

E exatamente esse a caso exempli fica do antcciormente, da identidade 
t rigonometrica cos2 z + sen2 z = 1, onde h(z) = cosz , h {z) = sen z e 
P(It, h ) = If + Ii - 1. 

o meSIDO raciocinio pode ser aplicado a ~:l ua90es mais gerais que 
polinomios. A t it ulo de ilustra~ao , vamos promr que 

Para isso. lembramos que essa identidade e yerdadeira quando Zl e Z2 sao 
numero~ reais, isto e, sabemos que, sendo x e b numeros reais quaisquer, 
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en~.:.o 

sen(x + 0) = se,1.~ cos b + cos I seL J. 

Po: conTinm.:ao analftica , , 

sen{z + b) = sen = cos b + cos .:: seL:' 

qm.:squ;,r q-.:e sejam b real e 2 cOlllolexo. Com ef-- ,o 0 pro . b i _; . - t" • • , :meiro mem-
. rc __ e>,.a ul7ma 'glJ'aldade e continu,.~ao analftica d,: primeirc, membra da 
Ide_~ ld2.~e a.:.renof, 0 meSIl10 acontecendo com os sE':- 'lndos n:.o:mbros. Em 
seg-...lda IaZ-!l:- Z = =1: b = x, e no';a continua~.a.o ~1.alitica leva x a z 
cor:~letande a demonstra~iio. 2 , 

:'5S<' meS:::1O raciocfnio pode ser a:Jlicado a todas - - ,'dent' - d t b . . - ' = lea es es a e-
lec>:as roo C,~itulo 2. pp. 64 e seguiues. 

Co::rtinual;iio analftica por reftexao 

As ~ln~!:.es c: ·..:e assumem va!ores reais para \'alores r:-ais da \?riavel inde
peL! :ent-? _ CO:.:lO 

• e- etc .. 

sao ~ ais que S:- liS \'alores 5e refletem I:·) eixo real quan:'o z e as;;::m fl t 'd . . . ( ) _. re e , a 
lste,_": j Z . f (z)- Isto ja nao e ve~dade no caso d, fun~6e5 que nao sa~ 
rea .. : pa..- a \,& . )res realS de z. como 

2 3' z - lZ " I~e-' ... '=!_. 

Es," propriec. '.de e a '-ersao rnais simples do chama do "rindpiu de fl -_. 'd - re exao) 
qUE' ,aIll')S C( '}SI erar agora. 

6.4. T:o~ema (principio de reflexao) . SeJa f ',ma fun~iio analitica 
nuT:',,: rcgwo 3 que mtersecta 0 eixo -eal e tal q'ue z -:: R <:} z ::: R. Supo
nhc.'"7.os amd.; que f lo) seja real pare z rUlI. Entao.f z) = f lo) para todo 
z E _~ . 

)emonst--;,ao. Seja Xo urn ponto qua!quer de R ~-le seja rEal. Entao, 

'" 
f (: 1 = L a,(z - xo)", 

n=O 

• 
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para todo : numa vizinhan~a conveniente de .to, digamos. V,(ro ). Os coe
ficientes an sao todos reais, pois 

I f'2 )(XO) f in (xo) 
ao=f(XO),al=f (xo ),a2= 1···,a.,,= 1 ••••• 

? ". ~. .. 
e todas as derivadas f (n)( xo) que a1 aparecem podem ser calculc.das 
sider an do : real. Em conseqiiencia, fro ) = fro) , ou seja. a fun~ao 

F(z) = f(: ) - f(t) 

eon-

que e analitica em R (veja 0 Exerc. 9 adiante), se anula "m F/ lIo): por
tanto, se anula identicamente em R por continua~ao analitin. Isto .:ompleta 
a demonstra,ao do teorema. 

o teorema anterior permite continuar anali ticamente uma ; m~iio f , 
dada inicialmente numa regiiio R contida no semip!ano sqerior 1m z > 0 
ou no semiplano inferior 1m z < 0, desde que R conrenha U::l conj'cnro I do 
eixo real, que seja aberto como subconjunto da reta. e f sej" conr1Lua e real 
em R U I . Para isso, sendo R* 0 refletido de R no eixo rfal, bas,a dennir 
f para z E R' mediante f(z) = f(z) (obser\'e que z E R , para que f se 
estenda analiticamente a R-. 

o procedimento que acabamos de descrever e conhecido como 0 pr'inc(pio 
de refiexiio de Riemann-Schwarz. Para deinonstrar sua ·;alidade. \'3mos 
supor que R esteja contido no semiplano superior l:nz > .). (0 raciocinio 
e inteiramente anaJogo caso R esteja no semiplano inferior 1m z < 0.) Seja 
C urn disco (aberto) centrado em algum ponto de I. e tal ·l.ue. ju:namente 
com sua fronteira r, esteja todo contido em R u R- J I. PE:O Teorema :3.17 
(p. 105), a fun~iio 

g(:) = 1 . i f(e,) d( 
21T' .lr ( - z 

e analitica no interior de C. Vamos mostrar que ela coincid7 com.i :) nesse 
disco. Isto implicant 0 resulrado desejado, como se \'e faci l:nenre. 

Sejam -. a interse,iio de C com I (Fig. 6.2a ). r + a parte de r nO 
, 

semiplano superior e r - a parte de r no semiplano infer;)r. En,"o. para 
z ~ I, podemos escrever: 
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r+ r:+ • 
". 

0 , . 
• 

r-

(a) (b) 

Fig. 6.2 

Notamos, em seguiCa. pela formula integral de Cauchy, que. se z e,river 
no semiplano superior. a primeira integral sera igual a f(z) (\'eja t amb€m 
o paragrafo seguinte). m quanto a segunda sera nula; e se z esri,'er no 5emi
plano inferior, a prime:-a integral sent nula, enquanto a segunda sera igual 
a f(z). E. por continu;dade. g(z) coincide com J(z) tamb€m em I. 

Na wrdade. estarcus usando a formula integral de Cauchy nas inte
gra<;6es em r + U, e e:n r - J (-,). 0 que, a rigor, exigiria saber, de an
temao, que f e analitica em I ' Mas isto pode ser facilmente contornado, 
assim: seja r, a parte ce r no semiplano 1m z > 5:, onde £ > 0 e tom ado su
ficientemente pequeno. Em seguida fechamos 0 contorno r, com 0 segmento 
horizontal" = ,+ i, (Fig. 6.2b). No contorno r, U If podemos aplicar 
a formula integral de Cauchy. apos 0 que passamos ao limite com £ -> 0; 
isto e possivel pela cominuidade do integrando Hum conjunto compacto. 0 
mesmo racioclcio pode ser feito na integra~iio sobre r U (- ,) 

EXERCicIOS 
• 

1. Construa urn exempio (vITI dU8.s func;oes analfticas di ~ti ntas , f e 9, defi llidas na mesma 
regiao R. e coincidind .:: uuma ~eqiiencia infinita de pontos dist.intos : 1 que com"erge 
para um ponto fora dE R. 

2. Mostre que UIlla fUll\§. t) analit ica numa regiao R naD pode assumir 0 meSIllO valor 
num conj unto de pont ( :5 com ponto de acumulac;ao em R , sob pena de seT constante. 

3. Seja f uma fUIl(;ao ana.:irica e naO-collstante numa regiao R, e seja F um subconjunto 
fechado e limit ado de R, Pro\'e que 56 po de haver urn numero finito de pontOS de 
F onde f assume 0 I11,;:;nlO ya lor. Prove, em particular, que se J e uma func;ao 1113.0-

constame e regular 111j:l ponto =0, entao existe 6 > 0 tal que J(z) '# !(zo) para todo 
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z ~ V!(zo). (Observe que esta pl'opriedade segue tambem cu Coroia:io 3.23 da p. 
11< ) 

• 
4. De exemplo de uma fun~ao analit ica e nao-constante numa fE-p aC R. q-.:e assume urn 

m~mo valor uma infinidade de vczes em urn subconj unto f€'('J.ado de R. 

0 . Use continuac;ao analit ica para provar que, para todo z comp:exo. 

x 

COS ( Zi + Z2) = COS Zl cosz~ - sen 21 sen : ~ : 

sen z = COS ( ; - z) e cos z = sen (; - z) : 
senh(z! + 2 2 ) = senh Zl cosh 22 + cosh zl ser..h Z2: 

cosh ( Z l + Z2) = cosh Xl cosh ':2 + senh Xl ser..h 2 2 . 

6. A 3~rie J( z) = L ( - z )3" define uma fun~ao analit ica no di~0 Iz! < 1. Obt enha sua 
• 

cominuac;a.o al1;ii~ica a todo 0 plano·e mostre que ela e regula: e nul~ r.J infinito, que 
cia possui apenas t res singularidades do tipo polo, e localize ~:5ses polo::. 

00 " ~ " 7. Fa.;a 0 mesmo para / (2) = ~ z . 

8. DE": o::> rmi ne a conti nuat;ao ana lit ica a todo 0 plano da funt;ao 

f(x ) = 1°C te- " dt . x> O. 

!d c,stre que ela e regular no infin ito e localize sua unica singclaridade. 

9. Co:n a mesma notat;ao usada na demons traryao do Teorema 6. -i ~ p ron · que a funt;a.o 

F I ' ) = J(z) " analit ica em R. 

10. P , 0Ye a rcciproca do Teorema 6.4, isto e, que, Sf' / (z) = / (= para toe: . .; E R, entao 
n; I e real para z rea l em R. 

11. Ce'J.sidE're a func;ao w = Vz = r ei8
/
2, com as rest ri t;oes r > C· e 0 ~ ~ < 1<' .E.xpliOqu~ 

CO::lO contimui·la ana liticamente ao 4Q quadra nte at raves dc- seml· eLX';:· POSltl VO x, 
e a0 3Q quad rante atra\"E~B do 5erni-eixo negat iyo Ox. 

12. Rf?ita 0 exercicio a nterior com a fun~ao w = log z 0 < arg; < ii. 

RESP OSTAS E SUGESTOES 
. 

u 

... 

I. f{: l = sen(1/ z) e 9(z) ident ica rnente Hula coincidem nun:a seqii en .:ia infi~i~a ~: • 
po:ltOS tendendo a. ze~o. 15so. e possfYel porque zero nao pert ence 20 dornllliO l.ft 
aUi?.lit icidade da pn melra fun~ao. 
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9. Esc reva /( z) = 'U ::. Y + I ', I . y) . dO:lde 

.c ; ) = V I ; . -y ) - it"IX. -y ) = U(x . y) + i\ '". y). 

c use as equat;oe: ie Cauct;;·R ieman!:.. 

CONTINUA<;_'\O Al\ALITICA 
E SINGULARTDADES 

Quando temos lllE f=,8.( analft ica I numa regi ilo R, dizemos g"" 0 ;>ar 
(t, R ) consti tui UL elc-m er/o l uncional ou germe de l un , ao an al!;, ::1. G SO 

porque e concebh'-:-: que Sf possa ~tender f anal it icamE-nte a UllE reg:::ao 
maior , engloban dc R: e. C~ acordo com 0 teorema da ·l nicidade ':a C011-

t inuac;iio analitica. ) elemeLto funcional (t, R) determina:-a com pie; .',me::ne 
essa cont inua<;ao aJ.alirlc3. constituindo-se, pais. num ;'germe1' ds :i.In<;.:ao 
analftica estend ida Alias. ':'as t a a serie de Taylor de I re:ativa a u:, pomo 
Zo de R para gue '" cou im.:aC;iio analitica de I fique com?ietamem ; det" r
minada . 

Comecemo:3 CO-1 urn €:-.::, mplo concreto) retomando 2.3 fun<;oes :·: nside
radas no infcio do I:apitulo. 

x 

l i :: ) = L zn 

Il = O 

e g(z) = :--1_ 
1 - z (6 _1 ) 

A primeka, emborc. de6.nic :. apen~ no disco Izi < 1. tem soma fa (~.::ner. t e 
ident ificavel, que f a fan,i:o g(z) . Em conseqiiencia, 9 e a COntLuac;:8.0 
analit ica de I a to':) 0 pIaL), excetuado 0 ponto :: = 0, que e polo , ::upi""s. 

Mas em geral 10",) e asSi:rL pais a fu n<;iio pode ser dade. inicia lmc :e l'.or 
lima serie cuj a Som.::. DaO s(a conhecida, por uma integra ~ ou outro :~C ll":-SO 
qualquer; e 0 probkna que ;e apresenta e 0 de saber se ela tern cont L 'Jac;:iio 
analitica e como ot ~ er essa cont inus<;ao. Por exemplo: 11 2.0 sabem(l~ cooo 
obter a soma da se:'e 

~ nfo z n 
~ 3-' + 1 n=O 

em forma simples. 'omo er:: (6. 1), au , como se diz, em "forma feC::adc. -. 
Mas sabemos que SFl rajo d~ convergencia e 3, de forma que ela defi:.~ uma 
funqao analit ica no disco 12 < 3. Como, entao, continua-Ia analit ica=ent",? 
Se e que ela t ern co=tinu a<;a,) analitica. 
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Para descre"er urn procedimento de carater geral, e cOJ.veniente primeiro 
introduzir a noc;8.o de continua,ao analitica de elementos funcionais. 

6.5. Defini<;iio. Sejam (h, Rd e (12 , R2 ) dois el,.nentos funcionais 
tais que RI n R z ¥ 0 e 11 (: ) = h(z) pam: E RI n Rz. Diz-se entao 
que cada um dos elementos f uncionais (11, R I ) e (f2, R : I Ii a continua,ao 
analitica direta do ou'ro. 

Quando (J;. Rd e (12, Rz ) sao a continua,iio analhca direta urn do 
outro, a fun,ao J, definida por 

f (z ) = .ft(z ) em RI e J(z) = h (z) em Rz, 

e a continua,ao a nalir ica , tanto de h como de '12 , it regi ~0 RI U Rz. 

Em geral, os elementos funcionais de que falamos ,-qui sao series de 
potencias associadas a seus discos de convergencia. Assi:n , para continuar 
analiticamente uma ; 'lll,iio f. consideremos um certo c.'.minho L, que se 
origine num ponto da regiao R, onde f e dada inicialmfnt e . Observe que 
(f, R ) e 0 elemento funcional de onde partimos. Desenvc,: vemos f em serie 
de potencias h relati"amente a outro ponto Zl : L, que ;steja tambem em 
R, na expectah'a de que 0 dGCO de convergencia RI dest.3. serie tenha uma 
parte fora de R. (h. Rd e um noyo elemento fu nciona!. a partir do 4ual 
construimos Outro elemento (fz. R2)' centrado num pont.c :2 E RI n L; e as
sim por diante. Dizemos que est amos continuando anali t'camente a fun , iio 
f ao longo do caminho L, ou que se trata de uma contill'_Q,aO anaWica ao 
longo do camillho L. \ 'ejamos um exemplo concreto. 

6.6. Exemplo. Retomemos a fun,ao J dada pela sf ,ie em (6,1) . Seja 
Zl um ponto qualquer de seu disco de convergencia Izl < 1, denotado por 
R, e seja JI a fun,iio dada pe!a serie de Taylor de J relat' ya ao ponto : :: 

o ra io de conwrgencia desta serie, como se calcula pronr c.mente, e 11 - :d. 
Seja RI 0 disco de cOilyergencia Iz - zi l < 11 - 211 . A; ;im. os elemenros 
fun cionais (f, R ) e (f:. Rd sao continua, ao analitica dir; ra um do outro. 

. 

Capitulo 6: Continua,iio analftica 189 

Caso 0 < Zl < 1, 11 - Zl ) = 1 - ZI e RI C R (Fig. 6.3a); neste caso, 
h e uma restri<;ao de J e em nada ajuda para continual' J analiticamente. 
Mas, em qualquer outra situa,iio (Fig. 6.3b), 11- zl l > l-Izd, eo disco de 
convergencia RI cont era ponros fora de R; portanto, neste caso, II efetua 
uma cont inua,ao analir:ca de f fora do disco original R. Observe que, em 
ambos os casos , a fromeira de RJ passa pelo ponto z = 1, que e, como ja 
sabemos, um polo simples da continua,ao analitica de f a to do 0 plano. 

z 
I • 

R 

I 
-o - I I o 

(aJ (b) 

Fig. 6.3 

• 

Singularidades 

Consideremos uma fu no;ao f. definida por uma serie de potencias relativa a 
um ponto zo, cent ro de seu disco de convergencia R. Sejam r 0 raio desse 
disco (que supomos fiLiro e !lao-nulo). ( um ponto da fronteira de R e Zl 

um ponto qualquer do O€gmenro aberto zoe (Fig. 6.4). Consideremos a serie 
de Taylor da fun ,iio f , elati"a ao centro ZI· Com isso estamos procurando . 
continuar f anali ricamente ao longo do ra io zoe · 

Esta ultima se rie tml raio de conYergencia pelo menos igual it distancia 
I( - zi l de ZI a ; (F ig. 6.4a). Mas 0 raio pode superar esse valor, caso 
em que a serie rea lme::lte continua f ana liticamente alem de seu dominio 
original de defini,ao (F ig. 6.1b ). 

Se 0 raio da serie fe· r exatamente I( - zl l, como ilustra a Fig. 6.4a, entao 
a serie nao nos pr0porc:onara continua<;ao alguma. Neste caso, dizemos que 
( e uma singu/a 7" dade da fU!l<;ao f. l'll1 caso como este ocorreu no Exem-
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p1a 6.6, oude a fun<;ao considerada nao tinha contiulla<;ao analit ica ao lango 
do raio que vai da origem ao ponto 1. Este ponto era uma singularidade 
da fu n<;ao, fato este ja sabido anteriormente pelo conhecimento da soma da 

sene. 

• 

Zo 

R R 

(a) (0) 

Fig. 6.~ 

Urn fenom eno interessante e que toda fun<;;;o definida pOI' uma serie de 
putemcias de raia finito tern pelo menos uma singularidade na fronteira de 

, 
~eu disco de convergimcia. E 0 que yeremos a seguir. 

6.7. Teorema. Seja j uma jun ,iio definida pOl' uma serie de potencias 
rdativQ a urn ponto zo, centro de se'u disco de conve1yencia C, de raio R, 
q'Le supornos finito e niio,,,ulo. Entao j tern pelo menos urna singularidade 

);Q fronleim F de C. 

De1l1onstra,iio. Sllponhamos que j possa ser continuada analiticamente 
ao longo de qualquer raio zo(, <: "ariando na fronteira F de C. Entao j 
po de ser desenvolvida em series de Taylor em discos C( (abertos) centra· 
dos em (. Assim, j prolonga· se analiticamente, de forma que seu dominio 
original C fica aumentado da uniao U de todos esses discos C(. (Observe 
que os ,-a lores das diferentes cont inua<;oes de j nos discos C( coincidem nas 
i!1i ersec;oes desses discos.) Seja G a fronteira de U. Ora, F e G sao disjun· 
toS, p ois FeU e U e aberto, de sorte que Un G = 1>. Entao, a distancia ' 
f de F a U e positiva (d. Lema 6.2). Assim , f estara sendo continuada . 

• 

analiticament e a to do urn conjunto C U U que COIltem um disco centrad? ' 
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em ~zo, ,de raio R +E. Em conseqiiencia .. 0 raia de conver ellci ;;:'.' 
potenclas de j relat i" amente a Zo dever" ser R -'- f e - gR I a da _elle de 
a hipotese do teorema e campleta a den~'nstra<;~o. nao . sto contradiz 

Vamos dar exemplo de uma fun~ao CI que todos 0 . 
de seu disco de conwrgimcia sao singula::-dades A f s. pontos, da front;"ra 
alem dessa fronteira, a qual e chamada;" t .' un<;ao nao e contInua"el 

. on ezra natural do junr;iio. 

6.S, Exemplo. Considere a fun<;ao :efinida pela serie 

00 

j (z) = L zn! = 1 + z + :' + =6 + :24 + ... , 
n=O 

cujo raia de- con'vergencia e 1, Como se VE fo'ac'ilm . 
de z da forma z = ,,2.7 (p/q)' ' d O' ente. Conslderemos "alores 
Entao, : on e < T < 1 e p e q sao inteiros, com q > O. 

o que implica "n! - n! . d • - r a partir en = 0 vis to q t- / ,. 
Em conseqiiencia, . ' ue. en ao, pn! q e ll1teiro. 

q- l x 

j(z) = L zn l 
- L rn!, 

/1 = 0 ' = q • • 

donde obtemos, sendo N > 2q um numer.: inteiro qualquer: 

00 q-l N 

If(z)1 > L rn
' - L rn

! > L rn' - q > (N - q + 1)rN ! _ 
H=q n=O lI=q q. 

Ora, esta ultima expressao tende a N + 1-' , 
t db' . . q com r - 1. Como J\ pod 
oma 0 ar I:ranamente grande. isso pro", que IJ(: )I tende a infini t e ser 
~ tendendo a fronteira ao lon"o do raio : = re2r. (p q)i E .' 0 con; 
Impo ' 1 f 0 . . m vIsta d,sso. e 

SSlve que tenha uma cOlltmua<;ao a.:.alit ica 9 a urn '~ . 
qualquer ponto Zo da fro t . " a reglao contendo 
pontos de d fr neIra, pOlS 9 tea de ser analitica em t odos os 

um area a ontelra contendo Z'. t 1 '" 
pontos da forma e2,(p; q), . " mas a arco contem mfimtos 
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Continua<;iio analitica por cadeias 

P ara melhor compr€*nder a releva:.cia do conceito que vamos introduzir 
agora, comecemos co:n urn exemplo. 

6.9. Exemplo. A fun,ao log:. como sabemos, s6 fica bem definida 
quando restringimos 0 argulllento d7 : conwnientemente. Consideremos as 
reglOes Rk como sem..'planos dados ; 'elas seguintes restri~6es ao a rgumento 
de : : 

1.-, .. 
-:) < arg: < 

1., ,, 
2 + IT. 

Denotemos com ik c, ramo do 10gG.:itmo definido nesses semi pIanos. isto 
e. fd: i = logz. C0::n z remito a Rk. Entao, (fA. , Rd e um elemento 
funcional ou germe do loga:itmo. Obser\'e que os elementos (ik, Rd e 
Cf:.~ I, Rk+d sao a w ntinua,iio an,.Jtica direta um do outro. Os \'alores 
k = -1. k = 0, k = ] e k = ~ nos d~0 0 logaritmo nos semi pIanos Re z > O. 
rIll Z > 0, Re z < 0 e rIll Z < 0, resp"cti\·amente. eada urn e a continua~a~ 
a nalitica direta de s"," antecessor ('1 sucessor imediato, mas nao de outro 
elemenw qualquer. Por exelllplo, U:. R1 ) nao e continua~ao analitica direta 
de U-:. Kd· 

Ob5erve que Rz " R-l tfm um>. interse,ao nao-vazia, mas 12 e f-l nao 
coincidem nessa intEcse,aO. :'<0 en:.wto, e claro que sendo cada elemento 
funciocal da sequenc:a 

contilll.:a~ao analit icf. direta de seu ,.ntecessor imediato, entao (12, Rz) dew 
ser consider ado comGlIa,ao an-alitic.., de U -1, R_1 ) em algum novo sentido. 
15:=:0 nos leva a no<;8..Co de cominua<;a.) anali'tica par cadeias, como definimos 
a ~egUlI. 

6.10. Defini~6e5. Cm conjun:.) de elementos funcionais 

1ft, R, I . (/2. ·:U····. Un, R,,), 

ta i qu~ cada um f. a cont;'w u9Qe' analitica direta de seu anteeessor ou 
sucessor imediato, i t:hamad.a 'umo ·:adeia de elementos funcionais ligando 
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(It, RtJ a (In, Rn) · Gada elemento (J;. Rd da ca.de'a e chamado uma con
tinua91lo analitica de qualquer outro (h, R j ) (poden,io eventualmente, mas 
nao necessariamente, ser continua91l0 analitica direta). 

Diz· se que uma fam11ia de elementos f u.ncionais (que pode ser jinitu ou 
injinita) e cone.ra se qua isquer dois de ·;eus elemental podem ser ligados por 
uma cadeia de elementos pertencentes a fanll7ia. 

Esses con ceit as permitem estender Clma fun,iio aLalitica a partir de qual
quer de seus elementos fUllcionais, de forma a se c:'egar a uma "extensao 
maximal" , isto e, 0 conjunto de todas as continua~~s analiticas da fun,ao. 
E. ao fazer isso. como ja tivemos oporunidade de ve,. no caso do logaritmo. 
podemos voltar. com valores diferentel. a Ullla regii.o ja considerada. Para 
remediar essa sitna~ao, somas levados a introduzir 'lm conceito novo, 0 de 
s1.1perjicie de Riemann. :\Tao yamos n05 alongar ne~a dire<;ao, mas apenas 
apresemar a lgu ns exemplos concretos. 

Superficies de Riemann 

Vejamos como essas ideias se aplicam no caso concreto do logaritmo. que 
come~amos a analisar no Exemplo 6.S. Os \'e.rios ele::nent05 ali considerados. 
(h, Rd, com k variando no conjunto dos imeiros. laO Ullia fam ilia conexa 
que faz a maxima extensao possive} do logaritmo. :'Ias surge aqui urn riOYo" 
fenomeno: partindo de urn determinado element a Mcional (I-I, R- tl . que 
nos da 0 logarit.mo no semiplano R2 Z > 0, volt amos a este mesmo se
miplano com 0 element a funrional (.!l. R3 I. a qual. todavia, nao coincide 
com 0 element a inicial (I-I, R-tl: 0 logaritmo vo!:a acre:scido de 2rri . 

Par causa desse fenomeno . dizellios que z = 0 e um ponto de rami· 
jica9llo: e que a logaritmo e unla jun,'llo m ultirale~te. Para faze-Ill. ''imin· 
lente". somos levados a distinguir varias replicas de6 semi planas, como R-l 

• 

e R3. Para isso, vamos juntando as n(rios element c.; funcionais (ik, Rd em 
seqiiencia, ~(colandd' as semiplanos RJ..: uns aos O'Hros cOllvenientemente. 
Assim. R- l e colada a Rv no 1Q quadrante, que e COllium a esses serni-

, . 
pIanos: Rv e colado a Rl no 22 quadrante, que e co:num eles dois , Rl colado 
a Rz no 3 Q quadrante, Rz colada a R3 no 4£ quadrante etc. Mas obsen'e que 
o 4Q quadra nte que comparece em R, dew ser distinguido do 4Q quadrante 
que comparece em R_1• bem assim todo a semiplano R3 deve ser distinguido 



• 
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do semiplano R- 1· 

Esse procedimento de colagem sucessiva dos varios elementos funcionais 
equivale a constru~ao que descre\-emos a seguir. Consideramos varias 
replicas Fk do plano complexo (k variando no conjunto dos nl1meras in
teiros), correspondendo aos numeros complexos z tais que 

2br < arg z < 2(k + 1)".. 

Fk e cortada ao longo do semi-eixo positivo, de sorte que possui duas 
arestas, uma delas em que arg z = 2k7r , chamada I!! aresta, a Dutra em 
que arg z = 2(k + 1)", cham ada 2 ~ aresta. Agora colamos a 2~ aresta de Fk 
na 1 ~ aresta de Fk+1, k variando no conjunto dos inteiros. 0 resultado e 
o que se chama a superficie de Riemann do logaritmo, uma superficie "es
piralada", ilustrada na Fig. 6.5. Assim, part indo de urn ponto z = reiO e 
aumentando continuamente seu argumento ate 0 valor e + 27f , atingimos 0 "-M:f1 ~ 

ponto z' = re i9+27r . !\las observe que z' nao coincide com z, pais encont ra-
se em nova folha da superficie de Riemann , a que torna 0 logaritmo urna 
fun9ao multi valente. 

Observe tamMm que a superficiede Riemann nao apenas torna a fun,ao 
univalente; ela faz a extensao maxima da fu n98.0. De fato, quando conside
ranlOS urn ramo do logaritmo, como 

log z = logr + i arg z . 2br < argz < 2(k + 1)", 

, -
por que preferir esfe 11 outro ramo qualquer? E evidente que urn ramo nao 
passa de um elemento funcional ou germe, nao a fun<;iio em sua totalidade. 

.- . ..... _--.. -- '- . .. ' 
~.;::::.: .. ~ .... ... .. .... .. 
I .. 

.' 

Fig. 6.5 
~ ,. 

6.11. Exemplo. Out ra fu n<;ii.o mult ivalente e a raiz quadrada. Sendo .: 
z = "eiO , f(z) = r' / 'eiO/2. Mas 0 argumento e tem varias determina~6es ; . ': 
como sabemos, sendo eo uma delas, as demais sao dadas por eo + 2k"., .. .. 
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k variando no conj llnto dos inteiros. Assilll. f(z ) = r' · 'ei' : ' 2e h i 0 k- , . ra. 
e" = ±l, con fo rme k seja par 01..1 impar, respectiYamente. Entao, sen do 
fo 0 yalor de f(z) com I.- = 0, vemos que, part indo de z Com ar"umento e 

• 0 o· 
apos uma volta em torno da origem no senti do positi\'o (I.- = I), 0 valor de 
f passa a ,ser - fo; li ma volta mais (I.- = 2) e 0 valor de f yolta a ser fo. 
ASSlD1 . apos 0 ponto z percorrer duas voltas em torno da origem , ele cleve 
voltar it posi<;ao inicial (Fig. 6.6a) . 

• 

o. 

--, 
• 

(aJ 
(b) 

Fig. 6.6 

~ssas. obsef\'a~6es mostram que z = 0 e um POnto de ramifica~ao da 
funC;80 ralz, q~adradaj e para formal' sua superficie de Riemann bastam ape-
11as duas replicas do plano complexo, Fo e F, na 110ta,aO usada ha pOliCO. 

Colamos a 2' aresta de Fo com a I ~ aresta de F, e a 2~ aresta de F, Com a 
I' aresta de Fl. A Fig. 6.6b ilustra lim caminho fechaclo simples em volt a 
da origem nessa superficie de Riemann. 

6.12. Exemplo. \ 'amos estudar a fun<;ii.o 

f(z ) = J z2- 1= Jz+llz-1. 

Para faze- Ia uni\'aiente , cOltamos 0 plano ao longo dos semi-eixos (-00, - I ] 
e [1, -OlO), atra\'es das restri~6es 

-" < arg(: + 1) <;r e 0< arg(z - 1) < 2". 

Obtemos assim uma regiiio (Fig. 6.7a) onde ambas as fun~6es Jz + 1 e 
J z I sao univalentes, portanto, onde e tambem uniyalente a fun<;,'io orig
inal J z2- 1. 

Outra possibilidade consiste em cortar 0 plano complexo ao longo do 
segmento [- 1, 1], de modo que, se lim contorno fechado simples C envolver 
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o pontO 1, ele teni nece;sariamente de envoh-er 0 ponto - 1 (Fig. 6. 7b). 
Dessa forma, se urn ponto z se de;loca ao longo de C, no sentido antihonirio, 
voltando a posi,ao inicial. os argument05 de z - 1 e z - 1 ficam aumentados 
de 2,,- e J(z) volta ao valor inicial. l\ovame:1te aqui, J e univalente na 
regiao considerada, mas possui dois ramos, dependendo do valor escolhidQ 
num ponto qualquer. Por exemplo; seja Zo = 3. Como sabemos, hi dois 
valore3 possiveis para J::.) - 1, que sao \ '2 e -/2. cOI:iorme arg(zo -1) seja 
um multiplo par ou ill1par de 27. . respectivame:1te. Analogamente, J zo + 1 
pode assull1ir os valores -2 e - 2. Entao, os p.)SS\w;.o valores de J(zo) sao 
2V2 e - 2V2; uma vez eocolhido um de5.5es vabres. f fica determinada em 
toda a regiao que estall105 considerando. 

. z 

z - I z - I 

- I o + I 

- I o + I 

(a) (b) 

• Fig. 6.7 

Temos de iuntar esses dois ramos conveni-ntemente para construir a 
superficie de Riemann de J. Para isso. romen]}s due.., replicas F j e F2 do 
plano complexo cortado w longo do segmento '- L 1'. correspondendo aos . . 

dois ramos de J. Cada rEplica possui duas are",as . ao todo quatro arestas, 
duas inferiores A _ e B_ e duas ;uperiores A + e B_ ,fig. 6.8a). Obtemos 
a superficie de Riemann colando A_ com B+ ., .'L (om B _. Assim , um 
ponto que parta de z = 2 em F j e se desloque :10 semido positivo no con
torno circul ar de centro: = 1 e raio l' = 1/2, a.) atingir a aresta A+ passa 
para F2: e, depois de ma:.s Ineia \"olta, fetorna ao pOLtO z = 2, n1as agora 
em F2. Continuando por :nais meia volta. reton:.amos a Fi~ onde mais meia 
volta nos leva ao ponto iricial z = 2 em Fl (Fi,:. 6.Sb . 
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...-----____ __.. F, 

• 
A+ 

- I ~. --,2----. + I 
A 

(a) (b) • • 

Fig. 63 

Os exemplos de func;6es multivalentes aqui consider ados sao relat i"a-

t " les e suas superficies de Riemann podem ser facIlment e \'Isua-men e , Imp . . ._ 
lizadas. Em geral isso nao e assim, mas em mUltas .ephcac;oes basic< a co-
nhecin:.ento de ramos particulares, que obtemos frequentemente sem mUlta 

dificukade. 

• 
EXERClCIOS 

. 

N E 1 a - construa a superffcie de Riemann da fuw;ao dada. 
1 os X E:'CS . ( . 

1. 1 (0 = ZI / 3 2. I(z ) = (z - 1)' / 3
. 

• 

3. f(::. = z m/n. onde men sao numeros naturais, com n > 1. 

4. fe z = z"' , a irracional. 5. I(z ) = (z2 - 1)1/3. 6. f (z) = J:' ~ 1. 

7. j(:; = jz(:~ 1) . Sugestao: Considere duas rep licas d:· plano complexv. ambas 

cor: .. :.das de -1 a zero e ,de 1 a :"10. 



, 
I 

! 
I , 198 Capitulo 6: Contilllla,iio allaHtica 

FUNQOES ANALITICAS 
DEFINIDAS POR INTEGRAlS 

• 

Urn exemplo interessante de continua<;iio analftiea e forn ecido pela 
chamada ··fuw.;ao galnalJ 

1 uma import ante fun~ao especial que aparece 
freqiientemente, tanto na matematica pura como nas aplica~6es. Para estu
dar esse exemplo, devemos primeiro considerar, de urn modo geral: func;;6es 
defi nidas por cert as integrais . 

6.13. Teare ma. Seja f(z, () uma fun,iio continua das varici" eis z e 
(, onde z varia nl/ma regiao R e ( esld restrita a urn contorno /imitado 
C. Suponharnos que f seja analitica em z E R para todD ( E C. EntaD, a 
fun,iio 

• F (z) = fa f (z, Od( • 

Ii anaHticQ na regiao R , e F'(z) = J {}f(z, 0 d(. c az 
Demonstra,ao . Faremos a demonstrac;iio no pressuposto de que C seja 

urn area regular 1 ao qual se reduz facil mente 0 caso geral em que C seja 
compos to de uma sucessao finita de areas regulares, bastando para isso 
subst ituir a integral sobre C pOI' uma soma fin ita de integrais sabre arcos 
regulares. Assim. supamos que C seja dado por uma parametriza,iio ( = 
((t) = ~(t ) + i l)( t). I variando num intervalo (a, b). 

Scja A urn contorno fechado simples. envolvendo 0 ponto z , e todo con
ticlo na regiao R , juntamente com seu interior. Pela f6rmula de Cauchy, 

F(z ) = ~ J d( r f ()' , () d)'. 
27rl C )/\ A - z 

Utilizando as parametriza<;6es dos contornos C e A, essa integral repetida 
po de ser escrita como soma de integrais reais repetidas , envolvendo inte
gnindos continuos. Em tais integrais podemos inverter a ordem das inte
gra<;6es; apos recomposi<;iio das integra is complexas, chegamos it conclusao 
de que podemos im'erter a ordem das integra<;6es na ultima expressao aeima . 
e escrever: 

F(z) = -2
1 r /), J I()" Od(, 
7rl ) ", -z c 

, 

• 

01.': seJ 2, 
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F (-) 1 1. F ()') • = - d)' 
2rri iI), - z . 

PrommV5 . assirL que F satisfaz a formu la in-"~ral d C' h 
_ ' r l"6 e aue Yl c que 

p", mIte p ro'ar que £ tem derivada (ou seJ·a. e ana.:.'tica) como Ii .. 
d - . I zem· :::- na 

e:nonstrac;ao do TE-}rema 3. 16 (p. 103). ' 

Falta pro,'ar que a derivada de F pode ser calc" lada po d '. - . . b " 1 d . - - r em a <;a,_ ,o . 
o '.na e mtegra<;ac, na definirao original de F p o-." l' o~O Ut" ,' 

• os ' <A.. - -=>, illzamos - )\'a-
mE- :J.te a mucan~a de. ordem de integra~ao , assim: -

F '(z) = 1 r F ()') 1 r d: r 
2 i iii (), - z)2d)' = 2rri iii (), _ : )2 J

c 
f (.\ Od( 

J d)' r I ()" 0 d)' = J N()" l 
c /\ (), - zJ2 c 8), 

Ist .j complet.E. a dem .}nstra~ao. 

. 6,14. Teorema. Seja C urn contorno nao-lim:.;.2do. indo para inc-.ito 
ao_ lon~o do :'XO 0: ou em qualquer Dutra dire,o.: Suponhamos q~ , as 
CO '~'90es do .eoreme anle nor estejam salisfeitas err. !ualquer parte lim::.lda 
de C e que Q tntE.grc.. . 

F(z) = fa f( z, () d( 

'Sej.; uniform:mente ·:onvergente. Entao as conc!usc:8 d.o teoiema ant.-:~io r 
per-nanl5Cem ':dlidas. 

Demonsl-a,ao. ~~ja en a parte de C no circulc, de centro na orig ' :J e 
rale n. Pelo T~orema anterior. t" 

Fn( Z) = J I(z , ()d( 
c, 

e ru:alitica e F' (,) -J 8f (',O d' A . , ,,- - c az , . phcando 0 Ieorema 4.6 (p . :~3) 

COILO se a sequencia Fn [osse a reduzida S r, de um.::. serie uniformem'="te 
con';ergente: rerem05: --

F'( z = lim F~(z) = lim r af(z, () d( = J' af(", ( 'd ic, az - oz (, 
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e ioto condui a demonstra~iio. 

Urn t8)rema cnalogo a este ultimo pode ser fon::.ulado, com a hipotese 
de que a i!'.tegral '" estenda sobre urn contomo limita.io C, mas 0 integrando 
f (:. () teda a in£inito em urn ou em ambos os extr~:nos de C. (Veja 0 Ex
ere, 1 adiwte ). \ 'eremos a aplica~iio de um tal teorena no estudo da fun~ao 
ga::la, cOL!iderada logo a seguir. 

A fun<;ao gama 

A chamada JU17t;Q0 ga1na aparece em varios domfnio~ da I'v:Iatematica, sejam 
de ::taturec", purar:lente teori~a, sejam nas apUca~6es, Ela foi introduzida por 
Elier COlY.!) €;..--ren5.8.0 do fataria1 de um nume~o inteir,:· positiyo. Come~amos 
obs~rvanci ) que rfpetidas integra~6es por partes nos conduzem a 

fa"" e- tt"dt = rd 

pa:a todo :meira n > O. Ora, esta ultima integral faz ' entido mesmo quando 
sub.stituin:.os n por x real maior do que -1. Isso res'Jta na fun~ao 

• 

de~nida p '.ra rod,) x > - 1. Generalizando, pois, 0 faorial, podemos escre-

xl = faoo e- te'dt, .r>-1. 

Pa.:-a €yitc..r esse r > -I, basta escrever T - 1 em ~ugar de X, 0 que nos 
cOl:.duz Ii ~ln,iio gama com argumento real. denotae, pOl' [(.1') : 

[ (x) = fa"" e- 'tX- 1dl . x> 0, 

Assirn, f h + 1) = n' para to do inteiro n > O. 
A notc-.c;ao z ! ate que e a rnais 16gica e natural para indicar a fun~ao 

f ( : + 1). 'alguns autores chegaram a insistir nela, ::Jas sem sucesso; rea 
n m'-'H;.io c,:ns2.gracia e nao ha 111ais como mudar essa ::itua~ao. 

A ult"la int fgral acima faz sentido meSIlla c:',tando substitufmos a 

, 'a,:,lYel rcal :r pela "ariavel complexa z, desde q\:.c fa~amos a restri~iio 
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Re z > O. Para yermos isso~ primeiro separemos as duas integrais improprias 

que aparecEID na expressao 

(6.2) 

da seguinte maneira: 

(6.3) 

A segunda destas integrais converge qualquer que seja z 1 par causa do fator 
c'. que dfeai fortemente no infinito e domina 0 fator t> ' , Alom disso , 
a converge:lcia e uniforme, desde que z fique restr ito a qualquer regiao 
limit ada (fxerc. 2 adiante). Portanto, pelo Teorema 6.1~. essa segunda 
integral de::ne uma. fun~ao inteira1 au seja, analftica em todo 0 plano. 

Ja a pr'meira integral so converge se Re z > 0, em "ista do fator 1-1, que 
tende a i11"nito cuando I se aproxima de zero. Para pro,'ar que ela define , 

uma fun,i\<) anali[ica em todo 0 semiplano Re z > 0, basta notar que, dado 
um tal z, Existe a > 0 tal que Re z > a; e, como a int egral e uniformenlente 

con"ergent ' nesse dominio (Exerc. 3 adiante), concluimos que cIa define 
uma fun~ii,) analitica de : em to do 0 semi plano Re z > ° (conforme ° Exerc . 

. 1 adiante), Em conseqiiencia, a fun~ao gama, dada pela expressiio (6.2) , e 
uma fun~ii,) anal'tica no semiplano indicado, Re z > 0. 

Continua<;ao analftica a todo 0 plano 

Observe q'.le 
, 

e lima ser:e que, a exce~ao do primeiro termo, converge com Re z > 0; por

tanto, poee ser integrada tenno a termo de t = ° a I = 1: 

1 oc ( 1)" fal x (-l)"/n l 
r C' t' - l dt = '" - t',+, - 1dt = L. '. 
/n 0 n! o . 4. - . n 
,0 Il =O n=O 
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Substituindo em (6 .3) obtemos: 

Jx X (- 11"/71 ' 
f(z ) = e- tt'-Jdt+L . . 

I 0 z-, n 
1) = 

(6.4) 

A serie que at aparece converge uniformemente em qu~quer regiao cuja 
fronteira esteja a uma dista·ncia posit iva do conjunto farmado pela origem 
e os inteiros negativos (Exerc. 4 adiante) . Exemplo de tal regiiio e 0 plano 
todo do qual se eliminam discos de raios b > O. centracos no; referidos 
pontos. Portanto, a expressiio (6.4) e a continuat;iio aUf.l itica da fum;iio 
gama a todo 0 plano cornplexo , exce~ao feita do zero e do~ inteiros negati
vos. Como essa mesma expressao nos mostra, esses pontos ~ao palos simples 
com residuos (- I t / n! 

EXERCi cIOS 

1. Seja It:. , 0 uma fun~ao continua das yariaveis z e (. onde :: ya:ia num:. regiao R e 
( esta restri ta a urn con:orno limitado C. cxclufdos um ou amb.:::; de seLS extremos. 
Suponhamos que f sej a ana\i"tica em z E R para todo ( E C . cendenco a infinito 
quando ( aproxima urn dos extremos de C; e que a integral que .:iefine 2. fun~ao 

F (z) = I f ( : · () d( 

seja uni formemente co[] \-ergente. Prove que F( ; ) e a naliti ca na ~'~giao R. e 

F' (z ) = r afl: · ( ) d( 
lc a, 

2. P rove que a integral j X e- I( -I dt com'erge uniformemente, d i: :-!de que a variayel z 

fique restrita a qualqw?: regiao Iimitada. 

3. Pro\'e que a integral .! -e - I t= - I dt com-erge uniformemente en: qualq u::-r semi plano 

Re z > a > 0_ 

.1. ProYe que a seric em (6.4) converge uniformemente em qualq·.:er regi .ii.o "cuja fron
tei ra es teja a uma distiwcia posit iva do conjunto formado pela origem e os inteiros 
negatl\·os. 

;). P ron que r (z} = (z - l)r(z - 1). Mais geralmente, prove que 

f(z + n) = (z + n - l )( z + n - 2) .. . I z + 1),[ : ). 

6. 

7. 
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doncIe 
r i c + 11 ) r : ; = ~=-=-:-';'-'~7:-c--7;' 

~ =( ; ~ :+ ~ ) ... (z +n -l )" 

Observe que esta expressf.~· permif E' :o...: ~: a ec,n t inuat;ao analftiea de r (z) ::..0" _.' ( 
Re z > -n' . b . ~ . ~e " _ lp ano 

, ' pOlS 0 segune. ) me CJ f( ~ "~ - "t de=-llldo neS5e semi plano. exeedio r.:.: ta cio-
po(os O.-1 , -2 ... - (Il _ l) . , .. . , 

Calcule f (1/2) = Iii r , j ?) [ I ',) . .. d 
_. V" , ' - __ " - . _ . e e lim 01 0 0 ge rai , calcuie f(n - 1/ 2). 

seoda n mtelra qualquer. pasI:lvo :- - necrc t ivo SlJgESta-o ' P ' . 

100 ., - c · "rl!llelCO mO.f: ~e aue 

o e-:r -dx = v'~ / 2; fav: bso elen_: . .:,) a bl cgrai ao quadrado €' tra~iorn: -'"nd~ a 

integral repet ida numa in:::-gral dIlPl~_ \"ej e:-. IA3], Se~ . . 5.5. ) 

Mostre que 1'" e-
Z1 2 

df c>fi ne " ma -'- - ' a- ('t' o - '- - - " 0 E..ll a I lea no semiplano Re : > O. :'-. Iostre 

a inda que essa fu n<;iio ten: com:.nua :·~. : .loaL: ica a todo 0 pla no co-tado ( . _ . . ( o· " 3. 0 l ' go G O seml-CD':O - 00 , . ' dada ;:"Jr \j -: / -4: -

• • 

, • 
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Capitulo 7 

- , ~ 

APLICACOES A DINAMICA 
DOS FLUIDOS 

os J\lOVH-rENTOS FLUIDOS A CONSIDERAR 

Veremos , no presente capftt:.!o, algun:as aplica~oes simples das fun~oes anaH
ticas a Dinam:ca dos Fluidc6 e, em p;.rticular. it Aerodinamica. Nossas con
sidera<;iies se , estringiriio a -1uidos p"rfeitos , homogeneos e incompressfveis. 
Num fiuido yrfeito a for~o que lil11? parte do flu ido exerce sobre a parte 
adjacente e devida apenas ,. pressiic. sempre perpendicular a superffcie de 
separa<;iio enCe as partes. :-;a verdad7. isto nWlca ocorre na r\atureza, sendo 
apenas uma idealiza,iio sin:plificado,a, confirmada, com boa aproxima,iio. 
em varias situa~oes flsicas i:nportam,7s. 

Faremos a hipotese de que 0 fbido permane<;a homogeneo e inco1l1-
press/t'e! durante 0 movime~IO, de so"e que a densidade de massa p e cons
tante em todo, os pontos e CUT ante t(·do 0 tempol. Suporemos tambem que 
o mO\'imento ,ej a bidimensi)nal e eS12.cionario. Bidimensional significa que 
existe um pfano, que tomaremos COLO a plano xy, tal que a velocidade se 
mantenha par~jela a este pl.'-I10, inde?endente da tereeira coordenada espa
cial z. de forma que 0 movin:ento e 0 ::Jesmo em todos os pIanos paralelos ao 
plano .,-y, baslando, pois , e"udar 0 L O\'imento neste plano. Estaciondrio e 
o nloyimento cuja velocidad,:. em cada ponto mantem-5€ constante no tempo. 

. Homogeneo .:.:gnifica que p Sf' =:lantern ('c .. stante nos diferel11:es pontos. podendo variar 
com 0 tempo: in.:ompressivei sigLica que p ~ mantem constame para cada panlcula, po
dendo "afiar de 1.:..:11a particula pc.:::. autra. A5 duas condic;oes juntas irnplicam P cOllstame 
em tod a.:; as varif.veis, espaciais f :em poral. 
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Conserva<:;ao da massa 

Denotemos com q = q(x, y) 0 Yetor velocidade no ponto (.1'. y), de c0,:n-

t - ( y) e v = r(x y). Suporemos sempre que essas fun,oes 
ponen es u ~ u X, ' . . d .' d 

. d I Cl isto Ii elas tern derivadas parclals e pnmelfa or em seJam e c asse : , .' t 
• do ill'nl'os de definirii.o. Entao u e v satlsfazelll a segum ·e contmuas em seus I > - - d 

chamada equarao de cont;nuidade ou equa,ao de conserva,ao a 
equa~ao, y 

massa: au av 
di,' q = - + - = o. aI ay 

(7.1) 

Na verdade. esta equa,iio Ii ca."" particular da equa<;iio geral de con
tinuidade, da qual fazemos uma dedu,iio em [A3], p. 232, Eq. 7.11) . 

• • 

V d d . (- 1) d,'retamel'te considerando 0 fluxo do vetor q amos e UZH I . - 1 

t • de uma curva C. Se ds designa a elemento de areo ao longo de 
a raves . . ' (F' 7 1 ) fi ". de 
C - ( n ) 0 veror unitano normal a curva 19. . a 1 0 UXO If' e n - nX1 Y _ 
q atraves de C. no sent ido de n , e definido pela expressao 

l/J = L q. n ds 

-• 

n 

-(a) 

Fog. 7.1 

(b) 

.' S .' 

n 

(7.2) 

A importancia de'ie coneeit o decorre do significado ffsico de p..p, que 
passamos a explicar. Seja 5 a superiicie cilfndrica formada pelos segmentos 
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unitarios levant ados a partir dos pontos de C. perpendicularmente ao plano 
xy (Fig. 7.1b) . E ntao, ao elemento de arco ds corresponde um elemento 
de superficie dS = 1 . ds, de sorte que q . n ds e numericamente igual ao 
volume q . n ds de um pequeno cilindro de base dS e altura q. n . Ora, q e 0 

deslocamento das particulas de fiuido por unidade de tempo, de forma que 
q . n ds e 0 volume de fluido que atravessa 0 elemento de area dS por unidade 
de tempo. E m conseqiiimcia, pq . n dS e a massa de fluido que atravessa dS 
por unidade de tempo no seutido do vetor q. Quando integramos sobre 
C em (7.2) e mult iplicamos par p, vemos que p,p e a massa de fluido que 
atravessa a superffcie S na unidade de tempo. no seutido indicado por u. 

Notemos que a integra9ao em (7.2) sen! negativa naqueles trechos da 
curva onde q ·n < 0, ou seja, onde 0 fiuxo de mass a atraves de S efetivamente 
se processa no sent ido oposto ao de n .. -\ssim, pI/! representa, na Yerdade, a 
soma algebrica de toda a massa que atr,,'essa S no senticlo de n: ou ainda, 
p,p e a di feren9a ent re a massa que an",'essa S no senti do de n e a que 
at ravessa 5 no sentido oposto ao de n. 

Suponhamos agora que C seja uma cun'a fechada simples, que esteja 
contida: juntamente com seu interior. no dominio onde u e l' sejam de 
classe C I

. Seja n a normal externa de C. plj; sera a massa total que sai 
do interior de 5 na unidade de tempo. ou ainda, a diferen9a entre a que 
sai (nos trechos de Conde q . n > 0) e a que entra (nos trechos de Conde 
q. n < 0) (F ig. 7.2). Como 0 fiu ido e incompressivel, p1jJ e zero , pois a 
massa que efetivamente sai e compensada pel a que efetivamente entra para 
o interior de C. Assim, 

(7.3) 

e, pelo teo rem a da divergencia (p. 90). 

J k clivq dxdy = 0, 

onde Reo interior da curva C. Como div q e fun9iio continua eRe um 
dominio arbitrario , 0 tearema da media para integrais nos permite cond uir 
que di\' q = O. Isto completa a demonstra9iio de (7.1). 
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• 
""---q 

• 

-*---q 

Fig. 7. 2 
• 

. 0 campo de yelocidad85 e, como 58 Ye, solenoic;,},l. designa9ao esta que 
e cad a a05 campos vetoricds com dh"ergente flula. Como e facil ver urn 
Ca:::J.po vetorial q e solenoidal S8 e somente se seu J.UXQ e zero para 'todo 
C0::.torno fechado simples que esteja cant ido, junta::leme Com seu interior 
nc· dominic onde div q seja cont inuo. J 

A lei de conserva,iio da massa na forma (7.3) p m como conseqiiencia 
qt: :- 0 flUID de q atraves dE uma CUf"~ a com origem nu m ponto Po e extre
rrdade nvm ponto P nao depende dc curva, mas 6c7lenie dos pontos R e 
P . De !ato. 5e C e C' sao duas curv8.3 com a mesnE origem Po e a mes~a 
excoe1UJdade P, emao C - c' e uma cun'a fechada Fig. 7.3); logo, 

j q · n ds= O 
!C-CI I 

do::.de obtemos 

( q . n ds = r q . n ds, Jc leI 

qu- e 0 resultado desejado. I "eSSe raciocinio estamo, supondo, tacitamente 
qu-" 0 rnterior do eircuito C - C' esteja todo contid·) no dominio de q ; o~ 
aU: ',a, que a_ curva C se deforma na eun'a C' sem ,air do dominio de q.) 
S:~"e-~ entao que. fixado 0 ponto inkial Po = (xo, :.<), 0 fllLXO 1jJ dado em 
((.~ ) passa a ser uma fun<;ao do pomo final P = ' r.y), ja que pode ser 

• 
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escrito na forma 

~'=l,: (P = rP 
q·nds Jpo 

c 

f :g. :-.3 

(7.4) 

~sta fun,ao 1/! permanece C("1s ta nte ao longo das trajet6rias das 
partwll l~s: Para vermos iS50, not aL os que se Q e um ponto qualquer sobre 
a traJetona que passa par P (Fig. ~.-l ) . podemos escrever : 

• !,P !,~ Q 
1I;(Q) = q·nds + q·nds =1/!(P)+ r q ·nds 

~ P h 
Ora, est~ ultima integral se anula .. pois e feita ao lango da trajetoria por 
P, e q e tauo"ente enq , 1 , uamo n e :lorma a essa trajetoria, de forma que 
q. n = O. 

n 

• 
p h Q 

I 
P, -

F· - 4 . ,. 
- '::0 • •• 

, 
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Escoarnentos irrotacionais 

Obteremos agora uma nova equa~ii.o do mO"imento, ou eseoamento fluido. 
Come<;amos com a seguinte integral de linha: 

r = r q. t ds. (7.5) 
Jc 

onde C e um caminho fechado. que supom05 seja simples e em eujo interior 
as func;6es u e t· sejam de classe C 1 e t e o ,'etor unitario t angente a C. 
Essa integral r e chamada a circula';iio do campo de velocidades q ao longo 
da curva C. Obserw que 0 produto q . teo valor escalar da velocidade 
tangencial, de forma que a circulac;iio r e, de fato, uma medida de quanto 
as part iculas fiuidas tendem a circular ao longo do circuito C . P or exemplo, 
vamos supor que 0 movimento seja uma rotac;ao pura, a: velocidade sendo , 
sempre perpendicular ao raio vetor I' = (.1' . y), como ilustra a Fig. 7.5a. E 
claro entao que a circulac;ii.o de q sera positi "a ao longo de circulos centrados 
na origem e percorridos no mesmo sentido de q . Por out ro lade, se a veloci
dade for constante, a circula, ao sera zero ao longo de qualquer circuito C, 
e e faeil entender pOI' que: a eontribui, iio it integral. em (7.5 ) sera positiva 
na parte de C onde q. t > 0 e negati"a on de q. t < 0 (Fig. 7.5 b). 

A eireula, iio e lima fun<;ii.o do circuito C. Considerando este circuito 
como constituido das mesmas particulas do fluido , ele se deforma com 0 

passar do tempo. Um teorema fundamental. devido a Lord Kelvin (e que 
nao ,'amos demonstrar aqui)", afirma que a ci reula<;iio permanece constante 

~o leit~r pode encontrar a d l?monstra~ao des5>:' teorema nas rcferencias [ell e [111] . 

• 



• 
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com 0 passar do t.empo. Ora, na hip6te~e de que 0 moyimento se origina do 
repouso. a circu!a~ao e inicialmente zero: logo, seni zero por todo 0 tt"mpo. 

• 
Esta e a hipotese de que 0 movimemo seja irTotacional. Vejamos a que 

equa<;ao diferencial ela nos leva. Para t?Uto, basta notar que 

o = r q. t ds = j. u dx + v dy . 
)c ( 

Aplicando a teorema de Green (p. 90). esta equa<;ao passa a ser 

Jf, ( av au ' - - - I dxdy = 0, 
R ax ay , 

on de R ea regtao interior ao circuito C. Finalment e. como 0 integrando 
e uma fu n<;iio continua e R e uma reglao arbitniria. obtemos a seguinte 
equa<;iio diferencial: 

(7.6) 

Como e f"c il ver, as equa<;aes (7.1 ) e (7.6) sao as equa<;aes de Cauchy
Riemann para as funr;oes u e -v, de sone que a fun~ao :/ - iv e analftica. Isto 
esrabelece uma liga<;ao mui to importaLte e ut il entre a teoria das fun<;aes 
analiticas e as movimentos bidimension?,is de fluidos q llE' sejam homogeneos, 
incompressfveis. estaciomi rios e irrotac:onais. De fa10. uma das maneiras 
de encont rar Esses movimentos consiste em determinar salll<;6es de (7.1) e' 
( •. 6), sat isfazendo cerras condi~iies adicionais, chamadas condi,oes de con
tomo. )'las, por causa da mencionada jga<;:ao com ~ fun<;:oes analiticas, a 
determina,ao dos fiuidos pode ser fei ta :nais facilrneme partindo de fun,aes 
analit icas concretas, como veremos adi imte. 

As fun<;oes potenciais 

.-\. E q .•. 6 nos diz que a diferencial 

udx + ,·dy 

.-\lias . eSH'S linos apresentam os fundamento: matematicos da Dinamica dos Fluidos de 
manei ra precisa. clara e sucinta. 

• 

Capft lllo 7: Aplica,iies Ii .'inaruica dos ilL : OS 211 

e exata, ja que sua inte~ral ao lango de qualquf:' Curya fechad c. _., e zero 
([.-\3], p. 208). Logo. extste urna fun,iio '" = ¢(:r. oj chamada p ·-c . i d 
vdocldade, tal ~ue - I l · - '1el.1] e 

86 
u=

G.t 1 

fJ¢ 
v:::; -' 

ay' au q = ;rad 0 7.7) 

Substituindo ('. ~ J em (7. 1), verificamos que ¢ sat i;:az a equa<;aa de ~ap:ace: 

a2¢ a'd> 
6,-' = + - 0 'I' fJ? ~.)-. x - uy- I 7.8) 

d
Vemos assim qu.:- a fun<;:ao ¢ e harmonica1 possuinc :' . pais . deri \"adC;.~ Jar('iais 

e radas as ordE- :IS. . 

Seja 1/; = 1,. l·, y) a conjugada harmonica de ) . Pelo que \·l· ~·. · - na 
111 1/; • d t . , d ~ -, p. 

. e e errLlla a a menDS de uma constant o:- adith-a. Suas ': .:.:va.:; de 
nh·eI, 

1/;(x , y) = const. , 

cruzam as CUf\·~ de nfvel da func;ao ¢J em angulo :-eto em tOdo .,- - , d 
oTad 1/; -L 0 ( d ) pc _ 0 e n e 
o -r o~ .gra ¢ '=I O. Ora, como q = ~ad 0 : \"emos c. _-:' . (.nde 
o campo vetom~ q for diferente de zero . ele e :lerpend icular :. 
eqiiipotenciais . . c.: CU .... vas 

¢(x. y) = const. 

e tangente as CeTas 0 == canst. Estas curvas 
sac. pOlS. as tmje f.: "·;as das 

pm1[cuias, au li ,. .. 1as de corrent'? 

De acordo C0~1 a formula (3.20) da p. 113 , a fu,ao 0 . chamac, fur.I;!LO 
de corrente} e da.:ia por 

1/;( ) - .. -". i (I. Y) ·(I. ; I 
x,y - -0, x ¢xdy - ¢ydx = 1/;0 + ! udy - ,·c·.-

( o·Yo) . . ro. !,: ) ) 

onde 1/Jo e un~a ("')nst~te arbitraria e a integra~ac 5e processa ao ~ : nO"o d 
qualquer cammh.) C liaando (x ) ( ) S . . 0 e _,;;:-:---:-;:-::-__ -:-_0 ___ 0, Yo a x, y. e c.:! deslgna 0 ele=..-:- llto de 

' c I·· 
. . om a llpotese ~ue ~azlemos de que 0 escoamento seja es~.!.donei.rio. Esses doi- ... . 

c~lDC!de~. Fora des;;8. hlpotese. as trajetorias sao diferenteE :as linhas de c .. ~: n~E-:tos 
sao defillldas como i:.5 cur-·as em cada urn de' _ . _ . _ orre_ ... ~tas 

\'elocidade coincide~. Ora, se a ve!ocidade var~~I::so~o:t~:r:.~od;~~~:~ada t atnr~~"t~ . E- da 
de corrente, em gerc.. . nao coincidirao com as trajetorias.· pon (, .~ In.has 
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arco ao long.) de C e n = (nIl ' ny, ) 0 vetor normai unitario. entao ([2], p. 
201 ) 

dx = -r.,ds e dy = nxds. 

de ;orte que 

l
(I ' y) 

L'(x ·Y)= 0o+ q·n dE 
(XO'YO) 

Ist e· m05tra c;ue. a me~os da CG:lstante L'O, 0 If a fiCIo do cc.mpo de veloei
daG~s q atm ·.-is de que,:quer cure'a liganda (xo, YO) a (X, V), do e, a mesma 
gra-.deza da-ca em (7.~ 1 . 

Corn a n,)(a<;2.o Z = x + iV , 2. fun<;ao analitica 

• • F (z) = ¢(x , y) + i0(x, y) 

e c1-amada 0 potencia.{ comple:r c, do 11lO\"imento . Ob:::erve que 

F ' ( " ' .1. ' . A, , 
.: I = <P.-r: '7 l 'flX = Ox - l'f'y = 'U - ZV 1 

de ;ort e que a expres;ao w(z ) = F'( z), e cham adc .. apropriadamente, de 
velccidade c(.mp/.exa. 0 mod ule. da velocidade, por ; ua vez. resulta ser 

iqi = \ u2 + v2 = 1F1(z) i· 
• • 

Os ~ontos Z ·jnde F'(: = ° - f. conseqiientemente. q = 0- sao chamados 
par. cos de eECagna<;ao, 

Como ll1:-ncioname':5 atras: "Jil1 modo pHitico de encontri3.T possiveis es
coa:nenr.os b:dim.ensioLais de fh.:.idos consiste em part ir de exemplos concre
tos de fun<;o~s analiticc.s F (z) . . ) que e muito mais :acil do que resolver as 
equ,,<;oE5 diferenciais parciais ( ~,l ) e (7.6) - ou sua equiva!ente (7.8) . A 
par~ ir de ag,:·ra. e n~ ~e<;oes sfguintes. descreveremos varios exemplos de 
eSC('dm~nto5 3uidos cc':-respond.:ntes a potenciais co:nplexos clados. 

Exemplos basicos • 

7.1. Exemplo. (.)nsidereL'os a fun<;ao 

F(z) = oz , 
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onde " = 0 -: ib e uma canst ante . Temos: 

e 

de sorte qUE 

F' (z) = " = a + ib 

F(z) = (ax - by ) + i(bx + ay). 

¢ = a,r - by e u = b:e + ay. 

u = a e l' = -b. 

o eSCOE.mento fluido ocorre em todo 0 plano complexo. as linhas de 
corrente seLda dadas pela familia de retas paralelas. 

bx + ay = canst . 

e as linhas Eqiiipotenciais pela familia de retas ortogonais. 

ax - by = canst . 

Como se vic. e como ja sabemos, as retas de cad a fam ilia cruzam as ret as da 
outra famiEa ortogonalmente (Fig. 7.6). 0 escoamento e uniforme ao longo 

de retas piLalelas, com wlocidade complexa F'(z) = " = a + ib = " - iv, 
por isto mE~mo chamado escoamento paralelo, 0 escoamento e para lela ao 
eixo Ox, da esquerda para a direita, quando" = \. > 0, \. sendo entao a 

velocidade do escoament o, 

ax - by = COllst. 

q bx + ay = const. 

Fig. 7,6 

7 2 E 1 Varnos considerar 0 potencial COlnplexo . . xemp o. 
? F(z) = Z-, . 
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restrito c,o primeiro quadrante x > 0, y > O. Como 

? 2 2 ? F (z) = (.r + iy) - = x - y + _'xy, 

yemos C'.le 
? ., 

0= .r- - y- e 1/1 = 2xy , 

-
de sort e que as linhas de corrente sao as hiperboles 

xy = const. 

e as linLas eqiiipotenciais as hiperboles 

Novamt-:lt€ observamos que as linhas de corrente cruZ am as linhas eqiiipo
tenciai:: ortogonalmente. como ilustra a F ig. 7.7. (Veja tambem 0 Exerc. 

13 da p. 62. ) A "elocidade complexa e dada por 

F '(z) = 2z = 2x + 2iy = u - iv , 

de sone que u = 2x e v = -2y. 
Co:::o se yeo 0 presente potencial complexo descre\'e um escoamento 

ft uido r. ') l Q quadrante. as particulas se deslocando ao longo dao linhas de 
correlH" no sent ido indicado na fig. 7.7a, a velocidade no ponto (x, y) 
sendo cada por q = 2(.T , -y) . Os semi-eixos Qx e Qy sao como paredes 
fixas q'..:~ 5e enC'ontram na origem, ande formam urn angulo de 90°. Esses 
semi-eix0s podem ser consider ados como linhas de corrente particulares; 
mas e11:8.o. lima particula descendo para a origem ao longo do eixo dos y 
tem \'e ~.)cidade decrescente. que atinge 0 valor zero na origem. Par outro, 
lado a "J8n ir da origem. a \·elocidade cresce de zero a infi.nito ao longo do , . 

eixo de o: x . 
E , :aro que 0 potencial que acabamos de analisar represent a um escoa-

. I no menta ~luido em cada urn dos quat ro quadrantes, nos semlp anas: au 
plano , .,do (Fig. 7.7b). Em qualquer desses casos, a origem e um ponto de 

estagn2.t;ao . 
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-til = const. 

(a ) , (b) 

F ig. 7.-: 

EXERCicIOS 

1. No Exemplo 2 ~~=as, prove q:;,~ 'lma ::?artic.:!a que se desloca ao longo do e:'xo Oy 
tende para a orj~::!l sem nunn llcanc,:;i-la e:::::: (empo fin iiO. 

2. Fa<.;:a um estudo :· jmpleto do t":-::)amE=iO flt:.:do associado ao potencial F( z) = ia;2. 
oode Q > 0, indi:,::.ndo as Ii nh!:.:' ie co::-:-ent.€', linhas eqiiipotenciais, eventuai.:;. ;:tomos 
de estagna<;p.o e ·,-:locidade. F" :'l urn g:rcifico. Considere lambem 0 caso a < 0 

3. ~lostre que 0 ca-po de velocl:.ldes c..a.do F-)!' q = a(x. 0) e irrotacionaL 0::'..5 DaO 

solenoidal. [Xp1:;.-le por que f::~ :1<10 c::.rresv·nde, fisicamente , ao escoamento -ie um 
fluido incompre5:=:·.-el. F at;a ur:.: r--a fi co_ 

4. J\Iostre que 0 ca=-?o de veloci :,,:'es dG.-30 pc q = w( -yo x ) e solenoidal, mas :.ao if
rotaciona l. ~ [OSi:-: que ele cor:--:''';'90nd.,. a UTI". movimento rigido. como 0 de un: ::6Edo 
em rotat;ao. com ·.-71ocidade a:.:r:~ar _. ?m y( >a da origem . Fa~a um grafico. 

FONTES, SUMIDOUROS E VORTICES 

Como vimos atra.:.. os escoa::.o::ntos fiuido5 que est amos considerando sao 
solenoidais. Para ceces campo; vale a Eq. 7.3, que exprime 0 fato de que 0 

fitLxo do campo de ,-elocidade; 1tra,,-.o5 de qualquer curva fechada C e zero . 
Mas isto deve ser c~tendido n: preS81po,;o de que a cun" C e seu int erior 
estejam contidos L·) domfnio 6, analiticic'ade do potencial complexo F ( =). 
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Esta fun~iio pode rer s'ngular idades e a integral (7.3) pode nao ser zero para 
Ullla CUfya C envoh-endo singularidades. 

Vma singularidade :0 de F (o) chama-se Jonie ou sumidouro, con forme a 
integral em (1.3) seja posit iva ou negativa, respecth·amente, onde C e uma 
curva fechada simples envolvendo zo uma vez no sentido positivo. 

Os nomes Jonte e ,' umidouro correspondem as duas possiveis situa<;oes 
fisicas: sendo posiriyo 0 fluxo (1.3), islo indica que existe massa sa indo efe
tivamente atran§s de C. 0 que revela ser Zo lima "fantell

, onde a nlassa est-a 
sendo criada .. -\0 cont Tario, 0 fi uxo sen do negativo , isto indica que a lllassa 
esta sendo cOllsumida em zo, e este ponto age como um "sumidouro·· de 
massa. a valor a bsolu:o desse fluxo e tomado como medida da intensidade 
da fonte ou sumidouro. 

Vm pouco atnis fi :emos a hipotese cie escoamentos irrotacionais. 'para 
os quais a circula,iio d"finida em (7. 5). fosse zero. ~las nisto esta imp:icito 
que a curva [echacia C e seu interior e~tiio no dominic de regularidade do 
movimento. Pode aco::tecer que parte do interior de C nem seja ocupado 
pelo fiuido , como wren:os aciiante; au 0 interior de C contenha uma ou mais 
singularidades do potet:cial complexo. (Veja a Exemplo 7.3 adiante.) !'\esses 
casos a circu!a,iio r. " efinida em (7.5 1 pode nao ser zero: ela representa 
entaD Ulna. medida do c.ue 0 escoamento tem de componente ~'circulatoria". 
Par isso m esmo uma 5'::lgularidade Zo em torno da qual r i' o e chamada 
,·ortice de intensidade r. 

a fluxo e a circula,~,o podem ser calculados, separadamente, efetuando
S8 as integra,6es em ( ~ . :3) e (7 .. j), respectivamente. Mas ha um jeito mais 
fac il de se fa zer isso, cp':culando uma ullica integral complexa . Bast a notar 
que 

i. F'(z) dz = ic(u - iv)(d.r + idyl 

I" udx - ,·dy + i 1 udy - vdx . 
. c fc 

~Ias , pelo que \·imos atL's. estas duas ultimas integrais sao, respectiYamente, 
a circula,iio r e o fiUX0 Q cio campo de \·elocidades relativos a cun·a C: 

POl·tanto, 

r = fc q . Ids e Q = i q . n ds. 

1 F'(z)dz = r + iQ 
!c 

( ,.9) 
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abserye que esta ult ima integral e a propria varia,ao de F( z) em m lta 
de C de forma que podemos escrever: 

r + iQ = i F'(z )dz = [F(z)]c . 

7,3. Exemplo, 0 potencial complexo 

I< 
F (: ) = .Iogz 

2rr, 

(,.10) 
• 

tern un.:a singuJaridade en1 Z = 0, mais precisamente lim ponto de raml
fica9iio. Sendo C qualquer curva fechada simples com z = 0 em seu interior, 
sabemo; que :!og zJc = 2"i. Daqui e cie (7.10) segue-se que z = 0 e urn 
vortice de intensidade r = I< e Q = 0). 

Par E. visuaHzarmo5 0 escoamento, introduzimos coord en ad as palares, 
pando: = re't' : 

de sorte que 

F(z) = 1<.(log r+iO), 
2rr, 

1<0 -I< loa r 
q,=- e 1/;= 0 

21i 27i 
Vemos f.ssi m que as liahas de corrente 1/; = const . sao os drculos centrados 
na origem, r = const.: e as linha" eqiiipotenciais q, = const. sao as raios pela 
origem. e = const. (Fig . 7.8) . • 

, 

• Fig. 7.8 

A w locidade complexa e dada par 

-iK -il<z -K(y +ix) 
F' i:) = 2"2 = 2rrr2 = 27rr2 
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logo. 

e l ' -
- ') _ ",2 ' - " 

A velocidade nUIn ponto Zo = re i$ e tangente ao circulo r = canst. e tern 
modulo Iql = KI2"r; ela es", dirigida no sent ido anti-horario se K, > 0 e no 
sentido honirio se " < O. Observe que a intensidade da velocidade, 

" Iql = IF'(z)1 = 2"r' 

cai como l /r com 0 crescer de r. (Compare este fato com 0 amilogo do 
movimento rfgido do Exerc. 4 atras.) Este e 0 chamado escoamento de 
rota,ao pum. 

7.4. Exemplo. Vamos est udar 0 escoamento ftuido associado ao po-
tencial complexo 

K 
F (z ) =Vz+ ? . logz, 

_ ill 
(7.11) 

onde V > 0 e " < O. Como se ve, este potencial e a superposi<;ao dos 
potenciais corresponden:es a urn escoamento paralelo e a uma rotac;ao pura. 

o escoamento tem "m ponto de estagna<;iio em Zo = iK/27rV , pois 

F' : ) = I' _ i" = V (1 _ zo) 
21TZ Z 

(7.12) 

Anal1semos 0 compc-rramento desta fun<; iio nas proximidades de z = Zo· 
Como 

zo 
z 

segue-se que 

zo 
(: - zo l -20 

1 

1 - (zo - z) /:o 

V (:- zo) 2 2,,1'2 [( )2J F'( z) = -'- O[(z - zo) J = . (z - zo) + 0 z - zo . 
Zo 'u\ 

Vemos assim que, nas proximidades do ponto de estagna<;ao z = ZO, 0 05-

coamento aproxima-se daquele correspondente ao potencial complexo 

i71'V2 
Fo( z) = (z - zo)'. 

-K, 

• 

Capirulo 7: ApJica<;o,,; it dimimica dos iluidos 2H' 

Ora, este e do tipo estudado no Exere. 2 a::as, on de a constanre a dey" 
ser tomada igual a -71' V2 I K > 0 e substi t uir : por z - zoo Isto nos penni'" 
construir 0 grafico das linhas de corrente do pltencial (,.11 ) localmente n2'; 
proximidades do ponto z = 20 (Fig, ~.9) . 

--_ ..... ....... _.-
• • 

Fig, 7.9 

Voltando a Eq. 7.12, vemos que 0 escoarn -:- nto apresenta um vortice B E. 

origem, em cujas proximidades ele ~ aproxi::la de uma rota~ao pura. nc 
sent ido ant i-honirio, pois K, < O. Da:' 0 aspeeo das linhas de corrente 11& 

proximidades da origem , como ilustn:. a Fig. 7.9. 
Obsel'\'emos agora que 

F'(z) - IT (om 2 - 00 . , 

como vemos por (7.12). Isto significa que 0 es·:oamento 5e aproxima de un: 
escoamemo paralelo no infinito: com velocida,(:'.<:' V, ao longo do eixo dos .T . 

Finalmente nolamos que 

F(z) = Vx - --= - ! V y- -. logr . ( ,,0). ( " ) 
2/1 2rr 

de sorte que 

" ..p = Vy - ? log r. 
_71' 

Ora, esta fun~ao e par na varia vel x: . 

..p(-x, y) = ..p(x, y , 

I~to significa que as linhas de corrent e sao cur.-as simetricas em rela<;ao ao 
elXO Oy, como ilustra a Fig. 7.9. 
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EXERCi cIOS 

1. No Exemplo 7.3 atnis. ca:cule r e Q diretameo:e de ( 7 .~ .. oude C e uma curva fed: .. ada 
simples. posi t i \"~m ent e o:ientada e Que: i) naD eo\"oh-e :. origem: ii) envolve a origem. 

., 

3 

Est ude 0 escoamento cor.espondente ao poter.cial con:.:lexo 

F (z) ~ 2~ log ,. q reai 

!>'"lostre que a origem e U!la fo!!te de intensida.:e q I fOD~ .'; genuine se q > 0, sumidc :lTO 
se q < 0); que 0 escoame:.to na.o t.ern vortices: que a n<~:.jdade e radial e cornpof.<:..-se 
como lIr. De uma inter;>retac;ao ffsica a este :"ato. exp~'~ando por que, fisicall1en~..:. a 
velocidade naD poderia \?r iar como log T ou 1 rO con:. :~ ::f 1. 

Estud: 0 escoament o f.;-s ultam ,e da superpc<3i<;ao d t- "1m a rora<;ao pura [F (: 
(q / 2" II log zJ com 0 esco~.mento radia l do exe:Ticio 8I!:.".:-ior. ista e, com pot eucic..: 

F- ;) ~ .!L log z - ,!L 10, ' 
21r l ITl 

Mostre que agora a orig~m e ronte e vortice G.) rnesm·: :empo. <':mbos com a mf::.ma 
intensidade q. Mostre q·.!e as linhas d e corre:lte sao ".-:oira is loozarit micas cem rdas 
n a origem (0 que just ifi c-.a. a d esigna«;ao de vo--tice f;.Sp ;:~:!lado qu; se da a ta l tip j de 
singularidade) . 

E m continua~ao ao exer{;cio anterior, estude .) escoaII:"'!lta resu:rante do potenc:61 

q , 
F , ::) = -log z - -lOf: , 

21r 2rr i 

sob as \·.irias hi poteses C7 q e ... serem positj\'.,'0;5 au Df'pd\'os. 

.J . Estude 0 escoamento co:respondente ao p ote::J.Cial F (: = a/z. a> O. rvl o:stre~ue 
eIe nao passui fontes ou ·;ort ices. Fa<;a urn gri.i1co das ·· ..., has de corrente e das li·:..has 
eqiiipotenciais. Estude c-. vari c.<;8.o da velocidf.de ao !c':.fO de Ui::a li nha de corr€-;J. te . 
Considere tambem 0 cas) a < 0 e 0 caso a = :0 com b ='".81. 

6 Estude 0 escoamento re~'l!tante do potencial 

F (;) ~ ...L log z - , ~ .!L k,(; ~, -Io&,( z - ,) 
·tT'; z - .; 21i ==..:...-=---_~_:-=""'---..:.'.. 

a nde q e e sao positi \'os . ),!osr:-e que este escc..J.mento ;.:·ssu i un:a font e em :; = _ ;' e 
urn sUlllidouro em z = E. <,.mbos de llIesm a int f:15idade ~ Obser\"e que, quando E _ O. 
o pot encial aqui conside: <,.do tende aD potenC':al do eX7::dcio a n~ erior com a = 0 ·2r.. 
P or causa d isto 0 escoaILento do exercfcio alH", rior Eo C:: .~mado de Hdoublet" . . 

E sboC'€' as linhas de corr"'nte e linhas eq uipol ';' :1ciais d: -::scoamE:1to associado 8(, ::>0-
t Cllcial 

F (; ) ~ ..'5:.., 10<' - ;1 . 
2,n L :; - =2 

~Iostre que 2; e Z2 sao \" :,rt ice:'" de intensidadt':3 r.:. ~ -'. ;espect:':arncnte. 
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8. Estude os casos nao considerados no Exemplo 7.4: V > 0 e K, > O. V < 0 e 1\ < 0, 
\ . < 0 e I'i. > O. 

9. Est ude 0 escoaruento associado ao potencial F ( z) = V z + a log z. CC·=l V > 0 e Q > 0, 
descreyendo a gnifico das Hnhas de corrente. \'elocidade , pontos de :-:3tagllat;aO. et c. 

ESCOAMENTO EM VOLTA 
DE UM CILINDRO CIRCULAR 

o problema que yamos resolver agora e 0 de achar 0 potencU complexo de 
um escoamento flu ido em volta de urn cilindro circular de rc~o R, colocado 
perpendicularmente ao plano xy. Fisicament e, a s i tua~ao corresponde a 
perturbar urn escoamento paralelo, com a i ntrodu~ao do cil':ld ro. 0 resul-

• • 
tado sera um escoamellto com linhas de corrente que se aproximam de retas 
paralelas . tanto mais quanto mais nos afast armos do cilinaro . A w loci
da£le do fluido t amhem sera t anto mais proxima da velocidd e da corrente 
niio-perturbada quanta mais longe do cilindro estiver 0 pOnt·) cOllsiderado . 

Suponhamos 0 cililldro centrado na origem, de forma qt:e 0 mO\'im€nto 
se passa no dominio 1:1 > R . Seja We<! = U oo - ivoo o valo, da velocidade 
complexa do escoamento nao-pert urbado. Com a i nser~ao do cilindro vamos 
obter um escoamento regido por urn potencial complexo F(z) tal que a 
velocidade F'(z) devera ser uma fun~ao regular no dominie> Izl > R , apro
ximando 0 valor V > 0 com Iz l -> 00 . Entao 0 desenvolvimento de Laurent 
de F' (z) referente a origem devera assumir a forma 

I Cl C2 1 1 F( : )= V +- + "2- "" z > R. 
z z 

Portanto. a menos de uma constante aditiva (irrelevante lla obten~ao da 
velocidade , das linhas de corrente e das linhas eqiiipotenciai; ). devemos ter: 

C? C3 
F (: ) = V z + ctlog z - ; - 2z2 (7.13) 

Imroduzindo coordelladas polares, pando tambem 

Cj = aj + i bj 1 j = 1, 2, ... , 

teremos: 



, 

\ 

I 
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As fun<;6es 'P e 1) podem agora ser o'ot idas facilme:cte. 

particular. sendo a parte imag)naria de .. - (z) J e dada 1»r: 

+ 

Vr sen e + aj e + h log' 
G,) sen e - b2 cos e Q ' sen 2e - b3 C(·; 2e 

- r +. 2r2 + ... : 

O'll ainda. 

Q" ..!... Vr2 
a 1e+b1 log r + - ' sene 

r 

b? a3 b3' --=- cos e + -----:) sen 18 - .') cO::' :f + ... 
r 2r- 2p'-

Observames agora que 0 contorno do ciEndra r = R deve ser uma linha 
de corrente 1 logo 1jl = const . 5e T = R. lito ocorrera 37 t01l1armos 

Com isto 0 potencial complexo passa a ::er 

R2 V 
F(z) = Vz + ib, .ogz + . z 

onde h e uma constante reaL 
A presen,a do logaritmo em F( z) ~'ldica que 0 o;coamento correspon-

dente a esse potencial pade ter circulc .. ;ao. Sendo C uma CUfya orientada 
que ellyolya 0 cilindro \zl = R uma \-8: no sentido a::.ti-horario. teremos: 

1 F'(z)dz = [F(z)Jc = ih[logz]c = -2 .. bj k . 
Daqui e de (7 .10) concluimos que 0 fLxo Q e zero 0 que a circula<;iio tem 
intensidade;; = 27Tbj. t mais apropfado escrever F(z) em termos deste 

parametro 1\. da yelocidade V no infin :to e do raia 11. do cilindro: 

ROI· " -F(z) = Vz + -logz +~-
2i ~ Z 

(7.14) 

o caso em que I'V = 0, isto €, S8m circula~ao, e ma.:..s simples e fica para 5ef 
analisado pelo leit~r como exercicio. \-'.lllOS tratar 0 caso I< < o. procurando 
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, . 
os ~osslvels p01·~~.uS G-:? estagna~ao. Para isso devemas achar os ':u.n€::: 
anulam a \·eloc:ade complexa F'(z). Como 

o que 

• 

- '( a equac;;ao F 2" = 0 38 €screve: 

2 lK 2 z- z-R=O 
2"V ' 

. , 
CUJ2-S ranes sao' 

. 

z = 4:~ + jR2 - (1</47Tl ")2. 

? casa mai~ 5i~?les _ e aquele em que nao ha circulac;ao: ' 
p~n , os de estagr. '.<;ao estao em z = ±R (Exerc . 1 adiante). Se Ii 
tre~ casos a con~ :derc..r: 

= 0 e c·::: 
O. i,. .. -?ll10::: 

_ em 1.15 sic : d is ,,:mas 1 Q casa: Ii < - ~ iT F R. Entao as dllas ra l'zes (~) 

e im~~iIHirias. I~'omo sell produto e _R2, somente uma d 1 0:"";; _.' 
d0lll11110 do fl "d: I I R N e a. -- ta: a no 

. UJ . ' z > . este caso 0 escoarnento tern 0 aspee· ·,n-,ecad-
na f" 7 10 , . lL' " 1

0
, • . 

.)0 v 1 -- casa: K" _ -4~ l ' R. Agora as raizes em (7.15) sao coincici~Ies -? seu 
a or COIllum e < = LR. 0 escoamento est a ilustrado na Fio". 7 --o . - - -

:3 2 caso· -4,VR < " < 0 1\ t d . . . es e caso as uas raizes estac :ime!.LJ.ica-
:lente dlSPostaE; -:om r~la«;ao ao eixo Oy. portanto seus m6dlllo~ ;;io iguai -: 

R . Temos ass:..:n dG'15 pontos de estagnat;ao sobre 0 cilindro 
es t Reo 

coarnen 0 apre-.enta 0 aspecto ilustrado na Fig. 7.12. 
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'/ R' 
• 

~ ./ 
/ " 

Fig. 7.10 

• • 

• • 

Fig. 7.11 

• 
Fig. 7.12 
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EXERCfcIOS 

1. Discuta 0 escoamento resultante do potencial (7.14) com K, = O. Analise a 5i tua~ao 
nao SOlllE'!He no dominic exterior ao cilindro, mas tambem em Izl < R. Ob5erV€ que 
nas proximidades de :: = 0 0 escoamento se aproxima claquele corr€'5pondeme a um 
doublet (Exerc. 5 atras ). A Fig. 7.13 ilustra as linhas de corrente externamente ao 

cilindro . 

") Discuta 0 Exemplo (7.1"*) no caso V > 0 e f\, > O. 

3. Consider€' 0 escoamento em volta de urn cilindro circular de raio R. cuja yelocidade 
complex a no infinito 5eja agora W;:.o = Ve- ia e 11800 V. Isto signifiea que a wloc idade 
yetorial JiO infini to sera 0 vetor q x = V(cosa i + sen oj ), de modulo \1) fa zE'ndo um 
angulo 0 ('om 0 eixo Ox . ~vIostre que esse escoamento e dado pelo potencial ('ornp]cxo 

fi. R2 U' 
F(z ) = Wx z + -2 . log z + x . 

1n z 
(7.16) 

• 

• 

Fig. 7.13 

ES COAI\IENTO EM VOLTA 
DE UM CILINDRO QUALQUER 

:\a se~ao anterior a hipotese de que 0 cilindro fosse circular levou it deter-
• 

mina~ao dos coeficientes em (7.13) e it obten~ao do potencial (7.14). '10 caso 
de urn cilindro qualquer, esse metodo ja nao e aplicavel, e a detennina~ao 
do potencial complexo tern de ser feita de outra maneira. 

Todayia , mesmo com a forma generica (7.13) , podemos calcular a cir
cula~ao e provar que ° coeficiente Cl deve ser um numero imagimlrio. De 
fato, sendo C uma cun·a fechada simples envolvendo 0 perfil do cililldro no 

sentido p05itivo, de (7.13) obtemos: 

[F( z)Jc = 27ficl· 

• 
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Daqui e de (7. 10) , (oncluimos que 

f=-2"Im cl e Q = 27i"Recl . 

Estas rela\Soes nos =ostram que 0 numero Cl deye ser imaginario para que 0 

Huxo Q seja nulo. ?ortanto, se " e 0 valor da circula~ao . entaO CI = ,, / 2;;:'; 
e 0 potencial tenl G 5eguinte forma: 

• 00 

" "en F:l= i 1z+-2 · log z- 0 ( 1) "-" 'Tn n=2 n - z . 
(7.17) 

esta ultima serie s<::Ido conYergente para Izl > R, onde ,:1 < R e qualquer 

disco que contenho 0 perfil do cilindro. 
Re,t a esclarecf: por que 0 Huxo Q e zero. Para isto basta lembrar que ° 

perfil do cilindro e 'lllla linha de corrente; logo, atraves dela, Q . o. Co,rr:'o 
a integral de F' (:. ao longo dessa curva tern 0 mesmo yaler 111lagmano 
se efetuada ao 10n;:0 de qualquer Dutra curva que 0 enYoh -a, segue-se qu-e 

Q = 0 atraves de c.ualquer dessas curvas. 

A DINA-MICA DO i\IQVIMENTO 

Ate a"ora temos C:icutido escoamentos Huidos so mente do ponto de \·ist.a 
cinem~tico, sem c:".:a lquer preocupat;ao com as fon;as en\"olvidas. Vamos 
cuidar disto agora . ana8ando a for~a que se origina da pressiio p. 

n 

Fig. 7.14 

Dada uma su~rficie fechada S, seja n 0 vetor normal unitario externo, 
is to e. dirigido pa~, fora de S (Fig, 7.14). Entao. num elemento de superff~e 
dS, a for~a de prE,;oao que 0 fiuido no interior de S exeree sobre 0 extenm 
e (pds ln, enquan;., que -(pds)n e a for~a, de fora para dentro, no mesmo 
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elemento de superf!cie dS ~m c'Dnsequencia, a for~a de pressiio resultant e. 
que 0 fiuido eXlerior a 5 ;:: oree sobre esta superficie, e dada por 

• 

No caso bid..:mensiona: ~ que Bstamos restritos, S e uma superncie cilin
drica de a ltura unitaria. l"-:llltada sobre uma curva fechada C. como na p. 
205 (vcja a Fig. 7,1). En;'c . d~ = 1· ds . onde ds e 0 elemento de arco ao 
longo de C, e c. integral a.:.:: -:- rior passa a sel' 

- .f. .on d.; = - J p(nx, ny)ds, 

n e agora a no:-mal ext err.i. ~ :-efer-2nte ao contorno C . 
Vamos transform!lT e,l ultima integral numa integral dupla sobre a 

regiao R , interi,)!' a C. p ",., isto basta notar que ([2], Se,. 6.5) 

J pn ds = jr r Bp dx dy: 
C Y . JR By 

portanto: a forc.;a sabre C :~\'id; a pressao externa, e dada por: 

.a n d.e = - J k \lp dxdy , 

Como se ye. a expreS3i,. - '\.? tern 0 significaclo de JOT,Q por unidade de 
volume, pois pr,)duz a for :', :esu.: 1-ante sobre R quando integrada sobre esta 
regiao (ou mel} of, sabre:.:::a regi8.o cihndrica , correspondente a 5uperficie 
cilindrica S ref<rida aeim , 

Vamos, em ~eguida : o: ,"-:-!" a r:;q'uar;iio de conservar;iio db momenta linear. 
correspondente it segunda r: de ~ ewton (forc;a = massa x acelera<;ao) . Uma 
dedu~ao dessa <qua<;ao, ll'..:::.a sioua,ao geral, esta feita em [A3] , Se,. 7,2.2 , 
Exemplo 3. fsremos aqJ.:. lma dedu~ao apropriada as hipoteses em que 
estamos trabalhando. 

Come~amos por obseF': qUE' pea massa por unidade de volume e - \lp 
a for~a de pressao, tamb~ po, unidade de volume, Entao , desprezando 
quaisquer outrfoS £0l"{;a8) a :--:.uac,;a.o 

dq 
p- = -\lp 

dt 
(7.18) 
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exprime a segunda lei de Ne,non, pais dqjdt e s acelerGcao. Naranda que 

q = q(x , y) = (u(x, y) , v(:. y) ), 

e usanco tambem a Eq. 7.6, obtemas: 

dq 
dt 

d.T du 
, v , V x - -;- L; - , 

dt Y dt 
(uux + VVx , uUy + VI':, ) . 

Corn i5Co , a Eq. 7.18 S8 desdabra nas seguintes equ""c;oe' escalares: 

p(uux -: vVx) = -Px e p(uuy - V'V y ) = -Py' (7.19) 

Des:as equac;oes abremas facilmente uma im90r;al{re equac;ao. devida a 
Daniel Bernoulli. Para a bte-Ia. basta natar que a; eqna<;c~s (7.19 ) significam 
que 

~(p(U2_v2)+ )=~(p(U2 _U2 ) , . _ 
81' 2 P 8y 2 TI l - O. 

Conclu':nas , pais, que 
pq2 
2 +P= A, (7.20) 

, 
ande q2 = u2 -'- v2 e A e 
Bemau:li. 

uma constante. E esra a anu:.ciada cqua9iio de 

:\"a s8c;ao seguinte usaremas a Eq. 7.20 para ced=ir a :€Iebre formula de 
Kutra e Jonka"ski, que permite calcular a farc;a q'l e = BLdo em lllovimenta 
exerce So)bre um corpo nele imerso. Uln caso tipico C£cssa :'or<;a e a chamada 
JOT9 Q de levantamenta. responsavel pela sustent2.c;iio do',')o de nm aviao. 

:\1es::no sem fazer qualquer calculo, mas ape:las c om em ,imples exame 
da Eq. 7.20, podemos eompreender 0 surgimen:o d-essa 'o[<;a. Como pre
liminar a esse exmne. notemos que 0 movimente. udon:.:..:> de lim aviao na 
at mosff~a e dinamicamente equivalente 300 1110\-i:nen-l",0 c': J.trario da atmos
fera. eO-'1 0 a.-iao parado. Isto resulta da obs€n'ac;&o d e fenomeno de um 
referenc'al fixado no a\·iao . (Alias, e essa equin.lenc ia - eonseqiiencia do 
princ1pi,) da relatividad e da Mecaniea Classic a - que po:mite 0 estudo do 
\-00 en1 -:lll1eis de vento. ou tuneis aerodinan1ico:::. ) 

Con::: ideremos: poi:::. llrna asa de aviao repre:.:::ent:.ada ;Jelo seu perfil no- -
plano ,r:, (Fig . 7.1-5) e imaginemos llln escoamento Bu:c'J com pontos de 

• 

",' , 
, 
v 
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estagnac;aD ern P e Q no referido perfil. 0 eseoamento e'jmec;a c~m "e10ci
dade V nco infinito it esquerda, bifurea-se em P, voltando a reunmcar-se em 

Q, para, "nalmente, reassumir a veloeidade V no infinico it direita . U:\'O
quemos agora a Eq. 7.20. Ela nos diz que a velocidadc aumema qU3.:1do 
a pressao diminui e diminui se a pressao aumenta. Port.::i.nto . se os po:.tOS 

de estagm<;ao farem tais que 0 area superior P AQ seja mais longo q'ce 0 

areo infeI'or P EQ, a wloeidade do fluido ao longo do primeiro desses ar
eas teni Ce ser maior que a velocidade ao longo do seg-l ndo areo. po:.; as 

partieula.- que se bifurcam simultaneamente em P deven:. chegar no nwsmo 
instante em Q. Assim. a pressao sera maior na parte ce baixo da as,'. do 
que na pE..:-te de cima, €. eonseqilentemente) as fon;as de pressao tenio -.:ma 

resultant e dirigida de baixo para eima, que e a forc;a de le"antament0 ou 

sustentac;i.o . 
EvideJ.ten1ente, para se eOI1:3eguir esse resultado e ne:essario produ:ir 0 

eseoamen:o descrito acima, com os pontos de estagna<;ii,: P e Q conw;:ien
temente posicionados. Como conseguir isto e uma quest3.o a parte~ 501"- :-e a 

qual voltf.ren1os a comentar mais adiante. 

Fig. 7,15 

Far<;a ~obre urn cilindra e formula de Blasius 

CaleulaErnos agora a resultante das forc;as de pressiic sobre um ciLndro 

de se<;ao uansversal arbitraria. imerso num fluido de escoan1entO dado par 
(7.17). Seja C 0 perfi i do cilindro no plano xy, n = , ",., 11y) sua nc,rrn_al 
externa'o ds 0 e1emento de areo sobre C . Entao, pelo que virnos na se<;ao 

anterior. essa resultante de for,as sera d ada par 

f = Xi+ Yj = -ipnds. 
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Introduzindo a forma complex a ! = X - iY , e le\"ando em conta que 

nIds = dy e n yds = -dx, 

a expressao anterior e equivalente a 

! = X - iY = !C. -p(nx - iny)ds = - fc p(dy + id:r) 

-i fc p(dx - idyl = -i fc paz 
., 

Em seguida utilizamos a Eq. 7.20 para eliminar p. Notando que q- = 

ww, onde w = lUtZ) = F'(z) e a velocidade complexa, obtemos. 

. Ip _ - _ . 1 ( .) A) ! = X - IY = 2 c ww + p az 

Ora. 2A/ P e constante e a int egral de az e zero. como se "erifica facilme~te; 
logo. 

! -

• • 
Como w = u - iv, temos: 

wa: - wdz 

. Ip 1 -r< X -IY =- wWU_ 
2 c 

i p r [w'dz+w(wdZ- Ird z!: 
2 Jc 

2i Im(waz) 

2i lm[(u + iv)(dx - idy)] 

-2i( - udy + vdx) 

-2i(unx + vny)ds = -2i(q· n )ds. 

b t C pais este e uma linha Notamos agora que q . n = 0 so re a can orno , . a 
de corrente. Em conseqiiencia, a fon;a complexa assume a seg1.llnte form 

simples, conhecida como formula de Blasius: 

lp .) '1 !=X - iY=- w(: )-dz. 
2 c 

(, .21) 

• 
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Formula de Kutta-Joukovskl 

-Em seguida usaremos esta f6rmU:a para obter f em termos de V, K e p. 
Notamos primeiramente, que, sen co w(z) regular e univalente no exterior de 
C, este cantorno pode ser substitlido par urn circulo Izl = R que contenha 
C em seu interior, sem que isto :nodifique a valor da int egral em (7.21 ). 
Esta substitui~ao nos permite ut il'.zar 0 desenvolvimento (7. 17) para obter 
w(z) = F'(z). Com esse proceCimento a expressao da fon;a em (7.21) 
assume a forma 

f = X - iY ip i ( K C, C3 )' - V+ . +,+,+ dz 
2 I , , ~R 21flz z z 

i
2
Pi ( V' + VK + ... ) dz , 

I z l ~R 1fIZ • 

on de os pontos substituem term05 em z-2, z - 3 , ... Ora, as integrais destes 
termos sao todas nulas, b em asSiIL a integral de V'. Entao. fica apenas 0 

termo em 1/ z a ser integrado, a q"e nos da: 

f = X - iY = V"'pi. 

Esta expressao nos diz que a f( n;a s6 tern componente yert ical , 

Y = -VKP, 

e estani dirigida para cima 5e a ci rcula~ao K for negati"a. e para baixo 
se I< > O. Na verdade, pelo que dissemos na p. 227, estamos lidando 
apenas com a for~a par superficic cilfndrica de comprimento unitario na 
direC;ao perpendicular ao plano xy. A fon;a numa superficie cilfndrica de 
comprimento L e dada par 

Y = - VKpL. 

Mais geralmente, suponhamos que a velocidade complexa no infinito 
seja W oo = Ve - ia e nao V. Entao. como no Exerc . 3 atras, e f;icil verificar 
que 0 potencial complexo adequado a este caso e 0 mesmo de (7.17), com 
Woo em lugar de V, isto El, 

(7.22) 

.. 
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. A expres~ao Ida for<;a~ por sua Yi?Z, pas5a a ser 

P orranto. 

(723) 

o que sipifica que a fon;a f = Xi + j'j e perpendicula: it velocidade qoo 
no infini:) (Fig. 7.16) . .-\.Iem eLso, a dire<;ao de f e ob1' 1a por rotac;iio da 
velocidace de um angulo de 90' . no sentido positivo se .. : < 0 e no sentido 
negativQ se f<.: > O. 

.-\ eO:-:J ressiio (7.23) da fo: ';a e conhecida como i:·rmula de K utta
}oul;ov81;·:. oo tida independememente por W. Kntta f ~l 1902 e por N. 
Joukovsk' ern 1906. 0 angulo '.1, que supomos estar cc :npreendido entre 
zero e 9(; ' . e chamado ongu/o Ii, ataquf . 

.-\. an'.lisE feita ate aqui dei:':a em aberto varias que;c,3es, dentre elas a 
determilO'.<;ac' do potencial com~,lexo (7.22) e do perfil da ,' sa que sofre a<;ao 
da for<;a 1.2:3). Estas questoes serao resolvidas adiante. para 0 que temos 
de estud ::.r aL.gumas transforma!;-I)eS especiais nas se<;oes :s"?guintes. 

f 

. ,. . ,,' -

Fig. 7.16 

A transforll1ac;ao de Mobius 

o objeti..-» de sta se<;8.o e provar que toda fun<;iio do tipo 

a: -: b 
'.L' = , 

cz - d 

chamads tran.sforma,iio de M e' )ius, tem a propriedade Ie levar qualquer 
r eta nUIT? fF"7,a ou circulo e tan:.oenl qualquer cfrculo nur::.a reta au drc ulo. 
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Posto de maneira mais sueinta. ela transforma retas e dreulos €:2l ret as e/ou 

dreulos. 
A transformac;8.o de "lobius e tambem chamada transfc ~mar;iio fra

cionaTia linear. por ser 0 quociente de dais polin6mios do pri1::.eiro grau . 
Comecemos com 0 caso particular em que a = d = 0 e b = .' = 1. isto e. 

com a transformac;8.o lU = 1/:. 
A equa<;8.o de uma ret a ou drculo e 

(7.24) 

Trata-5e de uma retc. 5e a = 0 e pe~o menos urn dos nume:-:Js b ou c e 
diferente de zero: trata-se de ·.im circu.:o se a -;- 0 e b2 + c2 

- 4·.:d > O. 
Com a nota,8.o. usual z = L + iy, U' = u + iv, e lembrando C'-ie U' = 1/ z, 

pOltanto) z = l/u', a Eq. 7.2-! se escrE: \'e) sucessivamente: 

(:-Z) (Z-:) d ° a:: + b 2 + ". 2; + = ; 

-=a _ b (_1 __ 1 ) + .':'. (_1 __ 1 ) + d = 0' 
'/.L· U ' 2 w w -:2 i W"ill ' 

a -'- b (u' + '/') - .':. I 'L' - w) -'- dww = O· 
1 :1 . 2i ' , 

, 
, 'J 

d(u-.l. v- ) + b" - cv + a = O. (7.25) 

Ora, se (7.24) represent a lima ret a. teremos a = 0, b # c' ou colO; e 
(7.25) represent a,,' uma reta Ipela origem) se d = 0, e um eirc-lIo (tambem 
pela origem) se d "" O. Se 7.24) rf presenta um circulo, en:iio a # 0 e 
b2 + c2 - 4ad > 0: portanto. (7.25) representant uma ret a S8 d = 0 e um 
circulo se d " O. Isw comp!eta a demonstra<;8.o da propriecade jii men

cionada e aqui enunciada em destaque: 

A fun,iio lU = 1 
Teta au num drc·u.lo. 

tTan~foT1na ql .. alquer reta e qualquer .. -(rcuia numa 

• 

Vamos estabelecer esta mesma prvpriedade para a transfo: ma<;8.o geral 

Q: + b 
U' -, - . 

c: + d 
(7.26) 

• 
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a _ 
Se e = 0, t eremos w = dZ + b, e est a transforma,ao leva reta; em retas e 

eirculos em eirculos (Exercs. 1 a 3 adiante). Se c ;'- 0, podemo; esc rever: 

w = a(ez + d) + be - ad = a + be - ad . _ 1.,.-; 
c(ez+d) c c ez+d 

Escrita nesta forma , visivel que a transforma<;iio (7.26) e a cOl:lposi<;ao de 
tres transforma<;oes, L

" 
L2, L3: 

onde 

L, : z ~ Z, = cz + d: 
• L2: Z , ' "Z2 = l /z , : 

L 3: Zz ---+ W = QZ2 - {3, 

sendo Q = (be - ad) je e (3 = a / c. Ora. como ja virnos. raja uma das 
t ransforma<;oes L I, L2, L3, tern a propriedade de levar ret as e eireulos em 
ret as e /ou circulos. Em consequencia, 0 mesmo e verdade da tr2.nsforma~ao 

L3IlL I. ou seja, da transforma<;ao (7.26). 

EXERCicIOS 

• 
1. Prove que a transforma~ao w = z + b leva circulos em circulos. 

2. Pro\"(' que a t ransform a<;ao w = az lE',-a circulos COl circulos. 

3. Pro\'{' que a transforma<;ao w = az - b leva retas em retas e circulos f ::! l circulos. 

4. Verifique que a transformac;ao u..' = 11 z leva: a) reta pela origem em r€:a peln origem; 
b) ret a que nao passa pela origem em circu lo peln or igem; c) circulo ;da origem em 
reta que nao passa pela origem ; e) circuio que DaO passa pela origem ~m circulo que 
nao passa pela origem. 

5. Prove que a composta de duas transforma~6es de :\ I6bius e noyarne:.te uma trans
forma~ao de Mobius. 

6. Prove que a composi~ao de transforma~oes de Mobius e associati \·a . h-:o e, A(BC) = 

(AB)C, quaisquer que sejam as trans forrna~6es de ~[6bius A, Be C. 

7. ;-"{ostre que a transformac;ao w = ::2 leva qualquer reta pela origem aUID raio com 
inicio na origem; e que w = Z3 le\·a retas peJa origem em retas pela c:igem . Genera
lize para U' = zTl , n inteiro positiyo. 

Capitulo ~: .4.p}jea (· '~s a dinamiea dos flllidos 

SUGESTOES 

5. Para lidar Com 0 prodUI - d t f • 
'w e rans Ofmar;O€'S If> ·'':'llvenien-e int d . _ . \ ro UZlr a nota<;no 

Z=ZI/ Z2, '_ =wJ./u··.,. b 
Wl = a= . ~ '::2 e u:·} = C', ~ d, 

Assim a transformaqao l.: 

w ~' -2. 

az + b 
= cz --7- d passa a seT :,:,presemada na forma mat ricial: 

(:.: ) (; b 
d 

6. l-tilize a notac;ao anterio: 

A TRANSFORMAQ.4.0 DE JOUKO\,SKI 

Vamos estudar agora a sf5"uinte transfonlla~.Io: 

·)3 . - ) 

(7.27 1 

onde a > 0 EI' h ·d . . . a e can ec a como transjo""··,arao de J ,. . k· ., . 
lltlhzada I . t· . Y Ou,OUS I, Ja que fOI 

pe 0 clen lsta ru;so Nicolai Joukm·;D (1847.1 921) 
de A . d· - . em seus estudo' era mamlca, como Y-:-remos adiante. -

d 
Obserye que J leva caca ponto 0 nllm paLCo 1,"; e cada ponto ,. . 

e dOls pontos Zl e Z2, ra:"'es da equa<;ao we Imagem 

2 2 .J z - u·o + a- = l. 

Como estas rafzes satisfa.:::em a relac;ao ,. ~ ._ _ 2 . 
estao no cireulo Izl _ 2 .. ' . - 1-. - a , 'emos que, au amba.; 

S - a J \. ,1 llma e lllterna e ~ outra externa a 'I 
omente os pont os .- - esse Clrcu o. 

. w = a E W = - a provem d~ raizes dllplas. z = a e z __ 
respeetlvamente. Os pom·)s do se!mlento [_ . + ) . . - Q 

conjugados z == ae±iB do c' I °1_ ~ ~ a sa,o. Imagens de pontos 
_ lrcu a - = a. j» ) 15 J (af='o) - (J" 

entao que J transforma b·· t" . . . - cos. vemo, 
do drculo 1"/ ::::: J lJ€ namente, tam . .:, 0 Interior quanta 0 exterior 

E -. a, em tode· 0 plano I.e, excetu ~.do 0 segment a [-a, aJ. 
sta propnedade de J ;e generaliza quaneo eonsideramos um eirculo C 

passando pelos pontos z = +a, niio neeessaric.rnente 0 eireulo Izl = a. P ara 

I 

I 
I 
I 
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isso notamos que (~ 27) permite eserewt: 

11' - a = 

logo. 

Por outra lado, DOI.!:'O 

z - Q 

(z - af 
2z 

w-a 

w+a 

e w+a= 

'(: - a) 
: + a . 

2z 

2 - = = Sz, 
w-a 

WI = = 5/.L'. 
w+a 7...l...Q - , 

obtemos 

w = a ( 1 + WI \ = 5-1 WI : 
1 - WI ) 

(7.28) 

e se substitilirmos. [·csta equac;ao. WI pelo segundo membro de (~,28 ,obte
mos exatarnentE a r:lnsformac;ao de Joukovski (7 ,27). Esta traLsfor:nac;ao 
e, portanto. a Cc.lnp :.si<;ao de tres transformar;6es: 

W = J(z) = S-IT5(z) 

Dado u:n erreu!': qualquer U pelos pontos z = ±a, de centr.~ nco semi
plano superior y > <:. 5 lem U numa ret a ru pela origem (pois S(a = 0). 

, . 
. Se e e 0 angulo que U faz com 0 eixo dos x no ponto z = a (Fig. 7.17), 
entao e sera tamberr. 0 angulo que TU fani com 0 eixo dos x no p;ano de ZI . 

De fato, se : e u.::n p:nto sobre U que aproxima z = a pelo semipLano '! > 0, 
teremos: 

z - a £ 'B 
'" -e' 

2a ' 
z + a "" 2a. Zl = 

z+a 

com aproxllla<;i? .. o t &.J.t o melhor quanta menor for E > O. Isso p~ova 0 que 
afirmamos ~obre a [-:-'"; a ru. 

A tran.sforma~a.( T leva ru num raia R28, que se inicia na origeE2. e faz 
angulo 28 com 0 e ~:.o das x no plano de W I_ Finalmente, S- I. le \<:1.. R2B 

num area circulc!...r I de extremos w = =a e que jaz no s€lniplarro s1.:perior 
1m U' > ° (fig .• ,17 Observe que estc area faz com 0 eixo dos r no olano 
de I.L' , no ponto I...!..' = .:. . 0 mesmo angulo 28 que 0 raio R28, 

Voltando a cadacma das transforma,6es 5, T, 5 - 1 , vemos que 5 leva 0 

exterior do circu.:.o C nUIn dos semiplano:3 da ret a rL' ; T leva este seniplano 
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num plano eortado que exclui 0 raio R20: e 5- 1 leva este p:ano cortado no 
plano 11" excluindo 0 arco L, cujos extremos w = a e w = -to ,sao imagens de 
Wl = 0 e WI = 00, respeetivamente. Portanto, a transforma,ao de loukovskI 
J = 5- I TS transforma, bijerivamente, 0 exterior do cireu:0 U no plano w 
sem 0 areo circular L. Esta e a anunciada generaliza,ao do caso em que U 
eo cireulo [z[ = a e 0 areo Leo segmento [-a. aJ. 

(, I 
'" ',., 

28 
I 

a 

, 

(2 , ) (w\ ) 

ru R" 
? 

• , 
s ' , , , , 

e 28 

.. 
~,' 

Fig. 7,17 

• • 



Capitulo 7: Apiica,oes it diniimica dos fiuido;o 

(: I 

(w) 

• 29 

'. 9 

-0 o 

• 
Fig. 7.18 

Vamos c0115iderar agora, alt~m do circulo C ~ um Olltro circulo ["': de cen
toO =0 e raio 1". tangenciando U no ponlo z = a. A transfonna"iio J le"a U' 
ClIlla cmva fechada C (Fig. 7.18) ; como U e U' >e tangenciam em z = ri, 
p·)de-se mostrar que C tern uma clispide no ponto z = a . J transforma 
[ 'Ljet ivamente 0 exterior do cfrculo V' no exterior da cun'a C. Esta curva 
C e chamada perfil de J oukovski. Observe que hi toda UIlla familia de tais 
pedis. dependendo dos parametros a, Zo e 8. 

o potencial complexo 
apropriado ao perfil de Joukovski 

Poueo atnis caleulamos a for"a de levantamento 17.23), no pre>suposto de 
c,ue 0 potencial eomplexo do escoamento em "olta do perfil C ti\"E';;se a forma 
-;-.22) . Vamos agora construir esse potencial a part ir de urn potencial do 

:ipo (7.16), correspondente ao escoamenlo em volta de um cilindro circular. 
COn1€CemOS com a transformac;ao 

z=zo+r(, 

que le\"a 0 exterior do circulo unitario 1(1 = 1 no e:-.-terior do cireulo U' (Fig. 

I 

• 
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7. 18) . Entilo, 

• 

w= J (:o +r() = ~ (zo +r(+ a
2 

) 
2 Zo + r( 

transforma a exterior do circulo unitario 1(1 _ 1 
levando ( = 00 em w = CQ e tal que no exterior do perfil C, 

(7.29) 

dw r 
J(=2 em (=00 (7. 30) 

De (7.29) obtemos: 

1 
(= f (w) = r(w - zo+ Jw2 - a2) 

(7.31) 
• 

como a transforma"ao que leva 0 exterior do erfil C . 
unitario I( - 1 E'd t p no extenor do circulo 

- • VI en emente temos d lh 
de form a que f(oo) = 0:: e fl(') 0 e esco er 0 ramo da rc..iz quadrada 
A . w > em w = 00 em v' t . d ( 

8slm, para valores grandes de Iwl, teremos: ' I I' uee e 7.30). 

a2 a2 3 2 l ---w + a 2 - --
w 2w 8w3 . . . 

Isto faz com que 

d( I 2 
d- = f (w) = - em w = 00 
w r'" (7.32 ) 

1 
Seja Fo (() 0 potencial complexo referente ao circulo unit' . 

oCldade complexa ve->a no' fi't E _ ( . a:1o. com ve-
m III o. ntao veJa (7.16) na p. 22.5) 

D( ) . I< U> 
£0 ( = ve-"'( + --; lorr( + ve 

271"2" ( . 

Pela tran8forma<;ao (731 ) t t . 1 . 
F:o (f(w) r t . . es e po enela val no potencial complfxo F(w) _ 

releren e ao perfil C: . -

( 
. I< io 

F w) = u-'O f(w) + .logf(w) + ve 
271"' f ( uy 

Em vista de (7.32), 

F'(oc) = F6(00)!' (00 ) = 2 ve - ia 
r ' 



240 Capftu]a 7: ApJica<;i5es a di.namica das fluidas 

que e a velocidade no infinito do escoamento em volta do perfil C, digamos, 
Ve-;o, de sorte que v = rV/2 . . i\ssim, 

F(w) 

+ 

+ 
2(u' - Zo -'- vw2 - 0 2) 

(7.33) 

Este potencial e exatamente da forma (7.22 1. com re em lugar de z 
(prove este fato). Qual entao sua utilidade, se antes mesmo de conhece-
10 campletamente jii ha\'iamas calculado a fon;a de levantamento (formula 
(7.23) da p . 232). Como veremos. a seguir, a potencial (7 .33) nos permitini 
cleterminar a rela,iio que dew e:dstir entre a circula<;ao K. a velocidade no 
infinito e o:s parametros r e e. 

Come<;amos derivando (7.33): 

• 

Obsen'amos agora que a Eq. 7.20 (p. 228) nao permite que a velocidacle 
cres<;a sem limites, pois A e canst ante e a pressao p e nao negativa. Assim. 
quando w aproxima a \'alor w = a, a derivada F' (w) deve permanecer 
limitada. Mas ista so e possive!. como e facil ver, se a expressaa em colchetes 
acilna for zero para w = a, isto e. 

" r2Ve''< 
+ 2'( ) - ?( )') = 0 ~I a - Zo - a - ': 0) -

Daqui obtemos, com a - zo = re- i8 , 
• 

YO = - 27TrV sen (a + IJ). 

Esta e a rela<;ao que procur8xan10s, entre a cir('ula~ao I-i.. a velocidade no 
infinito 11 e-'f') e os parametros r e e. Geometricamente ela signifiea que um 
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dos pontos de estagna,ao do escoamento (7.33~ cai no vertice da ~us!:,~de de 
C (Fig . 7.19). Se tal ponto fosse outro qu: n~o esse,"ertlce (Frb' I. _OJ, a 

velocidade no ",;rtice seria infinita, a que nao e acertave!. 

• 

f 

• 

Fig. 7.19 
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: 

Fig. 7.20 

as PARADOXOS DA TEORIA 

o que acontece quando urn cEindro circular de raia R e colocado num escoa
menta paralelo? E de se espHar. por razoes de simetria: que 0 escoe-menta 
result ante seja aquele associ,.do ao potencial (7.14) com K = O. proposto 
para estudo no Exerc. 1 da p. 225 . e que tern 0 aspecto ilustrado :a Fig. 
7.13. Ao contrario. se " i' o. 0 escoamento pode ter os aspectos aSSll1:etflcos 
(relativamente ao eixo dos:r ilustrados nas Figs. 7.10 a 7.12. "- las :nesmo 
nestes casas 0 escoamento no infinito continua paralelo, sendo, pOl~. de 5e 

perguntar como, fisicamente. se originam esses escoamentos ('om circllagao 

hiio-nula em volta do cilindro . 

Essa questao torna-5e rnais paradoxal ainda quando lembran:cr:- 0 f:
sultado de Lord Kelvin, cit ado na p. 209, segundo 0 qual a clfCula<;ao 

. . - , 
permanece constante durante 0 moyimento. Ora: e claro que a clfcu...a.c;ao e 
zero quando 0 fiuido se encomra em repouso. Como. entao~ pode SlLSlf urn 

escoamento com circulac;ao nao-nula? 
A resposta a essas questO€s encontra-se num elemento que nao foi in

clufdo em nossas equa<;oes de movimento: a viscosidade. De fato, ~o mo
menta em que introduzimos a pressao como responsivel unica pela.:: forc;as 
que uma parte do fluido exerce sobre a parte adjacente. a partir .oaf ~~a 
exc1uida a viscosidade, que e respoll3avel par forgas tangenciais a SU?erflcle 

de separa<;iio entre duas panes do fiuido. 

A teoria apresentada no presente capitulo, como dissem05 no inic:o, esta 
restrita a fiuidos ideais, sem \iscosidade. Os escoamentos que enconuamos 

• 
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na Natureza sao todos eles y:.scosos. Em ltitiDa analise, portanto, os para
doxos da teoria sao devidos 2. idealiz3t;<lO feitf. de:sde 0 inicio. Como vinlO~ . 

essa idealiza<;iio permite uma descri,2.o simpificsda e elegante dos escoa· 
mentos fluidos. E os estudi,:~os do a.-sunta ,abem. desde longa data, qu, 
lfquidos como a agua ou ga~::s como (0 ar, agf::n rnesmo como fluidos ideai~ 
e incornpressiveis em muito::: dos eSC02.111ento5 obsen-ados. Como entao ex
plical' os paradoxos da teori f'-~ 

o primeiro e decisive la::.ce para l.1ma re::=~o~ta satisfatoria a essa per
gunta fai dado pelo cientists alemaa L. PraLdtl. Ko 3Q Congresso Inter
nacional de Maternaticos. rec.lizado eD Heide:berg em 1904, Prandtl apre
sentou urn trabalho de fUlE:amental import f.ncia, inaugurando urn now 
campo de pesquisas, que pas:::.aria a Sf:- conhf-·:"ido como "tea ria da camade, 
de contorno" (boundary la~-7r theor~·. em intles I. Segundo essa teoria 1 c, 
viscosidade e de fata praticE.mente ciesprezh-eL ,:?xceto numa flna camado 
em·oIvendo os corp os imersct::= no fluid·) . Assi:.-:l. f..3 part iculas do fluido qU E
estao em contato direto cor:!:_ esses cc':-pos fiC3.nl neles fixadas; elas vao-5,; 
en\·olvendo mais e mais com <) escoamento dCI ntl:do quanto ffi?-is afastada~ 

estiverem do corp a nele ime ::-~o. 

Agora e possh-el entende:-. por exempIo; cc::no surge a forga que age nUll_ 

cilindro que se desloca num ~_lliclo. Cc!:n refer~ncLa a Fig. 7.13, imaginemo: 
que 0 cilindro se desloque pa:-a a esque:-da no f.uido em repouso, e ao mesnE 
tempo esteja girando em ton:·J de seu fixo no ::=2ntido honirio. A viscosidadt 
do Huido nas proximidades C) cilindro fara. C( ':II que esse fluiclo proxi.mo ac 
cilinclro seja arrastado no m Co·:imento cie rota~:2.o. Isto provoca a cleforma~ac 
das linhas de corrente. que passam do aspect-} iI:.lstrado na Fig. 7.13 par e:. 
aquele da Fig. 7.12; e as pon:,)s de est2.gnac;a.o tarnbem passam do que eran_ 

• 
na Fig. 7.13 para as posi<;oe, ilustrad2.s na L,. 7.12 . E esse atrito que faz 
o fiuido aderir ao cilindro (, responsB1:eI pel{-. origem cia circuIac;ao e! en:. 
ll!tima analise, da for,a later2.! sobre 0 cilindn. 

o que acabamos de expicar no caso de urn cilindro ocone tamben: 
com uma bola que 5e desiocc. num fiu:do e ac, mesmo tempo descreve umb 
rotac;ao. Isto origina uma i,)rc;a sobr? abo!:> .. perpendicularmente a sua 
trajet6ria. Jogadores de bidar, golfe e fute 'jol conhecem esse fenomenc, 
e exploram suas vantagens para imprirnir trf.jetorias curvilineas as bola~ 
usadas em seus jogos. 

No inicio deste seculo 0 nomem jcl. estaye. prestes a voar, embora naD 
houvesse ainda uma explica,iio matematica· para 0 YOo. A ideia de fluido 

• 
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ideal e ~ Teorema de Lord Kelvin eram uma barreira ao surgimento de 
clrcula<;ao e, eonseqiientemente, da fo[(;a de le\·antamento. Com a teoria de 
Prandtl as COlsas se esclareceram: 0 aviao eome<;a a se deslocar num fiuido 
em repouso : 0 atnto da asa com 0 ar gera a circula<;ao , que vai aumentando 
com a velocldade. Esta tem de atingir um certo valor minima para que a 
for<;a ongmada com a eircula<;iio possa levante.I a aparelho. 

• 

• 

• 

Capitulo 8 

-
REPRESENTAQAO CONFORME -
E APLICAQOES 

• 

Considera~6es preliminares 

Vimos, no Capitulo 3 (pp. 110 e seguintes). que as partes real e ima
ginaria de uma fun<;iio analitica satisfazem a equac;2.0 de Laplace: e que, 
se uma func;ao de duas variaveis reais satisfaz a equac;iio de Laplace, essa 
func;ao pode ser interpret ada como a parte real de uma func;ao analitica. 
Isso permite utilizar a teoria das func;6es analiticas para tratar problemas 
que envolwm a equa<;ao de Laplace no plano. 

. . 
Como dissemos no final do Capitulo 3, problemas de contorno, como 

os de Dirichlet e Neumann, ocorrem freqiientemente em Fisica Matematiea. 
E uma das dificuldades que esses problemas oferecem se deve ao tipo de 
regiiio Ronde sao considerados. Assim, conquanto seja relativamente faeil 
resoh'er explicitamente certos problemas num disco ou semiplano, a situac;iio 
COlllplica-se enormemente em regi6es mais gerais. l-m procedinlento para 
contornar tal dificuldade consiste em transformar a regiao R em regi6es 
mais simples, como discos ou semiplanos. Quando a fun<;ao que faz uma tal 
transformac;iio e analitica. 0 problema torna-se perfeitamente tratavel, pois, 
como veremos, a equa<;ao de Laplace permanece invariante por esse tipo de 
transformac;iio. 

• 

Representa<;ao conforme 

Consideremos uma func;iio w = J(z), analitiea num certo ponto zo , com 

• 
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f' (- ) i O. e seja I uma curva regular pas;ando rd o ponto zoo dada pOl' 
. -0 ( ) (0) _. Essa cun'a transfonna-se Quma curva r do plano 
- = • 1 com z - -0· (0) 
;v. d~da'parametri~amente por w(t) = I(z (t l). tal que Wo = I(zo) = ie 

(F ig. 8.1). Observe que 
w'(I) = J'(z)z' (11. 

de sorte que 0 augulo e que a tangente a curva r no ponto Wo faz com 0 

eixo real assim se expressa: 

e = argw'(O) = argJ'(zo + arg :' (0). 

Ora. a rg z'(O) = e e 0 angulo que a tangente it cun" , no pont~ 00 faz com 
o eixo real. de sorte que a equa<;ao anterior tambe:::l se eSCI €VC. 

• • 
e = B + argJ' (:.)) . 

• 

Zo 

Fig. 8.1 

, r ' .... , imagem passando por 
SeJ'am alTora "V uma nova curva por ~> . ~ .. <:: 
Col • . • d 1 nos z e w 

11"0 . ()' e 0 ' os angulos dessas curvas com 05 eL"~( ::- realS os p a J 

re5pectivamente Como anteriormente, 

e' = e' + arg l' 00 ) ' 

Subtrai ndo esta ultima equa~iio da anterior. obte'los: 

e' - e = B' - B. 

. , - 10 B' B entre as curvas~' e 'l e preBCruado pela transIor-ma,iio 
iSID €, 0 angu - I 
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j, tcnto em ':alor com o em se1H!'do de o""'..:'nta9iio f: :g. 8.2). 

v ' , 

'Y 

-. 

r 
6 -8 

• 

,. 

'. fas , alec de prese,,'ar angulos, a trusforma<;i.; I tern ;.Hra propne
dade interesssnte. Lembremos que 

lim 
: -zo 

I(o - j(zo ) 
= 1J' (zo ) 

o - ::.rJ 

Isto 3ignifica ~ue pequenos segmentQ:5 con:. uma ext!"-: :nidade ~ =-1 .to :3-8.0 con
tralCQS au e:.:;>andidos na razao if" zoll . 'ndepend; ~tell1ent; das dire,oes 
deSSfS segmf:'tos . Deste fato e da pres~:'i:a<;ao de ingulos ':'-:corre que a 
jun(',jo I tra r .. ;jorma fig uras n(U' prorimic:,,fes de z(, <rn figUTv ,emelhantes 

nas ?roximic;des de U·( . Por ce.usa dissc. I e cha::..lda de '-lnsIorma<;iio 
conforme ou "'epresentarao conjormt de -.:.:na \-izin~:.n<;a de .::.: nurna vizi
nha"" a de U'.:-

;\"30 e dif ~ il demonstrar - embora na·: 0 fa<;amo~ aqui - :_-le a hip6tese 
de que uma i:ansforma<;iio I pre>erw iin,Jos e as ':-;ri\"d,,-, .', e Ix sejam 
continuas im; lica I ser analitica ([A1. pp 74-7-5). L poc call'., disso que 0 

conct.-ito de oo:epresenta <;ao conforme- CO~ ·.mla ser j:'entifica,·:.:· corn 0 COD

ceito de presE:ya,iio de angulos e suas oric:1ta,oes. 

Observe ~'je a hip6tese j' (zo! f:. 0 e e=-~encial nc :aciocini: que fizemos 
anteriorment'. Quando f'(zo) = 0, a poc:,) Zo e ch=ado pc-.. ;o craico da 
tran,forma~ii" f. 
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Invariancia da equa<;ao de Laplace 

Seja 9 ' x , y) uma fU!l<;ao real de classe C 2 e 

w = I(z) = u(x, y) + ;"(.1'. y) 

uma fun<;ao analitica que transforma a regiao R do plano z numa rerriao D 
do pla:lO w. Seja 0 

<I>(u, v) = ¢(.r , y ' 

isto e. <I> e a imagem de ¢ pela transforma<;ao f. Calculando as derivadas 
de ¢ pela regra da cadeia, obtemos: 

¢.r = <Puu:r + <.pvv.r ) ¢y = q?'Juy + <Pvvy; 

¢.r~· = 1>uuCu:t.)2 - CPU t·u..tvx + WU U.1:,T + <PeT ,cI )2 + <.P vuVxUx + <P rt'L'X ; 

¢V. = <I>,,(Uy)2 - <I>U ['UyVy + <I>uuyy + <I>n ' "' y1 2 + <I>vuVyUy + <I> ,l'yy . 

Somando estas _ dua': ultimas express6es lllembro a membro, levando em 
conta as equa<;oes de Cauchy-Riemann e 0 fa.TO de que u e v sao fun<;6es 
harmoIllcas, obtemos: 

• . , 
ou a1l10a, no pressuposto de que II'(z)12 = (u~ + ,·n seja diferente de zero. 

• 

E claro. entao, que ."'¢ = ° '* L':.<I> = 0, isto e. a equa<;ao de Laplace e 
n;"anante por transrorma,6es con formes I na." vizinhan<;as de pont os onde 
I (z) , o. 

EXERCicIOS 

L 

2. 

A nansforma~ao 11.' - ,..2 tern (I . d d'f d ela : co ~ - enva a 1 erente e zero. exccto na origem; portanto. 
'= nform:, exce.o nesse ponto. Prove que ela rJuplica as angulos de ret c.s que se 

cruze.rn na ongem. 

GelJ7ralize 0 resultBdo do ('xercicio anterior para' ,' - ~ + (z z)" . t . ,,_ , _ ~ - -() - 0 ,1S a "" proy€, 
qUE' ~;,-~a transforma.;aa leya ret as pela ponto Zo, ql: '? faz2m entre si um angu:o a: em 
reta.;:, pelo ponto woo que fazem entre si um angulo no. ' 
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3. 0 resul:ado an:<:>rior se generaliza ainda mais. Seja w = f(z) uma transformao:;8.o com 
as prirr:.::>iras n - 1 deriyadas nulas em z = Zo e f (Il)(ZO } i=- 0, Proye que as retas que 
se crUU_'l1 no DVntO ZD fazendo urn angulo Q: sao levadas em Cllryas que 5-(' cruzam em 

Wo = f :0) fazm do um angulo no:. 

4. 1IostrE' que 5-E' ';.: = f(::.) e uma representao:;ao conforme num ponto :0: <:'1::8.0 w = f(:: I 
presen? anguks . mas muda sua orientao:;ao, vale dizer, duas CUfyaS ql:c se cruzam 
Dum aLgulo a 5-ao le\'adas ern curvas que se cruz am em angulo -Q. 

- -
IKVERSAO LOCAL E INVERSAO GLOBAL 

]a ti"emoo opor: unidade de considerar fun<;6es inversas 8m casoo concretos 
do logari1!no (p. 68) e das fun<;oes trigonometric as (p. 72). Vamos tratar 
agora 0 p,oblen:.a na sua generalidade. • . 

8.1. Teorerna. Seja f(z) uma lunc;iio analitica e nao-con;tante nUTll 
ponto 20. a qua; 8upomos que seja zero de ordem n > 1 de I(z) - wo , onde 
11') = 1(' »). Er.tiio, dado" > 0 suficientemente pequeno. existe 6 > 0 tal 
que cada lC' :: \':( " '0 ) e imagem pela I de exatamente n i'alores ern 1I,(zo)· 

Dem onstTol .ia . Escolhemos" > 0 de tal modo que f seja definida e 
analitica em \; =0), e f(z ) - Wo nao tenha a1 outro zero alem de z = Zo· 

Soja 
t = min I/(z) - wof, 

I z- ' o l ~' 

de sorte que . q' lalquer que seja u" E V6(WO), I/(z) - wal > lu'(, - w'l para 
I=- zol = c. Pocemos. pois. aplicar 0 teorema de Rouche (p . 177) as fUll(;oes 

F(o) = f (z) - 11'0 e G(z) = Wo - w'. 

e condui, que F( 0) e F( z) 7 G( z) = f(z) - w' tem 0 mesmo numero de zeros 
em ]I,(Z(, I. Em outras pala\Tas, f(z) - w' t8m n zeros em ]1,('01· Isto e 0 

meSIllO Que dizer que 0 valor w' e imagem pela J de exatameme n valores 
em V .. (Z(I I . com0 queriamo5 demonstrar. 

8 ,2. Coralario, Urn a fun,ao analitica niio-constante tran'/orma con

juntos a~,t rtos :'m confuntos abertos. 
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De fato , se A e um conjunto aberto no dominio de f. devemos provar 
que qualquer Wo E f (A) pertence a urna \'izinhan,a contida em f(A ). Para 
isto, basta tomar Zo E A tal que f(zo) = Wo e observar, pelo teorema ante
rior, que existem E e 8 positivos tais que l',(wo) ::: f(v,( zo)) C f(A). 

8.3 . Cor olario. Uma fun,ao ana.litica nao-constante transforma re-
. -gzoes Em regzoes. 

Com a mesma notac;ao que vim os usando. resta provar que f (A) e 
conexo . Sejam Wo e w' em f(A), de sorte que Wo = f (zo) e w' = I(z'), 
com =0 e z' em A. ~las A e conexo , de sort e que zo e z' podem ser Fgados 
por uma curva C toda contida em A. Intao, C' = I(C) e uma curva em 
f(A) ligando wo e ,c'. 

• 

8.4. Coro lario. Seja I urna !un,ao analitica num pon t.(, zo e 
Wo = I( zo). Suponh amos que zo seja zem simples de I(z ) - Wo, vall dizer, 
1'(zo) 01 O. EntCio , tC = f(z) transfomw uma l'Izinhan,a \ '(zo) de z( nl1ma 
vizinhan9a V6 (wo ) de maneirn conJormf.. biuniroca e b'icontinua, is~!) e, f 
e umQ ::aplicat;iio topologica" au Iihom fOmorfi~~ l1w I: de uma vizinhar\(;a na 

Dutra . 

Quando n = 1 no Teorema 8.L exi~te uma correspondencia bioivoca 
entre uma vizinhanc;a V,(wo) e sua imagem pela func;iio inversa de f , de
not ada por J- J = g. Claramente, essa imagem V(zo) = g(V,(wo ) e urn 
subconjunto aberro de Ve(zo), e 9 e continua (pela propria maneira como 0 

8 foi obtido a partir de £). 

8.5. Corolario. Seja f uma [un,ao analitica num ponte zo, e 
a Inversa g de [ e analitica em Wo = ,i(zo) e 1'(zo) of- O. EntaD, 

g'(wo ) = l /1'(zo )· 

Como g e continua, w - Wo = J ( z) - I(zo ) tende a zero se e somente se 
z -+ ':0. Assim, 

z - Zo 

W-Wo 
1 

(U' - "'o)/(z - zo) 

I 
! 

I 
I 
1-
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tern !i -';ite COIL _. - Woo 0 qual e dado por 

lim 
- - ' 0 - - 1 

= lim 7::::---::-:-"',-----,
Z~Zo (1f u·o) /(~ - zo ) ' 

Inversao gJotal 

Pelo C;.'-.:e "lllO: .:ore ~.gora . 5€ uma transforma~ao f e anaiitica lltl!:.l ponto 
la, C0::l r ( '::0 ) = O ~ ent a..:· . numa vizinhanc;a de Z{. , essa transforr:'la~ao e 
con fo=e: aieL ,iisso , nu:na vizinhan~a de Wo = [ (to ) 1. inversa 9 de f 
tam~:::t e c,oni:cme, COll] ;'(wo) of- O. 

E~.:2S r~5ul~ .":. \ :l.os 5aO oe carater local e llaO permitem conduir ~ J.e a in
versa :xist.~ eL :odc. a in:.agem do dominic de f. Por e:-:emplo , c. fun~ao 
w = .:-- esta de':-- ida .enl t(Jo 0 plano; e, excluida a origem. w' = 2z =: O. ),ro 

• 
entaD\.) . f nao -:·-:- m oma 1T1versa unica, ja que z2 = ( - z)2 . Para a inversao 
globa:. dewmc." :ntro duzi - a noc;iio de "fun<;8.o simples" , dada a se~uir. 

8.6. De&..i,ao. D;:-se que uma fun,iio f f simplt· numa '·.giCi o R 
se ele • ar .. aHt.:; e lnjet1l ' em R. 

, 

I 'acil p ro- ''.:. c>:,mo c0rolario do Teorema 8. 1. que a derivada de uma 
fun,a : ,imple, • dife:-ent e de zero em todos os pontos de se'j domin'.). (\ -eja 
o EXt ::. 6 adi,,-ce. ) Ent s.) . uma fun<;8.o simples e uma t ff.nsforma, iio con
form €" .-\lE.ID i~ :-. : . eie. e ilr:ertfvel) e ~ lt a. inversa tambem e ama fUD\,ao sim
ples . 0 teorell .. ~ seg-u..inte cia uma condi<;ao suficieme para que umE. func;ao 
seja , C:::tples. 

8.7. TeorE:na. Seja"', C um contomo fechado simple, . orientedo posi
tivarT.' 'de. C() r :nte .... i or R e f uma fun,iio analitic~ em R enos Jo,m tos de 
C, e :'.jeti,'a " - C. Ent ii ·:, f e lun,ao simples em R . 

D, 'noT..st rc: :0. _-\ fun, iio w = f(z) transforma 0 contorno C m m con
torno :echado c"::nples C' do plano w. Seja Wo urn ponto qualqt:er deste 
plano. " '0 :' C ' Como vilLos na p. 175 , 0 numero de zero, de I (z ) - Wo em 
R e dodo pel. c:cpressao 

1 1 /'(z) dz = ..2... j duo . . - , . du. 
2iT ~ C J z} - wo 21r1. C w- u.'O 
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. Este segundo membro e zero se We, estiver no exterior de C' . Se Wo est iver 
no interior de C', 0 valor do referido segundo membro e + 1 se C' tiver orien
ta<;ao posit iva e - 1 se a orienta<;ao de C' for negath~. Mas este valor -1 
tern de ser descartado, pois 0 numero de zeros da func;ao J (z ) - wo em R e 
urn numero inteiro > O. Concluimoo . pois, que J(z) - Wo efetivamente tern 
apenas urn zero em R quando Wo ewi em R. Isto conclui a demonstra,ao. 

Como dissemos no inicio do ccpitulo, 0 tratamento de certos proble
mas de contomo para a equac;ao de Laplace pode ser viabilizado quando 
e possivel transformar, de maneire. conforme, certas regi6es do plano em 
outras. 0 teorema seguinte, devido a Riemann, e um result ado mu ito geral 
e de largo alcance, que diz respeito a essa possibilidade . 

• 

8,8. Teorema (da aplica<;ao de R iemann), Dada uma regiao sim
plesmente conexa R, que nao seja 0 plano todo, existe uma Jun9ao simuies 
f que trans/orma R no disco unii~rio Izl < 1. Albn disso, J Ii unica se 
especijicarmos, para um ponto qua.iquer zo E R, que / (zo ) = 0 e 1'(zo) > o. 

N ao faremos uma demonstra,ao deste teorema, apenas alguns co
m entarios, Como uma func;iio simples e in\-ertivel e a inwrsa tambem e 
uma [un<;iio simples, 0 teorema ga:-ante que qualquer regiiio simplesmente 
conexa que nao coincide com 0 plano todo pode ser transformada em qual
quer outra regiao do mesmo tipo por uma func;ao simples . Entao, 0 fat o de 
sabermos resolver 0 problema de Dirichlet em certos dominios particulares, 
como urn disco ou semiplano, nos permite saber) por esse teorema, qt:e 0 

• 
problema de Dirichlet e soluvel pa:-a qualquer regiiio do tipo descrito. As 
vezes podemos tambem aehar a soh:C;iio explicitameme. desde que tenhamos 
uma formula de transformac;ao que nao seja !1lui to complicada. 

Mas e bom lembrar que 0 teorema de Riemann nao nos oferece qualcouer 
formula de transformac;ao de uma regiiio em outra. Existe uma fomnla, 
chamada transJorma,ao de Schu;ce:-Christoffel, que leva semiplanos em 
regioes poligonais; mas , na pratica. ela e de aplicabilidade llluito limitada, 
pOI' isso mesmo nao vamos tratar cd a aqui. ~lais proYeitoso num primfiro 
curso e estudar varios exemplos pa:-ciculares de transforma,6es. J Ii fizemos 
isso em alguns casos no capitulo a:n eriof , no estudo de escoamentos fui
dos. Analisaremos aqui outras tra:lsform ac;6es interessant es e pratic"". a 
cOIne~ar , na proxima sec;ao, corn a :ransforll1a~ao de :\Iobiu5. 
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EXERciCIOS 

1. Determine a maior disco centrado na origem, oude a func;ao w = i : seja siU1ple~. 

2. Mastre que w = Z2 + z e func;ao simples no semiplano Re z > -1 / 2, 11l "..s nbo Ern 
regioes que contenham 0 ponto z = -1/2. Sugestiio: Toda regiao que conte:lha 0 

ponto z = -1/2 cOl1tera uma vizinhanc;a desse ponto. 

3. Mastre que / (z ) = (1 - 1:)2 e fUIlc;ao simples no sem ip lano 1m z > - i, mas nao em 
regioes que contenham 0 ponto z = - i . 

4. Mastre que f( z) = (1 - i.: )3 nao e func;ao simples no semi plano 1m.: > O. 

5. Mastre que 

J(z) = ~ (z+ D 
e func;ao simples em 0 < =1 < 1 e em Izi > 1, mas nao em regioes que cont eniaCl 0 
ponto z ;::::::- 1. (Veja a tran~forma~ao de Joukovski na p. 23-5.) 

6. Prove que uma func;ao <mples tem derivada naa-nula em todo 0 seu dominio de 

defin ic;ao. 

7. Prove que a composta de func;oes simples e uma func;ao simples. 

8. Most re que w = u + i t' = sen z = sen (x + iy ) e fu n<;ao simples na regiao l' i < :- 2. 
y > 0; e que a imagem dt'sta regiao e 0 sernipiano v > O. Fa<;a graficos e est u de as 
imagens do segmento Ix l < -;;/2 do eixo dos x e dos raias ;r = ± iL J 2. Y > O. 

A TRANSFORMAt::AO DE MOBIUS 

"imos, no Capitulo 7 (pp. 232-34) , algumas propriedades da transforma~iio 

de Miibius, assim definid a: 

az - b 
w=M(z)= 'd' cz -

(&1) 

onde ad-bc 0; O. (0 caso ad-bc = 0 e triviaL pois /).[ 1 z) fica constamerneme 
igual a alb = cld. Para w rmos isso, basta notar que dwldz = (ad -bc) / (c : + 
d)2 ) 

No caso que estamo; considerando, AI(: ) e Ullla fu nc;ao simples que 
transforma 0 plano todo. exceto z = - dl c. em todo 0 plano, tendo por 

i m'ersa a fUlH;iio 
due - b 

:=M - 1(w) = . 
-CIC + a 
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Intro duzindo os valores J1I (00) = alc e M( -dlc) = 00 como os limil ~s 

d e M(z) com z ---> 00 e z - -di e. respfc tivamente, J1I(z ) passa a ser un::a 
transforma~ao biunivoca e bicom inua (U~l homeomorfismo) de to do 0 plaw 
estendido em si mesmo. 

Como vimos, no Capitulo 7. -'1 (z) ieva reI as e circulos em retas e/e.u 
cfrculos. Considerando as retas como circulos com centros no infinito } podo:?
mos resumir d izendo que toda tmnsfonna, iio de Mobius lem cirwlos , ." 
circulos. • 

8.9. Exemplo. Vamos achar uma transforma~ao de ~lobius que le';e 
o s€lniplano superior 1m z > 0 no interior do disco unitaria centrad a :la 
ongem. 

Como a fronteira do s€m iplano e unla reta. devemos achar uma trar..s
forma~iio que leve essa reta no (irculo que e a fronteira do disco. Ora, e;oe 
circulo e determinado por tres pontos: \'amos, pais, escolher tres pontos :la 
reta (eixo d os x) e tres pontos correspondentes no circulo, digamos, 

zl= - l l ) Wl=-l : z2 =O ~ w2= 1 ; z 3 = 1 I----W3= i. 

Substituindo esses valores em (~.l) . obtemos: 

. -a + b -, - -- -
- c + d 

-aid + bl d 
- cld+ 1 . 

b 
1 = - ' 

d ' 
1 = 

a+b a d+bld 
c + d - cl d + 1 . 

Estas equa~oes determinam os !res coeficientes aid, cld, b. d, que, sub" i
tuidos em ($ .1), produzem a t ransformac;iio procurada: 

: - 2 
u: = -

: + i 

Obserw que Iz - i . e Iz + i l sao as dis t ancias de z a i e -i, respect i'.,,
mente. Assim, sendo Im z > O. lereme·s Iwl < 1 (veja 0 Execc. 6 adiamc), 
au seja, a transforma<;ao realmente leya 0 semi plano superior no interior do 
disco unitario de centro na origem . Ve-S€ tambem que 0 semiplano inferior 
e levado no ext erior do disco. 

8.10, Exemplo. Vamos athar a !ransforma~iio de Mobius mais geral 
que leva 0 semi plano superior no int erior do disco unitario centrado na 
origem. Como 0 eixo real deve ;er levado no circulo unitario. fazendo z = x 

I 

I 
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real em (8. 1), devemc.; t er lax+b l 
ista nos da, respectirlmente: 

ex +d = 1. Corn x 0 1 = ,:r = e .r - x. 

b 
- = l' 
d ' 

Substituindo em (8 .! . obtemos: 

Q-b 
c -d 

. - . a 
. c 

= 1. 

a z -bl ", . z+/3 w = _. = ; / Q _--,-

c z - dl c ' z + ",' 

• 

ande Ct, j3 e I sao pa:a.metros cOll..:.plexos. ('om a real; alem disso, 

c +b 

': + d 

a :.!.] 

c . ...:.... i I 
, , 

• • 

de sorte que 1/3 + 11 = I-r + 11, sCplincar.io que 
circulo centrado em - 1. Observe .;'nda q',_ 

/3 

I 

b 10 d j - - 1-1 d: - c C - , 

3 e 'Y estao num lTJ-:-::mo 

most~ando que 1,61 = I-rl, isto e. 3 e 1 ".;tao no mesmo circulo cer.o:"do 
na ongem. Esses do'.; ultimos re;':!t".do; nos levam a conc1uir que ' = (3 

(Frg: 8.3) . Por fim. ~ = -. /3 d, ';e €stc.: no semiplano superior. jc :!~e 
sua Im~gem w = 0 ~ta no ll1ten::- do d:.::co unitario centra do 112. OL::-:' In. 
Con,clunTIas) poi,S, ql:'.? a tranSfOT:.lac;a.o C~ ~Iobius mais geral que ]~-.-a 0 

semlplano superIor TI ':, interior do ·:..i:sco ur:tario centrado na origem e :2_da 
pOI' 

. 7-'-3 
tCt - • W = e _ _ 

, 3 ' 7 _ - . 

onde Q e real e Im /3 < O. 

• 

I 
I 
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- I o 

Fig, 8,3 

A razao cruzada 
• 

Vimos, no Exemplo 8,9, q'le 0 conhecimento das imagens de tres pontos 
levou it completa determina,iio da correspondente transform"",iio de Mobius, 
Esse fato e de caniter gera!. como "eremos agora, .Tomemos a transforma~iio 
de ~Iobius (8,1) na decomposi,iio que dela fizemos na p, 234: 

a be-ad 1 lL' = - -, ---
c C c: + d 

Suponhamos que tres ponte<; dist' ntos Z I , : 1 e Z3 sej am levados em WI, W2 

e W3' respectivamente, Ente,o , 

a ~c ~ ad 1 
W;= - +---

c c eZi+d 
i = 1. 2, 3, 

Daqui obtemos, por simples manipula~iio algebrica: 

(U' - Wr) I I.l'1 - ''l) _ (z - Zr)(Z1 - Z3) 

(u' - W2) ( IL'1 - "'1) - (z - Z2)(ZI - zOJ)' (8,2) 

Esta ulti ma expressiio <On\"oh'endo os z Ii chamada a razlio cruzada dos 
numeros Z, Zl, Z2 e Z3· CO:110 se Ve , ela permanece a nlesma quando pas
samos dos z para os w, va:e dizE'r. a razao cruzada e invariante por uma 
transjorma,iio de M dbius, E5sa invari i ncia prova, de um modo geral , que 
ullla iransjorma,iio de Mdb'us fica completamente detenninada pelo conhe
cimento das imagel1s de tri., pontQs distintos, bastando resolver (8, 2) para 
se obter w em fun,iio de z, 

• 
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8.11. Exemplo. Vamos achar a transforma~iio de ~jobius que leva -1 , 
-i e i em zero, 2 e 1 + i, respecti\"amente, 

Antes mesmo de fazer os calculos, observe que 0 circulo Izl = 1 (onde 
estao os valores dados de z) sera le\'ado no cfrculo Iw - 11 = 1 (onde estao os 
valores dados de w), (0 leitor de\'e desenhar os dois discos para acompanhar 
o raciocinio, ) Substituindo os dados em (8,2) e fazendo os d.lculos, obtemos: 

4z + 4 
w=.,..,.--.,.---,,,-~ 

(1 - :)z + (3 - i)' 

Para ver que esta transformac;a,) leva 0 interior do primeiro disco no 
interior do segundo, basta substituir z = ° (que esti no interior do primeiro 
disco) e verificar que a imagem U' = 2(3 + i)/5 estil no interior do segundo , 

Outra modo de fazer essa const?,ta,ao seria 0 seguinte: percorrendo-se 
o primeiro drculo no sentido anti---,orario. os pontes z = - 1, -i. i sao 
encontrados nesta ordem, e 0 sentiCo de percurso deixa. 0 interior do d isco 
a esquerda do circulo: 0 mesmo aco:.tece com 0 segundo cfrculo e os pont os 
imagens, l-ma inversao de ordem, digamos, . - 1, -i e i sendo levados em 
zero, 1 + i e 2, respect ivamente, far:a com que 0 interior do primeiro disco 
fosse levado no exterior do segundo. (Fa,a 0 Exerc, 7 adiante,) 

8.12. .Exemplo. Vamos achar a solu~ao do seguinte problema de 
Dirichlet no disco unitirio centrado na origem (do plano w = u + iv): 

Ll.ot> = ° em IlL'l < 1, 

<P senda igual a 1 no semicfrculo superior 1m w > 0 e igual a zero no 
semicirculo inferior 1m w < 0, 

Ora, Ll.o(x, y) em coordenadas polares r, e de z = 1"e ;o (Exerc, 9 ad ian
te) 5e escreye: 

de sorte que e = arg: e solu9iio da eQua~ao de Laplace no semiplano superior 
1m z > 0, onde e varia de zero a ce. Portanto, ¢ = 8/IT e a solu~ao que e 
igual a zero para e = 0 e igual a ~ para 8 = IT, Isto sugere que fa<;amos 
uma transforma,ao do semiplano 1'.0 disco unitario Iwl < 1. de forma que 
o semi-eixo positivQ .r > 0 seja leY3do no semidrculo do semi plano inferior 
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1m w < 0 e 0 semi-eixo negativo x < 0 no ~€rnicirculo do semi plano superior 
1m w > O. Por exemplo, uma transforma\.ao que ~eve 

• 
l' 1 . 00, -1. 0, 1 em .. I. - •. -1, 

respecti\'amente, resolve 0 nosso problem,. (Fa9'- uma figura representando 
o eixo real e 0 circulo Iwl = 1 para acomp2.nhar c, raciocinio. Observe que 0 

semi plano e como urn disco de centro em +ix. ) 
iVlas nao podemos especificar mais que tres ;,ar€s de pont os ZiJ Wi; de 

fato, basta especificar quai;quer tres pare;. come, 

{ex:. -1, O} e-, ..." {I. i. -~}, 

para que 0 ultimo par necessariamente epare,a na transforma<;ao . (Fa<;a 
o Exerc. 10 adiante .) Para ljdar com : l = ex. basta reescrever a razao 

* cr"uzada convenientemente e fazer Zl -)0 0.:. assim: 

(z - ZI)(Z2 - Z3 1 

(z - Z2)(ZI - Z3 ' 

Daqui e de (8.2), obtemos: 

(w - U'I)(W2 - W3) 

(w - ti.'Z)(WI - W3) .,. - "' 1 - -. 
Fazendo as substitui<;oes numericas e 0 calculo 
transformac;ao procurada: 

algebrico, 

.. , iw + i 
CUJ3 Im"erSa e z = 1 . 

-w 

z -: 
W= ~

z+ : 

, . encontramos a 

(8.3) 

Com a nota<;iio z = x - iy . e = arctg y/ :r) e w = u + iv, urn pOlleo de 
manipula<;iio algebrica nos conduz a 

., 2 
l- '.('-v 

Y = (u - 1)2 + v2 

€, consequentemente, 

1 1 (U2 + 1~-I) d! = -e = 1> = - arctg ---::--
. IT 1i 2r 

1 
, 
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q"le e 0 r::sult,ado procurado. 

EXERcieros 

1 \ " f' III az + b . f U110~ :u e 3. tn..::.." Orma(3C· W = j :: = d ten. :omo InY~ ~':5a a. trans ormagao . cz + 
. dw - b 

z = _~1 - - ( 1L" ) = . )'Iuitipliqu::- as matrizes d".\1 e .li.r - (confonne notagao 
-cw + a • 

5ugeriu no Exec: . 5 da p. 235) e ot.-5erve que se ot ·~~m uma ::.atriz diagonal com 
elemer:.~ .:, ac - be na diagonal. Expiiql:<:' por que tal e].,.memo il b.: predsa seT 1. 

Dadas ~ tr-:msf.: :mac;6es 

) 
Z + 2 

M ' I= = 0::--; 3z 1 

c<:"'J cul t J l i .H2 . . l' : ;:.'h, Af1< e A(!.-l. 

M () 
: - 3= 

e 2 Z = . 
--L') ' . , . 

3. Verifiq :..o:: qtr.te a l=ansforma~ao z 1-----+ :: Ieva retas em rt',:as e circLos em circulos, mas 
na.o Eo c.:..::3 cranE: x ma<;ao ce NI6bius . 

. J , Prow ( ' :~ llIl1 8 ::ansforma~ao de :'Io"r:us que leva 0 t<:"~O real e::. si mesma pode seT 

eSCTlta : :)ffi coeLientes rea:':: . 

6 

-, 

s 

9. 

Z - t 
Prow :-:~ , < 1 se 1:.:.1 :; > 0: e > 1 se h :; < O. 

.: + : z +i 
Ache i;. ~ : a.n.5forr::. aGao de :\[6bius que leva. os pontos - 1, -i e ', 2m zero, 1 + i e 2, 
res-pec-;: .-i2.ffi-"2nt e -; \'erifique que ela ley~. 0 interior do di,.:o 1.: 1 =:],0 exterior do disco 
!= - 1 = 1 

Ache a ~ ;:".nsfor f1"': -'Gao de 1f6bius que I,; ·:a. os pontos L : ,~ro e -1 f'= - i. 1 e i, respect i
ntmem~ . .4.!:Ites :.:.esmo de ff'.zer qualqt::,-r calculo, expli '~-le par qu~ essC'. transformaGao 
le\a 0 ;.;~m ip ·lano 1m z < 0 Lv int-erior ,: 0 disco Iz l = L 

Ob tenL a e:xpre::.::ao do laplaciano err coordenadas p-: ~d.res dad:.. no Exemplo 8.12 . 

H Obten:-:.. a ::ran;;:,)rma<;ao cio Exemp] ,) 8.12 valendo-,,~ de quaL.·ler v utra tripla de 
pa:es ci~ pom05 ':')rrespond"ntes. 

1] Fa(a u:.::.a i::ne-r:r: -: taGao gN IIl€trica 0", transformar.;ao: 8.3 ). rp~ ,eseotando grafica
mente: - i . .: - ', -: a quocie:!te nela incicado, it medid f, l ue .: = :: 1:aria de -00 a - I, 
lero. -~ e -x. Construa 0.5 image-ns ':0S semi-eixos i:::..lginario;; ~ osi;:iyo e negativo. 

12 .--\che a ~,aI!Sfor:car.;ao de :\[6bius que [eva os pontos =_ = -i. =: = 0 e Z3 = i em 
U' l = 1 /1.''} = - :- e W3 = 1. respect hOlmente. Verit~ue que L .!. le'\a. 0 semiplano 
Re.: < ': no ,discc. unitario 1': 1 < L 

13 . . --\cbe a ::an...~orn:? ~ao linear que leY8 1 em 1, i em - 1 ~ -1 em ~. respectivamente. 
Verifiq'J ~ que ela :eya 0 disco Izi < 1 DC. semiplano infe:-:or 1m z <. O. 

14 . Ache a ~:-ansforrr.. 2.r.;ao conforme que k.Ol 0 1 0 quadra:;~e no dis,:;. uni t-ario centrado 
na orig'::::::L G€ for:ua que o~ pont os ZI = i, Z2 = 0 e 13 = 1 sao lf7ado:::: em WI = -1, 
U'2 = - '. e U:~3 = L respecth-amente. (L~mbre-se de qm :: ~ Z 2 j.;va 0 1 0 quadrante 
no sem:;:,[anGl sup-:rior.) 
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15. l}se 0 exercicio anterior para achar a fun<;ao harmonica no 1 0 qwdrante, <;.~e assume 
o valc.r zero no semi-eixo real positivQ e a ,-alar 1 no se:ni-ei.;xo i=aginario ?osit ivo. 

POTEKCIAL ELETROSTATICO 

Vamos considerar uma distribui~iio estat ica de ca:cgas ele;':icas nu:na certa 
regiao do espa~o , isto e, uma configur~ao de carga.- que pe::nanece a mesma 
com 0 correr do tempo. Como e sabido. cargas eletricas exerce:n fOf(;as 
umas sobre as Qutras, de forma que uma cal distr:buic;ao :'e cargC:..! origina 
um campo de \-etores, 0 chalnado ca1npo flitrico: que cOD5':'ste no ~eguinte; 
se colocarmos uma carga de valor unitario em qualquer po~:o do e,?a~o, ela 
sofrera a, ao de uma for~a, que e a result ante das for~as S( 'o re ela exercidas 
por todas as cargas da distribui~ao original; essa for~a e. por de ':ni t;ao. 0 

campo fi"iT'ico da refer ida distribui~ao de cargas. Esse caLpo tanioern sera 
estatico. is to e, sera uma fun~ao vetorial apenas do POnt ': do espi.C;o onde 
ele e cOIEiderado, e nao do tempo. 

Part:cularizando ainda mais, supom03 que 0 c.c.mpo s.:.:a para]-:-Io a urn 
plano , que pode ser tomado como 0 plano xy. Isto acc,~[ece ar-enas em 
situa~oe, idealizadas; par exemplo, quando temos uma di;cribui~a,) de car
gas cuja densidade permanece constan te ao longo de reta.- paralel,..; a uma 
dada dire<;ao, digamos, a dire~ao do eixo Oz. Nessas cOLdi~oes, 0 campo 
eletrico e representado por um vetor E de duas CO~lpOlleJO, es Ex e Ey. 

Ocampo eletrico satisfaz as duas equa<;oes seguintes: 

e 

. oE- 8E 
dlV E = - + y = 0: 

oEy 
ax 

ax 8y (8A) 

• 

(8.5 ) 

Estas du as equa<;oes correspondem exatamente 8E Eqs. 7.1 " 7.6 pace. fluidos 
(pp. 205 e 210). E como se substituissemo, 0 veto: \'elocic>.de q polo vetor 
campo e'et rico E. Assim, (8 .4) significa que 0 campo elet::co e s( :enoidal, 
vale dizer. seu fl uxo atraves de qualque r cun'a fechada e zer(. a que f "erdade 
desde que no interior dessa curva nao haja cargas eletrica.- A Eq. "3.5, por 
sua '-ez. significa que 0 trabalho do campo eletrico 2.0 long,: de um ~ontorno 
feehado e zero. 
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Como no caso de fluidos , as Eqs. 8.4 e 8.5 sao as equa<;6es de Cc.uchy
Riemann para as fun~oes Ex e - Ey, de sorte que a :'un<;ao Ex - iEy e 
analftica, e isto est abelece liga~ao entre a teoria das fur.t;oes analfticc..5 e os 
campos eletrostaticos. 

Os potenciais escalares 

Exatamente como no caso de fluidos, introduzimos aq·.Li os potenci.'.is es
calares ¢ e ¢. 0 e a fun<;ao escalar a partir da qua: obtemos a campo 
eIetrieo mediante E = -grad ¢. 

Observe a pre;en~a do sinal negativo, que nao exist '_, no caso de ~uidos 

(quando escre\'emos q = grad ¢). Ele e lima conveni-'ncia nao-es;.onciaJ. 
apenas para que o. e nao -¢, represente a energia potencial de um? carga 
unitaria no teorella de conserva~ao da energia. 

o potencial t'. como no caso de fl uidos , po de ser d7finido como :'un<;ao 
conjugada harmonica de -¢. 

As cun 'as 0(.<' y) = const. e ¢(x, y) = const. s'.J as curvas ' q'uipo
tenciais e as linhG., de fon;a, respectivamente. Como SE \'e, cJarameL,e. em 
cada ponto 0 campo eletrico e tangente it linha de for,a e perpendicular it 
curva de potencial constante por esse ponto . 

Dizer que 1p e conjugada harmonica de -q; e 0 me;mo que dizer que 9 
e conj ugada harmonica de 1/! (Exerc. 1 da p . 116), ou sej a, que a fUL<;ao 

e analftica. Do conhecimento dessa fun~iio, obtemos na,) somente os ;Joten
ciais escalares eo campo eletrico, vista que 

EI - iEy = -¢x - i1/!I = -i(if;x - i¢x) = :j' (z). (8.6) 

Lembremos que uma distribui~iio de cat'gas na sur~rficie de un: corp o 
metalico da orige:ll a um campo eletrico que , nos pont (:5 dessa super:'icie) e 
perpendicular a ela. Como estamos lidando apenas COD. problemas ;Jlanos. 
o corpo e cilfndrico, e sua superficie e substit ufda pelo sua interse<;" o com 
o plano xy (tome.do perpendicular ao eixo do cilindro. Essa inter;e<;ao e 
uma eurva equipo[encial, ja que 0 campo elet rico e per;Jendicular a d a. 

E:~tudaremos. a seguir, uma import ante transform c..;ao: que nos ;:>ermi
tira. descrewr det alhadamente as linhas de forc;a do call1?o eletrico or' ginado 
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por urn condelh,dor carregado (Exemplo 8A adiante). 

A transforIlla~ao W = Z + e' 

Vamos e~t udar a transformac;ao w z + e: = u + iv, re~trita a seguinte 

faixa F do pia" .) z = x + iy (Fig. 8.4a) : 
• 

F: -00 < X < 00; -;:- < Y < 7r. 

Escrevendo a tr.illsforrnac;ao na forma 

u = x + eX cosy, v = 'Y + eXseny, (8.7) 

, . . 
temos mais fac-:1idade de visualizar as imagens das ret as nonzolltals y = 

• • •• 
canst. A5sim. a imagem de y = 0 e u = x + eX, v = 0, que e o·propno eIxa 
real do plano 11 . percorrido no mesma sentido que sua prf.-imageml ista e, 
quando l' yaria de -00 a +00, 0 mesmo acontece com u. 

, Y:::7i. 2 

~ t \' 
• 

• x II 

• .. . 

(h i 

Fig. 8.4 

Quando y = -;;/2, podemos eliminar x em (8.7), obtendo a equa<;ao da 
cmva na form a L' = 7r / 2 + e", que pode ser facilmente esba<;ada (F 19. 8.4b). 

Para esw d,.rmos a imagem de qualquer outra reta y = const.. e com'e-

niente considemr 0 declive do vetor tangente, dado por 

Vx eXsen y 
- -
U x l +excosy 

I 

• 
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Observe que 

I· vI Ol' Vx 1m - = e 1m - = tgy 
x---x U X X-+ + OO U X 

Quando 0 < y < 7r /2, a imagem da reta y = const . e uma curva com declive 
posit'vo, 0 qual cresce do valor nulo em x = -00 ao valor tg y em x = +oc 
(cakule e estude a deri\'ada do declive); e, para cad a x, esse decli \'e vai 
crescendo it medida que y vai-se aproximando de 7r /2. 

Quando y ultrapassa 0 valor 7r /2, isto e, 7r /2 < y < ;;, 0 declive come,a 
com a valor nulo em x = -00 e vai crescendo e tendendo a +00 it medida 
que I se aproxima do valor x = -Iog( - cosy) , onde a derivada U x se anula. 
Neste valor de x a curva tern tangente vertical; e , para x > - Iog(- cosy) . 
o declive e negat ivo. 

Quando y = 7r , a CUfya e simples mente 0 raia v = 7:' percorrido uma v€z 
de U =-00 a U = -1 quando x varia de -00 a x = 0 (note que U = x - eX) , 

e out:a vez de u = -1 a u = -00 quando x varia de x = 0 a x = +oc. 
Como v e fu nc;ao impar de Yl para obtermos as imagens das ret~ com 

y negativD, basta reftetir no e ixo dos u as imagens obtidas com y posit iv0. 

o condensador de p lacas paralelas 

Vame" considerar dois exemplos interessantes da Eletrostatica, 0 primeiro 
dele, ilustranda urn condensador de placas planas e paralelas , infinil 2.s em 
tod", as dire<;6es; eo segundo, um condensador cujas placas sao semi pianos 
paralelos . 

8.13. Exemplo. Seja a urn numero positivo qualquer. De acorda com 
(8.6). a fun<;ao 

f (z) = az = ax + iay, 

defi nida em todo 0 plano. da origem ao campo eletrico 

Ex + iEy = i1'(z) = -ia, 

isto e. 
Ex = 0 e Ey = - a. 

Alem disso, 1/J = ax e </> = ay , de sorte que as lin has de for<;a sao as ret as 
verticais x = canst., enquanto as ret as horizontais y = const. sao as curvas 
(no presente caso , retas) equipotenciais. 
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Quando nos re,~ringimo, a faixa -h < y < h, a sit ua<;ao que acabamos 
de descrever eorre;;>onde a um condensador de placas paralelas y = h e 
y = - h, respeeth·a-.ente. Se designarmos por V e - \. os porenciais nessas 
plaeas, devemos to",ar a = \ ' I h para que 0 potencial no interior do conden- . 
sador (-h < y < h seja 0 = \ 'y /h; eo campo eletrico sera dado pela unica 
componente (da d::',ao ,-ertical) Ey = -17/ h. Fa<;a a figura corresponden
teo 

8.14. Exemplo. Vamos agora considerar a easo de um condensador 
cujas plaeas sao do', semiplnos paralelos, as quais estao separadas par uma 
distancia 2h e sao ::lantidas a potenciais 11 e - V , respecti,·amente. Para 
isso, vamos nos vale: da tran, forma,iio estudada ha poueo, u· = z+e' . Como 
vimos, ela transfor",a a faixa -7T < y < 7T do plano: em todo a plano w, 
excetuados os rai~ w = u = in, u yariando de -::x: a -1. Portanto se , 
substituirmos z pc.:- -:rz/F e '1' por ifu' / h, obteremos a transrorma<;ao 

-:- w 1f :: -. / 1' 
h = \" + e" -

que leva a faixa - \ < y < \. do plano z em todo 0 plano IL'. excetuados os 
raios u ± ih, u vari '.:ldo de - x a -1. Finalmente, trocamos os papeis de z 
e w, obtendo a tra- ;;: forn1a<;2.o 

', '>--, - Z = g(w) = ~ (~~ _ e~Wll:) , 

que agora leva a f2-':(a -v < v < V do plano w em todo 0 plano z, exee
tuados as raios x = :h, :r mriando de -00 a - 1 (Fig. 8.5). Sao estes raios 
no plano z que rep: -osentam as placas do condensador. 

Observe que 9 , a inwr;a da fun<;iio z ' ' W = 1(z ). que produz a 
campo eletrico e 0, ;>otencia's '" = u e ¢ = v. Desdobrando a fun,ao 9 em 
suas partes real e i=laginaria. obtemos: 

h (rru T.U l' rrv) X=- - -e C,)<-
7r V '17 ' 

_ h ( rrv cul l' rrv) 
y - 7T \ V + e sen V . 

Estas sao as equae·:'?s parametricas das linhas de for,a 
curvas equipotencic: .;;, v = const. 0 campo eletrico. em 
complexa, e dado p:'r 

U = conSt. e das 
sua representa~iio 

E = E , - iEu = if'(z ) = -! 
y 1 

• do/due 
= -t-· 

h 1 + eCL \ . • 
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A F ig. 8.5b ilusrra as inhas de for~a. que se aproximam de retas nas 
partes mais internas ao condensador e se curvam nas proxiIllidades das bor
das. 0 campo elet rico, por sua \'Oz. aproxima-se do valor -il-', ' h (do exem
plo anterior) uos pomos mf~s internos ao condensador (u....., -x). Obserw 
tambem que Ii' ....., +iV nas ~roxill1idades das bordas, e, em conseqiiencia. ai 
ocampo tende a infinito. Eto nao corresponde a realidade, apenas traduz 
as linlita~5es do nlodelo l11clematico. 

)' 

• 
II x 

r-v 

(a) (b) 

Fig. 8.5 

EXERCicIOS 

1. A Fig. 8.5 pade ser .:-onside7-."da ilustrativa de urn escoamento fluido ao longo de um 
canal de largura 211. que S€ c::,re em I = - 1. [screva a iun~ao potencial F(z) = 0+ it, 
adequada a E'ssa si t Il9.c;ao. e ":,:,screya 0 campo de yelociciades do escoamento con form e . ' 
a notac;ao do capitu~oJ anter~;.r. 

2. D etermine 0 potenc:al 0 I1 C :nterior de um condensacior farmado par dais cilindro5 
coaxiais , um de rai0 R. on.':'-: a potencial e mantido em um ,"alor constante \1 e a 
outro de raio a < R. mantiC:. a pot€':lc iai zero. 

3. Determ ine 0 potenc:al eletDstatico -:> no semicilindro .z:2 + y2 < 1. Y > O. tal que 
9 = 0 em y = 0 e _"J = 1 E-::::l x'2 +~"2 = 1. Sugestao: A inversa da transforma<;ao 
obtida no Exempio 5.9 ley.'. 0 disco unitario no semi plano superior. e 0 diametro 
desse disco no sem:-eixo 10. +ix]. Obserye. entao. que a referida inversa leva a 
semidisco superior 1:0 primE-::o quad:ante. Finalmente . z I----< Z2 le\'a este quadrante 
no semiplano 5u periN. 
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