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Decomposição de Morse

Definição

Seja {T (t) : t > 0} um semigrupo com atrator global A. Diremos

que um subconjunto não vazio Ξ de A é um atrator local se existe

um ǫ > 0 tal que ω(Oǫ(Ξ)) = Ξ. O repulsor Ξ∗ associado ao

atrator local Ξ é o conjunto definido por

Ξ∗ = {x ∈ A : ω(x) ∩ Ξ = ∅}.

O par (Ξ,Ξ∗) é chamado par atrator repulsor para {T (t) : t > 0}.
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Exerćıcio
Mostre que, se Ξ é um atrator local, então Ξ∗ é fechado, invariante

e Ξ ∩ Ξ∗ = ∅.

Observe que Ξ é um atrator local se, e somente se, é compacto
invariante e atrai Oǫ(Ξ) para algum ǫ > 0.

Alexandre N. Carvalho - USP/São Carlos Segundo Semestre de 2019



Decomposição de Morse: SemigruposDinamicamenteGradiente

Lema
Seja {T (t) : t > 0} um semigrupo em R

n com atrator global A.
Se Ξ é um conjunto invariante compacto para {T (t) : t > 0} e
existe um ǫ > 0 tal que Ξ atrai Oǫ(Ξ) ∩ A então, dado δ > 0
existe um δ′ > 0 tal que γ+(Oδ′(Ξ)) ⊂ Oδ(Ξ).
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Prova: Se, para algum δ ∈ (0, ǫ), não existe δ′ > 0 tal que
γ+(Oδ′(Ξ))⊂Oδ(Ξ), existem x∈Ξ, Rn∋xn

n→∞

−→ x e tn
n→∞

−→ ∞
tais que d(T (tn)xn,Ξ) ≥ δ e T (t)xn ∈ Oδ(Ξ), t ∈ [0, tn).

Segue de um resultado anterior que existe uma solução global
ξ : R→ R

n tal que ξn : [−tn,∞)→ R
n dada por

ξn(t) = T (tn + t)xn satisfaz ξn(t)
n→∞

−→ ξ(t) para cada t ∈ R.

Claramente ξ(t) ∈ Oδ(Ξ)
⋂
A ⊂ Oǫ(Ξ)

⋂
A para todo t 6 0,

d(ξ(0),Ξ) ≥ δ, e consequentemente Ξ não pode atrair Oǫ(Ξ)∩A.
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Lema (2)

Se {T (t) : t > 0} é um semigrupo em R
n com um atrator global

A. Se Ξ é um atrator local para {T (t) : t > 0} restrito a A e K é

um subconjunto compacto de A tal que K ∩Ξ∗ = ∅, então Ξ atrai

K . Além disso Ξ é um atrator local para {T (t) : t > 0} em R
n.
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Prova: Se Ξ = ω(Oǫ(Ξ) ∩ A) não atrai K e 0 < δ < ǫ, existe
δ′ ∈ (0, δ), tn

n→∞

−→ ∞, x ∈ K e K ∋ xn
n→∞

−→ x tais que
d(T (t)xn,Ξ) > δ′, 0 6 t 6 tn. Isto implica que d(T (t)x ,Ξ) > δ′

para todo t > 0 e, consequentemente, ω(x) ∩ Ξ = ∅ e portanto
x ∈ Ξ∗ o que é uma contradição.

Para a parte restante do resultado note que, do Lema 1, existe
δ′ ∈ (0, ǫ) tal que ω(Oδ′(Ξ)) ⊂ Oǫ(Ξ) ∩A e portanto
ω(Oδ′(Ξ)) ∩ Ξ∗ = ∅. Da invariância de ω(Oδ′(Ξ)) e da
propriedade que Ξ atrai Oǫ(Ξ) ∩A, devemos ter que
ω(Oδ′(Ξ)) ⊂ Ξ. Como ω(Oδ′(Ξ)) atrai Oδ′(Ξ) o resultado segue.
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Lema
Seja {T (t) : t > 0} um semigrupo em R

n com um atrator global

A e um par atrator-repulsor (Ξ,Ξ∗).

1) Uma solução global ξ : R→ R
n de {T (t) : t > 0} com a

propriedade que ξ(R) ∩ Ξ∗ 6= ∅ deve satisfazer

d(ξ(t),Ξ∗)
t→−∞

−→ 0.

2) Uma solução global ξ : R→ R
n de {T (t) : t > 0} com a

propriedade que ξ(t) ∈ Oδ(Ξ
∗) para todo t 6 0 e algum δ > 0

tal que Oδ(Ξ
∗) ∩ Ξ = ∅ deve satisfazer d(ξ(t),Ξ∗)

t→−∞

−→ 0.
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Prova: 1) Faremos a prova por redução ao absurdo. Se a conclusão
é falsa, existeδ′>0e seqüência tn

n→∞

−→ ∞ tal que d(ξ(−tn),Ξ
∗)>δ′.

Isto nos leva a uma contradição com o fato que Ξ deve atrair o
subconjunto compacto K={z ∈A :d(z ,Ξ∗)>δ′} de A.

Para provar 2) observamos que se ξ(R) ∩ Ξ∗ = ∅, do Lema 2
temos que ξ(R) ⊂ Ξ o que nos dá uma contradição.

Por outro lado, se ξ(R)∩Ξ∗ 6=∅, segue de 1) que d(ξ(t),Ξ∗)
t→−∞

−→ 0.
Isto completa a demonstração.
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Lema
Seja {T (t) : t > 0} um semigrupo em R

n com atrator global A e

um par atrator-repulsor (Ξ,Ξ∗). Se ξ : R→ R
n é uma solução

global limitada para {T (t) : t > 0} por x /∈ Ξ ∪ Ξ∗, então

ξ(t)
t→∞

−→ Ξ e ξ(t)
t→−∞

−→ Ξ∗. Além disso, se x ∈ R
n\A então,

T (t)x
t→∞

−→ Ξ ∪ Ξ∗.
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Prova: Como x /∈ Ξ∗ temos que ω(x) ∩ Ξ é não vazio e, do fato

que Ξ é um atrator local, temos que ξ(t)
t→∞

−→ Ξ.

Se ξ(R) ∩ Ξ∗ = ∅, então ξ(R) é invariante e, do Lema 2, é atráıdo
por Ξ o que é uma contradição.

Logo, ξ(R)∩Ξ∗ é não vazio e, do Lema 3, d(ξ(t),Ξ∗)
t→−∞

−→ 0.
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Para x ∈ R
n\A provemos que T (t)x

t→∞

−→ Ξ ∪ Ξ∗.

Se γ+(x) ∩ Ξ 6= ∅ temos que T (t)x
t→∞

−→ Ξ. Por outro lado, se

existe δ>0 com γ+(x)∩Oδ(Ξ)=∅, afirmamos que T (t)x
t→∞

−→ Ξ∗.

De fato, ω(x) ∩ Oδ(Ξ) = ∅ e da invariância de ω(x) conclúımos
que ω(x) ⊂ Ξ∗. Como ω(x) atrai x o resultado segue.
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Corolário
Se {T (t) : t > 0} é um semigrupo em R

n com um atrator global

A e (Ξ,Ξ∗) é um par atrator-repulsor para {T (t) : t > 0}, então
{T (t) : t > 0} é um semigrupo dinamicamente-gradiente relativo à

faḿılia disjunta de invariantes isolados {Ξ,Ξ∗}.

Com isto podemos começar a estudar a decomposição de Morse do
atrator de um semigrupo dinamicamente-gradiente relativo a a
faḿılia disjunta de conjuntos invariantes isolados. Começamos
fixando a definição de decomposição de Morse que utilizaremos.
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Definição

Dada uma faḿılia crescente ∅ = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = A, de
n+ 1 atratores locais, para j = 1, · · · , n, defina Ξj := Aj ∩ A

∗

j−1
. A

n-upla ordenada Ξ := (Ξ1,Ξ2, · · · ,Ξn) é chamada uma

decomposição de Morse de A.

No que se segue, nosso objetivo é mostrar que, se {T (t) : t > 0} é
um semigrupo dinamicamente-gradiente com equiĺıbrios
E = {e1, · · · , en} e com atrator global A, então uma reordenação
de E é uma decomposição de Morse de A. O resultado a seguir
desempenha um papel fundamental neste processo.
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Exerćıcio
Seja {T (t) : t > 0} um semigrupo com atrator global A e Ξ ⊂ A
um conjunto invariante isolado. Mostre que Ξ é um atrator local

se, e somente se, W u(Ξ) = Ξ.

Lema
Seja {T (t) :t>0} um semigrupo dinamicamente-gradiente com

equiĺıbrios E = {e1, · · · , en}. Então, existe um 1 6 k 6 n tal que

{ek} é um atrator local para {T (t) : t > 0} em R
n.
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Prova: Do Exerćıcio 2, se não existe um atrator local em E temos
que, para cada 1 6 i 6 n, existe uma solução global ei : R→ A

tal que ξi (t)
t→−∞

−→ ei e ξi(t)
t→+∞

−→ ej com j 6= i . Isto produz uma
estrutura homocĺınica e nos dá uma contradição.
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Seja {T (t) :t>0} um semigrupo dinamicamente-gradiente com
equiĺıbrios E = {e1, · · · , en}.

Se (após uma posśıvel reordenação) e1 é um atrator local para
{T (t) : t > 0} e

{e1}
∗ = {a ∈ A : ω(a) ∩ {e1} = ∅}

cada ei , i > 1 está em {e1}
∗ e para qualquer a∈A\{{e1}∪ {e1}

∗}
e solução global φ : R→ A com φ(0) = a temos que

e∗1
t→−∞

←− φj(t)
t→∞

−→ e1.
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A restrição de T (t) a Ξ∗

1 =: Ξ∗

1,0 é um semigrupo
dinamicamente-gradiente em Ξ∗

1 com equiĺıbrios {e2, · · · , en} e
podemos assumir, sem perda de generalidade, que e2 é um atrator
local para esta restrição.

Se Ξ∗

2,1 é o repulsor de e2 para {T (t) : t > 0} restrito a {e1}
∗,

podemos prosseguir e considerar a restrição de {T (t) :t>0} a Ξ∗

2,1

esta restrição é um semigrupo dinamicamente-gradiente em Ξ∗

2,1

com equiĺıbrios {e3, · · · , en}.
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Com este procedimento, após um número finito de passos,
obtemos uma reordenação de com equiĺıbrios {e1, · · · , en} de
modo que ej é um atrator local para a restrição de {T (t) : t > 0}
a Ξ∗

j ,j−1
(Ξ∗

0,−1 := A).

Com esta construção, se uma solução global ξ : R→ A satisfaz

eℓ
t→−∞

←− ξ(t)
t→∞

−→ ek (1)

então ℓ > k .
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Provaremos que esta reordenação dos {e1, · · · , en} (denotaremos
da mesma forma) é uma decomposição de Morse para A com uma
seqüência oportunamente escolhida A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ An de
atratores locais.

Defina A0 = ∅, A1 = {e1} e para j = 2, 3, · · · , n

Aj = Aj−1 ∪W u(ej ) = ∪
j
i=1

W u(ej ). (2)

É claro que An = A.

Exerćıcio
Mostre que Aj é compacto.
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Teorema
Seja {T (t) :t>0} dinamicamente-gradiente relativamente à faḿılia

disjunta de invariantes isolados Ξ = {e1, · · · , en} reordenada de

maneira que ej é um atrator para a restrição de {T (t) : t > 0} a
Ξ∗

j−1,j−2
(Ξ∗

0,−1 = A).

EntãoAj definido em (2) é um atrator local para{T (t) :t>0}em R
n,

{ej} = Aj ∩ A∗

j−1.

e Ξ é uma decomposição de Morse de A.
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Prova: Do Lema 2, é suficiente provar que Aj = Aj−1 ∪W u(ej) é
um atrator local para {T (t) : t > 0} restrito ao atrator global A.

Escolha d > 0 tal que Od (
⋃j

i=1
W u(ei )) ∩ (

⋃n
i=j+1

ei ) = ∅.

Se existem δ<d e δ′<δ tais que γ+(Oδ′(Aj) ∩ A) ⊂ Oδ(Aj) ∩ A,
entãoω(Oδ′ (Aj)∩A) atraiOδ′(Aj)∩A e (ω(Oδ′(Aj)∩A) é invariante)
está contido emAj provando queAj é um atrator local em A.
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Se este não é o caso, existe uma seqüência {xk} em A\Aj com

d(xk ,Aj)
k→∞

−→ 0, para cada xk uma solução global ξk : R→ A por

xk e uma seqüência tk
k→∞

−→ ∞, tal que d(ξk(t),Aj) 6 δ para todo
t ∈ [0, tk) e d(ξk(tk),Aj ) ≥ δ.

Desta maneira, constrúımos uma solução global ξ : R→ A tal que
d(ξ(t),Aj) 6 δ para todo t 6 0 e d(ξ(0),Aj ) = δ. Isto nos dá
uma contradição.
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Para provar que Ξj = Aj ∩A
∗

j−1
note que Aj ⊃

⋃j
i=1
{ei} (veja (2))

e A∗

j−1
={z ∈ A : ω(z) ∩ Aj−1 = ∅}⊃

⋃n
i=j{ei} e Aj ∩ A∗

j−1
⊃ Ξj .

Portanto, dado z ∈ Aj ∩ A∗

j−1
temos que uma solução global

ξ : R→ A por z deve satisfazer

eℓ
t→−∞

←− ξ(t)
t→∞

−→ ek .

com k6ℓ6 j (do fato que z∈Aj) e j6k 6ℓ (do fato que z ∈A∗

j−1
)

e {T (t) :t>0} é dinamicamente-gradiente relativamente à faḿılia
disjunta de invariantes isolados {e1, · · · , en}, obtemos que z ∈ ej .

Logo Aj ∩ A∗

j−1
⊂ Ξj e a igualdade segue.
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Proposição

Seja {T (t) : t > 0} um semigrupo dinamicamente-gradiente

relativamente à faḿılia disjunta de conjuntos invariantes isolados

Ξ = {e1, · · · , en} reordenados de maneira que constituam uma

decomposição de Morse de A. Então,

n⋂

j=0

(Aj ∪ A∗

j ) =
n⋃

j=1

{ej}.
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Prova: Claramente
⋃n

j=1
{ej} ⊂

⋂n
j=0

(Aj ∪ A∗

j ).

Agora, seja z ∈
⋂n

j=0
(Aj ∪ A∗

j ), k ∈ {1, · · · , n} tal que z ∈ Aj ,
k 6 j 6 n, e z ∈ A∗

j , 1 6 j 6 k − 1.

Segue do Teorema 1 que z ∈ Ak ∩A
∗

k−1
= {ek}. Isto completa a

prova.
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