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Decomposicdo de Morse: SemigruposDinamicamenteGradiente

Decomposicao de Morse

Definicao

Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo com atrator global A. Diremos
que um subconjunto ndo vazio = de A é um atrator local se existe
um e > 0 tal que w(O(Z)) = =. O repulsor =* associado ao
atrator local = € o conjunto definido por

F={xecA:wx)N==0}.

O par (=,=*) € chamado par atrator repulsor para {T(t) : t > 0}.
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Exercicio
Mostre que, se = é um atrator local, entdo =* € fechado, invariante
e=N=*=g.

Observe que = é um atrator local se, e somente se, é compacto
invariante e atrai O,(=) para algum € > 0.
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Lema

Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo em R" com atrator global A.
Se = é um conjunto invariante compacto para {T(t) : t > 0} e
existe um € > 0 tal que = atrai O.(=) N A entdo, dado 6 > 0
existe um §' > 0 tal que v (Ox(Z)) C O5(=).
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Prova: Se, para algum § € (0, €), ndo existe ' > 0 tal que
YHO5(Z)) CO5(Z), existem x€Z, R"5x, =3 x e t, —3 o0
tais que d( T (tp)xn, =) > 0 e T(t)x, € Os(=), t € [0, ty).

Segue de um resultado anterior que existe uma solugdo global
¢ :R— R" tal que &, : [—tp,00) — R" dada por
En(t) = T(t, + t)x, satisfaz &,(t) == &(t) para cada t € R.

Claramente £(t) € O5(=) (VA C O(=)().A para todo t < 0,
d(£(0),=) > 0, e consequentemente = ndo pode atrair O (=) N A

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



Decomposicdo de Morse: SemigruposDinamicamenteGradiente

Lema (2)

Se {T(t):t >0} é um semigrupo em R" com um atrator global
A. Se = é um atrator local para {T(t) : t > 0} restritoa A e K é
um subconjunto compacto de A tal que KN=* = &, entdo = atrai
K. Além disso = é um atrator local para {T(t):t >0} em R".
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Prova: Se = = w(O(Z) N A) ndo atrai K e 0 < 0 < ¢, existe

& €(0,0), t, T 00, x € K e K 3 x, =3 x tais que
d(T(t)xn,=) = ¢, 0 < t < tp. Isto implica que d(T(t)x,Z) > ¢
para todo t > 0 e, consequentemente, w(x) N = = & e portanto
X € =* o que é uma contradic3o.

Para a parte restante do resultado note que, do Lema 1, existe

8 € (0,¢) tal que w(Os (Z)) C O(=) N A e portanto
w(Os(Z))N=* = @. Da invaridncia de w(Os(Z)) e da
propriedade que = atrai O,(=) N A, devemos ter que

w(Os(Z)) C =. Como w(Oy(=)) atrai Os (=) o resultado segue.
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Lema
Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo em R" com um atrator global

A e um par atrator-repulsor (=, =*).
1) Uma solugdo global { : R — R" de {T(t):t >0} com a
propriedade que £(R) N =* # & deve satisfazer
d(g(t),=*) Z=° 0.
2) Uma solugdo global £ : R — R" de {T(t) : t > 0} com a
propriedade que £(t) € Os(=*) para todo t < 0 e algum § >0
tal que O5(=*) N = = @ deve satisfazer d(£(t),=*) “==° 0.
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Prova: 1) Faremos a prova por redugdo ao absurdo. Se a conclusio
é falsa, existe &’ > 0e seqiiéncia t, == ootal que d(&(—t,),=*) >4,

Isto nos leva a uma contradicdo com o fato que = deve atrair o
subconjunto compacto K={ze€ A:d(z,=*)>0'} de A.

Para provar 2) observamos que se £(R) N =* = &, do Lema 2
temos que {(R) C = o que nos dd uma contradigdo.

N t——00
—

Por outro lado, se §(R)N=*# &, segue de 1) que d(&(t),=")
Isto completa a demonstragao.p

0.
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Lema
Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo em R" com atrator global A e

um par atrator-repulsor (=,=*). Se £ : R — R" é uma solugdo
global limitada para {T(t):t > 0} por x ¢ =UZ*, entdo
£(t) =X = e £(t) 2550 =+, Além disso, se x € R"\ A ento,

T(t)x =¥ =u=*
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Prova: Como x ¢ =* temos que w(x) N = é ndo vazio e, do fato
t—00 —
que = é um atrator local, temos que £(t) — =.

Se ((R)N=* = &, entdo £(R) é invariante e, do Lema 2, é atraido
por = o que € uma contradicdo.

Logo, £(R)N=* é n3o vazio e, do Lema 3, d(£(t),=*) " ==°0.
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Para x € R"\ A provemos que T(t)x =% = UZ=*.

Se vF(x) N = # @ temos que T(t)x = =. Por outro lado, se
0 —x

existe 6>0 com v (x)NOs(Z) =2, afirmamos que T (t)x == =*.

De fato, w(x) N Os(=) = @ e da invaridncia de w(x) concluimos
que w(x) C =*. Como w(x) atrai x o resultado segue.
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Corolario

Se {T(t):t >0} éum semigrupo em R" com um atrator global
A e (£,=*) é um par atrator-repulsor para {T(t) : t > 0}, entdo
{T(t): t >0} é um semigrupo dinamicamente-gradiente relativo a
familia disjunta de invariantes isolados {=,=*}.

Com isto podemos comecar a estudar a decomposicao de Morse do
atrator de um semigrupo dinamicamente-gradiente relativo a a
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados. Comecamos
fixando a definicao de decomposicdo de Morse que utilizaremos.
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Definicao

Dada uma familia crescente @ = Ag C A1 C --- C A, = A, de
n+ 1 atratores locais, para j = 1,--- ,n, defina =Zj := A; N Aj_l. A
n-upla ordenada = := (=1,Z5,- -+ ,=,) é chamada uma

decomposicdo de Morse de A.

No que se segue, nosso objetivo é mostrar que, se {T(t) : t > 0} é
um semigrupo dinamicamente-gradiente com equilibrios

& =1{e1, - ,e,} e com atrator global A, entdo uma reordenacio
de £ é uma decomposicdo de Morse de A. O resultado a seguir
desempenha um papel fundamental neste processo.
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Exercicio
Seja {T(t): t > 0} um semigrupo com atrator global A e = C A
um conjunto invariante isolado. Mostre que = é um atrator local

se, e somente se, W"(Z) = =.

Lema
Seja {T(t):t>0} um semigrupo dinamicamente-gradiente com
equilibrios £ = {e1,--- ,en}. Entdo, existe um 1 < k < n tal que

{ex} € um atrator local para {T(t):t >0} em R".
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Prova: Do Exercicio 2, se n3o existe um atrator local em &£ temos

que, para cada 1 < i < n, existe uma solucdo global e; : R — A
t—— t—+ .,

tal que &(t) — e; e &(t) —> ej com j # i. Isto produz uma

estrutura homoclinica e nos da uma contradicao.
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Seja{T(t):t >0} um semigrupo dinamicamente-gradiente com
equilibrios £ = {e1,--- ,ex}.

Se (ap6s uma possivel reordenagdo) e; é um atrator local para
{T(t):t>0}e

(e1) = {ac A:w(a)N e} = o}

cada ej, i > 1 estd em {e1 }* e para qualquer ac A\{{e1}U{e1}*}
e solugdo global ¢ : R — A com ¢(0) = a temos que

% t—>—00 t—00

e <« (bj(t) — e7.
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A restricdo de T(t) a =] =: =] 5 é um semigrupo
dinamicamente-gradiente em =} com equilibrios {e2,--- ,e,} e
podemos assumir, sem perda de generalidade, que e, é um atrator
local para esta restricao.

Se =3, é o repulsor de e para {T(t) : t > 0} restrito a {e1}",
podemos prosseguir e considerar a restricdo de {T(t):t>0} a =54
esta restricdo € um semigrupo dinamicamente-gradiente em =3 ;
com equilibrios {e3,--- ,e,}.
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Com este procedimento, apés um numero finito de passos,
obtemos uma reordenacdo de com equilibrios {e1,--- ,e,} de
modo que e; é um atrator local para a restricdo de {T(t): t > 0}
aZi (551 :=A).

Com esta construgdo, se uma solucdo global £ : R — A satisfaz
t——00 t—o0
e < () — ek (1)

entdo ¢ > k.
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Provaremos que esta reordenagdo dos{ei,--- ,e,} (denotaremos
da mesma forma) é uma decomposicdo de Morse para A com uma
sequéncia oportunamente escolhida Ag C A1 C A, C ... C A, de
atratores locais.

Defina Ao =<, Ay ={e1} eparaj=2,3,--- ,n
Aj= A1 U Wh(ej) = Ui, W"(e)). (2)
E claro que A, = A.

Exercicio
Mostre que A; € compacto.
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Teorema
Seja {T(t):t >0} dinamicamente-gradiente relativamente a familia
disjunta de invariantes isolados = = {e1,--- ,e,} reordenada de

maneira que e; é um atrator para a restricio de {T(t) : t > 0} a
Ej—l,j—Z (53,—1 = A)-

EntdoA; definido em(2) € um atrator local para{T(t):t>0} em R",
{ej} =ANAL

e = € uma decomposicdo de Morse de A.
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Prova: Do Lema 2, é suficiente provar que Aj = Aj_1 U W"(ej) é
um atrator local para {T(t) : t > 0} restrito ao atrator global A.

Escolha d > 0 tal que (’)d(UJ,::1 W (ei)) N (Uizj 1 8) = 2.
Se existem < d e §' <4 tais que v (Oy (A;)) N A) C Os(Aj)) N A,

entdow(Oy (Aj)NA)atrai Oy (Aj)NAe (w(Os (Aj)NA) € invariante)
estd contido em A; provando que A; é um atrator local em A.
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Se este ndo é o caso, existe uma seqiiéncia {x} em A\A; com
k— ~
d(xx, Aj) —3 0, para cada xx uma solugio global & : R — A por

Xk € uma seqiiéncia ty 2% o, tal que d(&(t),A;j) < d para todo
t€[0,tx) e d(§k(tk),Aj) > 4.

Desta maneira, construimos uma solucdo global £ : R — A tal que

d(&(t),Aj) < 6 para todo t < 0 e d(£(0),A;) = 6. Isto nos da
uma contradicdo.
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Para provar que Ej = AjNA7_; note que A; D U’, 1{e,- (veja (2))

Portanto, dado z € A; N Ajf_l temos que uma solucdo global
¢ :R — A por z deve satisfazer

e T ¢(t) BX ey

com k</< (do fato que z€ Aj) e j< k </ (do fato que z€ A7 )
e {T(t):t>0} é dinamicamente-gradiente relativamente a familia
disjunta de invariantes isolados {ey,--- ,e,}, obtemos que z € e;.

Logo A; N A _1 C =j e a igualdade segue.
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Proposicao

Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo dinamicamente-gradiente
relativamente a familia disjunta de conjuntos invariantes isolados
= ={ei1, -+ ,en} reordenados de maneira que constituam uma
decomposicdo de Morse de A. Entdo,

n

(A UAY) = {ej}-

Jj=0 Jj=1
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Prova: Claramente [J/_;{e;} C N[_o(A; U A7).

Agora, seja z € ([_o(Aj UAY), k € {1,--- ,n} tal que z € A;,
kéjén,ezEAj,léjék—l.

Segue do Teorema 1 que z € Ay NA;_; = {ex}. Isto completa a
prova.p
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