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Semigrupos dinamicamente gradiente

Semigrupos ‘dinamicamente gradiente’

A associação entre semigrupos gradientes e funções de Lyapunov
fazem que não esperemos que uma perturbação de um semigrupo
gradiente nos dê um novo semigrupo gradiente.

De fato, este é o maior obstáculo na prova de que uma perturbação
de um semigrupo gradiente seja gradiente.

Assim, vamos introduzir o conceito de semigrupo dinamicamente

gradiente utilizando apenas propriedades dinâmicas de semigrupos
gradientes e evitando a associação com funções de Lyapunov.

Mostraremos que uma pequena perturbação de um semigrupo
dinamicamente gradiente ainda é dinamicamente gradiente e que é
posśıvel construir uma função de Lyapunov para o mesmo.
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Recorrência por cadeia

Definição

Seja {T (t) : t ∈ R+} um semigrupo com um número finito de

soluções estacionárias E={y∗1 , · · · y
∗

p } e δ0=
1
2 min
16i<j6p

‖y∗i − y∗j ‖.

Seja ǫ0<δ0, y
∗∈E e ǫ∈(0, ǫ0). Uma ǫ−cadeia de y∗ a y∗ é um

subconjunto {y∗
ℓ1
, . . . , y∗

ℓk
} de E , juntamente com conjuntos

{y1, · · · , yk} em Rn e {t1, σ1, . . . , tk , σk} em R tais que, 0< ti <σi ,
1 6 i 6 k, k 6 p, ‖yi − y∗

ℓi
‖ < ǫ, 1 6 i 6 k, y∗ = y∗

ℓ1
= y∗

ℓk+1
,

dist(T (σi )yi , E) > ǫ0 e ‖T (ti )yi − y∗
ℓi+1

‖ < ǫ, 1 6 i 6 k.

Diremos que y∗∈E é recorrente por cadeias se existe ǫ0∈(0, δ0)
fixo e uma ǫ−cadeia de y∗ a y∗, para cada ǫ ∈ (0, ǫ0).

Alexandre N. Carvalho - USP/São Carlos Segundo Semestre de 2019



Semigrupos dinamicamente gradiente

ǫ
�

��ǫ0

y∗1
q

T (t1)y1
y1

q

q

q

T (σ1)y1

❖
✢

y∗3

ǫ
❅
❅❅

ǫ0

q

y∗2
q��

ǫ

ǫ0

��ǫ
ǫ0

qy∗1

q

q

q

T (σ3)y3
❄

■

T (σ2)y2

✸
T (σ1)y1

q

q

T (t3)y3

y1

q

q

T (t1)y1

y2

q

qT (t2)y2

y
3

Exemplos de ǫ−cadeias
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Definição

Seja {T (t) : t ∈ R+} um semigrupo com um número finito de

soluções estacionárias E = {y∗1 , · · · y
∗

p } e suponha que ele tem um

atrator global A.

Dizemos que {T (t) : t ∈ R+} é um semigrupo dinamicamente

gradiente se as seguintes condições são satisfeitas:

(G1) Dada uma solução global ξ : R → Rn em A, existem

i , j ∈ {1, · · · , p} tais que

lim
t→−∞

‖ξ(t)− y∗i ‖ = 0 e lim
t→∞

‖ξ(t)− y∗j ‖ = 0.

(G2) E = {y∗1 , · · · , y
∗

p } não contém ponto recorrente por cadeia.
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As hipóteses (G1) e (G2) carregam importantes propriedades
dinâmicas de um semigrupo com uma função de Lyapunov (veja
também os Lemas a seguir).

De (G1), temos que A = ∪p

i=1W
u(y∗i ) pois, se x ∈ A, então existe

uma solução global ξ : R → Rn em A e assim x ∈ W u(y∗i ), para
algum 1 6 i 6 p e, reciprocamente, se x ∈ W u(y∗i ), para algum
1 6 i 6 p, então, como A atrai pontos, existe uma órbita global
limitada através de x , assim x ∈ A.

Também, a hipótese (G2) estabelece que um número finito de
órbitas não pode produzir um contorno fechado.
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Os quatro resultados a seguir são de fundamental importância para
o desenvolvimento da teoria de atratores para semigrupos.

Lema
Seja {T (t) : t ∈ R+} um semigrupo e y∗ um ponto de equiĺıbrio

para {T (t) : t ∈ R+}. Dado τ ∈ R+ e ǫ > 0, existe δ > 0 tal que

{T (t)y : 0 6 t 6 τ, y ∈ Bδ(y
∗)} ⊂ Bǫ(y

∗).
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Prova: Suponha que existam 0 < τ0 ∈ R+ e ǫ0 > 0 tais que, para
todo k∈N∗ existe xk ∈B 1

k
(y∗) e tk ∈ [0,τ0] com ‖T (tk)xk −y∗‖>ǫ0.

Podemos assumir que tk
k→∞

−→ t0 para algum t0 ∈ [0, τ0]. Como
R+×Rn∋(t, x) 7→T (t)x ∈Rn é cont́ınua, temos
0=‖T (t0)y

∗− y∗‖>ǫ0.

O que é um absurdo. Isto completa a prova do resultado.

O segundo deles é um resultado fundamental que será utilizado em
diversas ocasiões para obter propriedades de semigrupos.
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Proposição

Para semigrupo assintoticamente compacto {T (t) :t∈R+}, sejam

{σk} uma sequência em R+ com σk
k→∞

−→ ∞, {uk} uma sequência

limitada em Rn e, para Jk={s ∈R :−σk6s<∞}, defina
ξk :Jk →Rn por ξk(s)=T (s+σk)uk , s∈Jk .

Se {T (s)uk :k∈N, s∈R+} é limitado, existe uma solução global

y : R → Rn de {T (t) : t ∈ R+} e uma subsequência de {ξk} (que
continuamos a denotar {ξk}) tal que

lim
k→∞

ξk(s) → y(s), ∀s ∈ R
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Lema
Seja {T (t) : t ∈ R+} um semigrupo com um número finito de

soluções estacionárias E = {y∗1 , · · · y
∗

p } e atrator global A.

Se {T (t) : t∈R+} satisfaz (G1), dado δ<δ0=
1
2 min
16i<j6p

‖y∗i − y∗j ‖

e B ⊂ Rn limitado, existe um t0 = t0(δ,B) > 0 tal que

{T (t)u0 : 0 6 t 6 t0} ∩ ∪p

i=1Bδ(y
∗

i ) 6= ∅ para todo u0 ∈ B.
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Prova: Provaremos o resultado por contradição. Suponha que

existam sequências {uk} em B e {tk} em R+ (com tk
k→∞

−→ ∞)
tais que {T (s)uk :06s62tk} ∩ ∪p

i=1Bδ(y
∗

i ) = ∅.

Usando a Proposição 1, temos que existe uma solução global

ξ : R → Rn tal que T (s + tk)uk
k→∞

−→ ξ(s) para s ∈ R.

Claramente ξ(s) ∈ A, para todo s ∈ R e como para −tk 6 s 6 tk ,
T (s + tk)uk /∈ ∪p

i=1Bδ(y
∗

i ), ξ(s) /∈ ∪p

i=1Bδ(y
∗

i ) para todo s ∈ R, o
que contradiz (G1).
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