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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Aplicacoes da teoria de Poincaré-Bendixon

Consideremos a equacdo de Lienard
i+g(u)i+u=0
e as seguintes hipSteses: Seja g : R — R de classe C! tal que
u
(a) G(u) = [ g(s)ds é impar em u
0

(b) G(u) — o0, quando u — oo e existe 3 > 0 tal que G é
estritamente crescente para u > e G(3) = 0.
(c) Existe @ > 0 tal que G(u) <0se0<u<ae G(a)=0.
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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Teorema

Nas condicées acima, a equagdo de Lienard tem uma orbita
periédica ndo constante.

Prova: Consideremos a sistema equivalente:

u=v—G(u)

V=—u

(1)

Como G(0) = 0, temos que o tnico ponto de equilibrio é (0, 0).
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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Note que

1. Se (u(t), v(t)) é solugdo de (1), u(t) é estritamente crescente
(decrescente) enquanto v(t) > G(u(t)) (v(t) < G(u(t))) e
v(t) é estritamente decrescente (crescente), enquanto
u(t) >0 (u(t) <0).

2. O campo (v — G(u), —u) é horizontal no eixo v vertical na
curva v = G(u).

3. Se (u(t), v(t)) for solugdo, (—u(t), —v(t)) também sers.

4. v—G(u)>uev>G(u)+tue Gu)—v>us G(u)—u>v.

Esbogar como é o campo vetorial (v — G(u), —u).

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Levando em consideracdo esses fatos, vemos que se vy for
suficientemente grande, a 6rbita que passa por A: (0, vp) tem
aproximadamente a forma indicada no desenho abaixo.

Mostramos a seguir que se vy for suficientemente grande entao
vi < vp.
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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Seja W(u,v) = 3(u? + v?). Para uma solugdo (u(t), v(t)) temos:

o Wu(t),v(t)) = u(v = G(u)) + v(-u) = —u(t) & (u(t)).
Da figura acima segue que

1
dW = W(D) — W(A) = E(vl2 — ).
ABCD

Por outro lado

sz/dW—i—/dW—l— / dw.

ABCD AB CD BEC
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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Em AB consideramos a parametrizagdo u — (u, v(u)) e teremos

B B
/dW - O/W’(u)duzo/(u—l—v%)du

AB
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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

Tomamos M & max{u+ G(u):0<u<f}e
N max{|uG(u)| : 0 < u < B} e tomamos v suficientemente

grande de modo que v(8) > M. (Ver Figura.)
No intervalo considerado temos:

ﬂ—_iu>—1:> viu) > w—u
du v — G(u) o

Logo

B B B
uG(u) y |uG(u) y uG(u) y
‘0/ )= G ‘<0/v(u)—c(u)d <0/vo—(u+ 0
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Aplicagdes da teoria de Poincaré-Bendixon

B B
G( d
|/ . u) du|<N/7u—>0quandovo—>oo.
v( G(u) vo— M
0

Temos assim que [ dW "% 0. Prova-se também que

AB
Vo— OO0 . . .
[ aw 7570, pois vg — oo implica que vi — co.
cb
Analisemos agora [ dW. Neste caso consideremos a
BEC

parametrizagdo u = u(v),v < v < ¥V
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Temos
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Assim,

—/dW:/dW /G v))dv

BEC CEB
> / G(u(v))dv
&

. /F—Jdv:F—J.W
EK
> FJ-FK.

Mas FK — oo quando vo — oo. Assim (v — v§) — —oo quando

vp — o0 e dai para vp suficientemente grande teremos que v; < vp.
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Para (u(0), v(0)) tal que 0 < |u(0)| < o temos que

2 W (u(t), v(t)) = —u(t)G(u(t)) > 0 enquanto u(t) for tal que
0 < |u(t)] < a.

Logo (0,0) é uma fonte, isto ¢, a origem é o conjunto a-limite de
toda drbita que comega suficientemente préximo de (0, 0).
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A semidrbita que comega em A estd contida na regido limitada
definida pela curva de Jordan formada pelo arco ABCD, sua
reflexdo e os segmentos que ligam esses arcos. Ela permanece
assim no compacto definido pela Figura abaixo,

onde ndo ha nenhum ponto de equilibrio.

Do Teorema de Poincaré-Bendixon segue que existe uma 6rbita
periédica ndo constante.
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