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Semigrupos gradientes

A seguir vamos considerar os semigrupos gradientes.
Esta classe de semigrupos aparece naturalmente em diversas

aplicacGes e suas caracteristicas permitem descrever com bastante
precisdo a estrutura dos seus atratores.
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Semigrupos gradientes

A seguir vamos considerar os semigrupos gradientes.

Esta classe de semigrupos aparece naturalmente em diversas
aplicacGes e suas caracteristicas permitem descrever com bastante
precisdo a estrutura dos seus atratores.

Lembremos que y* € R" é um ponto de equilibrio para o
semigrupo {T(t) : t € R} se o conjunto {y*} é a érbita de uma
solugdo global constante; isto é, T(t)y* = y*, para todo t > 0.

Denotaremos por £ o conjunto dos pontos de equilibrio para o
semigrupo {T(t):t € RT}.
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Semigrupos gradientes

Definition (1)
Um semigrupo {T(t) : t € R*} é dito gradiente se tem uma
funcdo de Lyapunov; isto é, se existe uma fung¢do continua
V :R" — R com as seguintes propriedades:
(i) Rt o t+— V(T(t)x) é decrescente para cada x € R”;
(if) Se x é tal que V(T(t)x) = V(x) para todo t € RT, entdo
xeé.
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Semigrupos gradientes

Para semigrupos gradientes temos o seguinte resultado de
caracterizacao:

Lemma (2)

Se {T(t): t € R} é um semigrupo gradiente, entdo w(x) é um
subconjunto de £ para cada x € R". Se existe uma solucdo global
¢ : R —R" por x entdo ay(x) € um subconjunto de &.
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Semigrupos gradientes

Para semigrupos gradientes temos o seguinte resultado de
caracterizacao:

Lemma (2)

Se {T(t): t € R} é um semigrupo gradiente, entdo w(x) é um
subconjunto de £ para cada x € R". Se existe uma solucdo global
¢ : R —R" por x entdo ay(x) € um subconjunto de &.

Se {T(t) : t € R"} € gradiente, tem atrator global A e £ s6 tem
pontos isolados, entdo £ é finito e para cada x € R", w(x) € um
conjunto unitdrio. Neste caso, se x € Ae¢: R — A éuma
solugdo global por x, entdo ay(x) € um conjunto unitdrio.
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Semigrupos gradientes

Prova: Se w(x) = @ o resultado ¢ trivial. Se w(x) # @ e y € w(x)

temos que V(T (t)x) = ¢ para algum c € R, pois é decrescente
e possui uma subseqiiéncia convergente. Logo V(w(x)) = {c}.
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Semigrupos gradientes

Prova: Se w(x) = @ o resultado ¢ trivial. Se w(x) # @ e y € w(x)

temos que V(T (t)x) = ¢ para algum c € R, pois é decrescente
e possui uma subseqiiéncia convergente. Logo V(w(x)) = {c}.

Como T(t)w(x) C w(x), t € RT, temos que cada ponto y € w(x)

é tal que V(T(t)y) = V(y) =c, t € RT, e da propriedade (ii) na
Definicdo 1 temos que y € £.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



Semigrupos gradientes

Prova: Se w(x) = @ o resultado ¢ trivial. Se w(x) # @ e y € w(x)

temos que V(T (t)x) = ¢ para algum c € R, pois é decrescente
e possui uma subseqiiéncia convergente. Logo V(w(x)) = {c}.

Como T(t)w(x) C w(x), t € RT, temos que cada ponto y € w(x)
é tal que V(T(t)y) = V(y) =c, t € RT, e da propriedade (ii) na
Definicdo 1 temos que y € £.

Suponha que existe uma solucdo global ¢ : R — R" por x. Se
ay(x) = @ o resultado é trivial. Por outro lado, se y € ag(x),

existe um ¢ € R tal que V(¢(—t)) == ¢, pois & crescente e tem
uma subseqiiéncia convergente. Logo V/(ay(x)) = {c}.
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Semigrupos gradientes

Prova: Se w(x) = @ o resultado ¢ trivial. Se w(x) # @ e y € w(x)

temos que V(T (t)x) = ¢ para algum c € R, pois é decrescente
e possui uma subseqiiéncia convergente. Logo V(w(x)) = {c}.

Como T(t)w(x) C w(x), t € RT, temos que cada ponto y € w(x)
é tal que V(T(t)y) = V(y) =c, t € RT, e da propriedade (ii) na
Definicdo 1 temos que y € £.

Suponha que existe uma solucdo global ¢ : R — R" por x. Se
ay(x) = @ o resultado é trivial. Por outro lado, se y € ag(x),

existe um ¢ € R tal que V(¢(—t)) == ¢, pois & crescente e tem
uma subseqiiéncia convergente. Logo V/(ay(x)) = {c}.

Como T(t)ay(x) Cay(x), teR*, V(T(t)y) = V(y) = c, para
cada ycay(x), teRt, ey eé.
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Semigrupos gradientes

Agora suponhamos que {T(t):t€R*} tem um atrator global A.

Como A é compacto e £ C A, segue que se todos os pontos de &
sdo isolados, entdo &£ € finito.
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Semigrupos gradientes

Agora suponhamos que {T(t):t€R*} tem um atrator global A.

Como A é compacto e £ C A, segue que se todos os pontos de &
sdo isolados, entdo &£ € finito.

Falta ainda mostrar que se o conjunto das solucdes estaciondrias é
finito entdo w(x) e ay(x) sdo conjuntos unitarios.

Isto segue imediatamente do fato que w(x) e ay(x) sdo conexos.
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Semigrupos gradientes

Theorem

Se {T(t):teR"} éum semigrupo gradiente, limitado e tal que
conjunto & de equilibrios limitado, entdo {T(t) : t € RT} tem um
atrator global A e A= W"(E), onde

WH(E) :={y € R": existe uma solugcio global ¢(-) : R — R"
pory ((0) = y) tal que ¢(t) "= £}

serd chamado de conjunto instavel de £. Se &€ = {ef,--- , e} for
finito, entdo A = U7 W"(ef).

Finalmente, se existir um conjunto conexo e limitado B que
contenha A, entdo A serd conexo.
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Semigrupos gradientes

Prova: Como {T(t):t € R} é limitado, para cada x € R", w(x)
€ nao-vazio, compacto, invariante e atrai x.
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Semigrupos gradientes

Prova: Como {T(t):t € R} é limitado, para cada x € R", w(x)
€ nao-vazio, compacto, invariante e atrai x.

Do fato de que {T(t) : t € R} é gradiente segue que w(x) C & e,

como & é limitado, temos que {T(t) : t € R*} é ponto
dissipativo. Segue que, {T(t):t € R*} tem um atrator global.
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Semigrupos gradientes

Prova: Como {T(t):t € R} é limitado, para cada x € R", w(x)
€ nao-vazio, compacto, invariante e atrai x.

Do fato de que {T(t) : t € R} é gradiente segue que w(x) C & e,
como & é limitado, temos que {T(t) : t € R*} é ponto
dissipativo. Segue que, {T(t):t € R*} tem um atrator global.

Se x€ A, existe solugdo global ¢ : R — R" por x. Como¢(R)C.A
é relativamente compacto, ay(x) # @. Do Lema 2, ag(x) C €.
Isto mostra que A C WY(E).
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Semigrupos gradientes

Prova: Como {T(t):t € R} é limitado, para cada x € R", w(x)
€ nao-vazio, compacto, invariante e atrai x.

Do fato de que {T(t) : t € R} é gradiente segue que w(x) C & e,
como & é limitado, temos que {T(t) : t € R*} é ponto
dissipativo. Segue que, {T(t):t € R*} tem um atrator global.

Se x€ A, existe solugdo global ¢ : R — R" por x. Como¢(R)C.A
é relativamente compacto, ay(x) # @. Do Lema 2, ag(x) C €.
Isto mostra que A C WY(E).

Se x € WY(E), existe uma solugdo global ¢ : R — R" por x e

o(t) 25 £ ¢ A. Como ¢(R) € invariante e limitado concluimos

que ¢(R)C A e consequentemente x € A. Isto mostra que
ADWHY(E) e completa a prova de que A=W"H(E).
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Semigrupos gradientes

Se & ={ef, - ey}, aigualdade A = U W"(e) segue
imediatamente do Lema 2 e, se A estd contido em um
subconjunto conexo e limitado de R”, um resultado anterior
implica que A é conexo.
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Semigrupos gradientes

Se & ={ef, - ey}, aigualdade A = U W"(e) segue
imediatamente do Lema 2 e, se A esta contldo em um
subconjunto conexo e limitado de R”, um resultado anterior
implica que A é conexo.

O seguinte lema é uma consequiéncia imediata da continuidade dos
semigrupos e é importante para a demonstracio dos resultados que
se seguem, ele garante que, dado um ponto de equilibrio y* de um
semigrupo {T(t) : t € R+} e y perto de y*, a drbita finita
Yo,9(¥) = {T(s)y : 0 < s < t} permanece perto de y* para
valores grandes de t.
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Semigrupos gradientes

Lemma

Seja {T(t): t € RT} um semigrupo e y* um ponto de equilibrio
para {T(t):t € RT}. Dadot € RT ee >0, existe § > 0 tal que
{T(s)y :0<s<t, yeBs(y')} C Bly").
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Semigrupos gradientes

Lemma

Seja {T(t): t € RT} um semigrupo e y* um ponto de equilibrio
para {T(t):t € RT}. Dadot € RT ee >0, existe § > 0 tal que
{T(s)y :0<s<t, yeBs(y')} C Bly").

Prova: Suponha que existam to € (0,00) e €9 >0 tais que, V k € N*,
exista x € B% (y*) e sk€[0, to] com d(T(sk)xk,y™)=¢€o.

Podemos supor que si koo s0, So € [0, to]. Da continuidade de
Rt xR">(t,x)— T(t)x €R" obtemos 0=d(T(so)y*,y*) =e€0
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Semigrupos gradientes

Lemma
Suponha que {T(t) : t € R"} seja gradiente, tenha um atrator

global A e que £ ={y} : 1 <i < n}, para algum n € N*. Seja
V :R" — R a fun¢do de Lyapunov associada a {T(t):t€R"} e
V((‘:) :{n1,~~ ,np} comn; < njyq, 1<ig<p—1.
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Semigrupos gradientes

Lemma

Suponha que {T(t): t € R+} seja gradiente, tenha um atrator
global A e que £ ={y} : 1 <i < n}, para algum n € N*. Seja

V :R" — R a fungdo de Lyapunov associada a {T(t):t€R"} e
V((‘:) = {n1,~~~ ,np} comn; < njyq, 1<ig<p—1.
Sel<j<p—lenj<r<njq, entioR} ={zeR": V(z)<r} é
positivamente invariante sob a acdo de {T(t):t e R"} e

{T,(t): t € R}, a restricdo de {T(t): t € RT} aR”, tem
atrator global AY) dado por

AV = ufWh () - V) < gl
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Semigrupos gradientes

Lemma

Suponha que {T(t): t € R+} seja gradiente, tenha um atrator
global A e que £ ={y} : 1 <i < n}, para algum n € N*. Seja

V :R" — R a fungdo de Lyapunov associada a {T(t):t€R"} e
V((‘:) = {n1,~~~ ,np} comn; < njyq, 1<ig<p—1.
Sel<j<p—lenj<r<njq, entioR} ={zeR": V(z)<r} é
positivamente invariante sob a acdo de {T(t):t e R"} e

{T,(t): t € R}, a restricdo de {T(t): t € RT} aR”, tem
atrator global AY) dado por

AV = ufWh () - V) < gl

Em particular, V(z) < nj para z € AV, n; = min{V(x) : x € R"}
e AN = {y* € £: V(y*) = ny} consiste de pontos de equilibrio
assintoticamente estdveis; isto é para cada y* € A1) existe uma
vizinhanca O+ de yx tal que T(t)x — y* para cada x € Oy,.
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Semigrupos gradientes

Prova: E claro da definicdo da fungdo de Lyapunov que RY é
positivamente invariante sob a a¢do de {T(t):t € RT}.
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Semigrupos gradientes

Prova: E claro da definicdo da fungdo de Lyapunov que RY é
positivamente invariante sob a a¢do de {T(t):t € RT}.

Para provar a existéncia de um atrator para {T,(t) : t € R*}
notemos que as propriedades requeridas para obtermos um atrator
global s3o herdadas de {T(t) : t € RT}; a saber, érbitas de
subconjuntos limitados de R” so limitadas, {T,(t): t € R} é
ponto dissipativo.
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Semigrupos gradientes

Prova: E claro da definicdo da fungdo de Lyapunov que RY é
positivamente invariante sob a a¢do de {T(t):t € RT}.

Para provar a existéncia de um atrator para {T,(t) : t € R*}
notemos que as propriedades requeridas para obtermos um atrator
global s3o herdadas de {T(t) : t € RT}; a saber, érbitas de
subconjuntos limitados de R” so limitadas, {T,(t): t € R} é
ponto dissipativo.

Logo, {T,(t) : t € R*} tem um atrator global AY). A restricio V,
de V a R” é uma fungdo de Lyapunov para {T,(t):te Rt} ea
caracterizacio de AU segue.
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Semigrupos gradientes

Seja <50:%min{d(x"‘,y*)7 xty*e Ay, x*#y*} e provemos a Ultima
afirmativa. Se existem um dp>¢d >0 e seqiiéncias {xx : k€N} em
R" e {tx : k € N} em RT tais que xS x e d(T(tx)xk, x*)=6
(d(T(t)xk,x*) <6, 0<t < ty) concluimos que { T (tx)xx : keN}
tem uma subseqliéncia convergente.
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Semigrupos gradientes

Seja <50:%min{d(x"‘,y*)7 xty*e Ay, x*#y*} e provemos a Ultima
afirmativa. Se existem um dp>¢d >0 e seqiiéncias {xx : k€N} em
R" e {tx : k € N} em RT tais que xS x e d(T(tx)xk, x*)=6
(d(T(t)xk,x*) <6, 0<t < ty) concluimos que { T (tx)xx : keN}
tem uma subseqliéncia convergente.

Denote esta subseqiiéncia convergente por { T(tx)xx : k € N} e
seja y seu limite.

k—o0

E imediato do fato que V/(x¢) —3n; que V(y)= V(T (t)y)=n;.
Portanto y € A; e dist(y, x*) = ¢, o que é uma contradigdo.
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Semigrupos gradientes

Logo, para cada x*€ A; e 0<d < Jg existe um § >4’ >0 tal que,
para todo x € By/(x*), v*(x) C Bs(x*) e prova que A; consiste
somente dos equilibrios estaveis.
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Semigrupos gradientes

Logo, para cada x*€ A; e 0<d < Jg existe um § >4’ >0 tal que,
para todo x € By/(x*), v*(x) C Bs(x*) e prova que A; consiste
somente dos equilibrios estaveis.

Para concluir precisamos somente notar que, para cada x € R”,
T(t)x ™% x* para algum x* € £

Exercicio

Mostre que se x* é um minimo local isolado de V/, isto €, existe

d > 0 tal que V(x) > V(x*) sempre que 0 # ||x — x*|| < ¢, entdo
x* € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.
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