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Invariantes e atratores para problemas auténomos

Invariantes e atratores para problemas auténomos

Para explicar o que é um sistema dindmico auténomo ou um
semigrupo imaginemos que queiramos prever o valor varidvel
x € R" em instantes futuros.

Um sistema dindmico auténomo é uma familia de operadores
{T(t) : t > 0}, de R" nele mesmo, de forma que, dado que o valor
da varidvel no instante 0 é x, T(t)x é o valor da varidvel num
instante posterior t.

O conhecimento do sistema dindmico nos permite saber (no
futuro) os valores da varidvel que conhecemos no instante presente
para cada possivel valor da varidvel x € R".
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Invariantes e atratores para problemas auténomos

Esta familia deve obedecer certas condigdes de compatibilidade.
Estas condi¢des sdo dadas na definicdo a seguir.

Definigcdo (1)
Um sistema dindmico auténomo em R" é uma familia { T(t):t >0}
em C(R") tal que
i) T(0)x = x, para todo x € R",
i) T(t)o T(s)= T(t+s) para todo t,s € RT,
i) RT x R" > (t,x) — T(t)x € R" é continua.

Uma familia {T(t) : t > 0} com estas propriedades também é
chamada de semigrupo.
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Invariantes e atratores para problemas auténomos

Os sistemas dindmicos aparecem frequentemente associados a
equacdes diferenciais. Para exemplificar, consideremos uma classe
de exemplos que surgem nas equagdes diferenciais ordindrias

Example
Considere o problema de valor inicial

x = f(x)
X(O) =xg € R"

onde f : R" — R" é uma fung¢do continuamente diferencidvel.

Nestas condi¢cGes, vimos que o seguinte resultado vale
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Invariantes e atratores para problemas auténomos

Theorem (2)

Para cada xo € R", existe >0 e fungdo continuamente diferencidvel
[0,7)3t—&(t) € R” tal que £(0)=x0 e &(t)=f(&(t)) para todo
t € (0,7). Esta fungdo € dita uma solugdo de (1) e € tal que

» Se existe 0 > 0 e fungdo continuamente diferenciavel
n:[0,0) — R" tal que n(0) = xo e N(t) = f(t,n(t)) para
todo t € (0,0) entdo £(t) = n(t) para todo t € [0, min{c,T})

> Existe T(xo) > 0 e uma solucio [0, 7y,) > t — x(t,x0) € R"
de (1) tal que ou T(x0) =00 ou lim;_,(xy)[[x(t, x0)|| = oo.

» Se E={(t,x)eRTxR": t<7(x)}, a fungdo (t,x0) — x(t,xo)
de E em R" € continua.
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Invariantes e atratores para problemas auténomos

Denotaremos por x(+, xp) : [0, 7(xp)) — R" a tnica solugdo de (1).
Suponha que existe uma constante M > 0 tal que

f(x)-x <0, sempre que /x| > M. (2)
Entao,

(e 02 = 27 (x(, %)) - x(£,30).
Segue de (2) que e do Teorema 2 que 7(xp) =00 para todo xp € R".
Defina T(t): R" — R", t > 0, por

T(t)Xo = X(t,Xo), xo € R".
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Invariantes e atratores para problemas auténomos

E claro que, em vista do Teorema 2, a Unica condi¢do que resta
verificar para concluir que {T(t) : t > 0} é um sistema dindmico é
a condigdo ii) da Defini¢cdo 1.

Isto segue da unicidade de solugdes para (1), dada no Teorema 2,
observando-se que x(t, x(s,x0)) e x(t+s, xg) sdo ambas solu¢des de

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



Invariantes e atratores para problemas auténomos

Agora que jad entendemos o que é um sistema dindmico vamos
procurar definir o que buscaremos compreender do mesmo.

Vamos estudar aqueles sistemas dindmicos que sdo dissipativos (no
exemplodado as solugBes eventualmente entram na bola de raio M).

Um conjunto no qual todas as solu¢des entram (uniformemente em
limitados de R") depois de um certo tempo é chamado absorvente.

Queremos que os sistemas dindmicos que consideraremos possuam
absorventes limitados.
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Invariantes e atratores para problemas auténomos

Também queremos que a intersecdo de todos os conjuntos
absorventes seja um compacto que chamaremos atrator.

O atrator serd um conjunto assintético de estados e os estados que
estdo fora do atrator sdo estados chamados transitorios.

Buscaremos condigbes para existéncia de atratores, procuraremos
entender como € o sistema dindmico dentro do atrator, como os
conjuntos limitados s3o atraidos para o atrator e como o atrator se
comporta sob perturbacido.

No estudo qualitativo das equacdes diferenciais, os atratores tém

um papel central. A seguir, apresentaremos os conceitos e os
resultados bdsicos necessarios para o estudo do attrator global.
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Semigrupos e seus atratores

Escreveremos RT = {t e R:t >0}, R~ ={teR:t <0},
Ry =t+R- eRf =t+RT.

Dados K C R" e r > 0, a r—vizinhanca de K é o conjunto definido
por O,(K) :={x e R":d(x,K) < r}.

Definicao

Um semigrupo é uma familia {T(t): t € RT} C C(R") tal que
» T(0)x = x para todo x € R",
» T(t+s)=T(t)o T(s),
» RT x R" > (t,x) — T(t)x € R" € continua.
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Semigrupos e seus atratores

Dado semigrupo {T(t):t € RT} C C(R") e B C R", definimos:
» Para cada t € R, a imagem de B sob T(t),

T(t)B:={T(t)x:x e B};
» A Orbita positiva de B,

vH(B):= |J T(1)B;

teR+

» A orbita de T(t)B,

wW(B)=|J Ts+1B=[] T(s)B.

sERT SGR?

» A funcdo RT >t T(t)x € R" é a solugdo por x do
semigrupo {T(t) :t € RT}.
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Semigrupos e seus atratores

Definicao
Um semigrupo {T(t) : t € R"} € dito limitado se para cada
limitado B C R" v (B) € limitado.

O conjunto onde a érbita de B se acumula é chamado conjunto
w—Ilimite e desempenha um papel fundamental no estudo do
comportamento assintético de um semigrupo.

Definicao
O conjunto w-limite de um subconjunto B de R" € definido por

w(B) = () *(B).

teR+
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Definicao
Uma solugdo global de {T(t) : t > 0} por x € R" é uma fungdo

continua ¢ : R — R” tal que ¢p(0) = x e T(t)(¢(s)) = &(t + s),
para todo t,s € R com t > 0.

Uma solugao global constante serd chamada de solugao
estaciondria e o seu valor um ponto de equilibrio.

Quando existir uma solucdo global ¢ : R — R" por x € R”, a
drbita global de x relativa a ¢ € definida por v4(x):={¢(t):t €R}.

Neste caso, para t € R escreveremos (v4); (x) = {¢(s) :s < t} e
definiremos o conjunto a—limite de x relativo a ¢ por

as(x) = [ (16): (x)-

teR~
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Semigrupos e seus atratores

A caracterizagdo do w—Ilimite, dada abaixo, é frequentemente
utilizada na demonstracao dos resultados que se seguem.

Proposi¢ado (1)
Se B C R", w(B) é fechado e
w(B)={y €R": existem seqiiéncias {t,}nery em R"e {x,}pnen em B

(tn)xn}-

. n—oo .
taisquet, — ocoey= Ilim T
n——00

Se ¢ : R — R" é uma solugdo global do semigrupo {T(t):t > 0}
por x € R", entdo ay(x) € fechado e

n—oo

ag(x)={v ER™ existe {t,} em R tal que t,"" 300 e ¢p(—t,) 3 v}.
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Semigrupos e seus atratores

Prova: Primeiramente, seja y € w(B). Entdo y € (,cp+ ¢ (B), e

assim y € v (B), para todo t € R*; isto é, para cada n € N existe
uma seqiiéncia {y} }ken C v, (B) tal que y 2% . Como

yi € v (B) para todo n € N e k € N, existem {x},xen C B e
{q7}nken C RT tais que

yi = T(n+ ag)xc.
Sabemos que dados n € N e € > 0, existe k(n,€) € N tal que
d(yi,y) <e€, se k = k(n,e),

isto &, d(T(n+ qf)x],y) < €se k> k(n,e).
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Semigrupos e seus atratores

Defina entdo t, := n+ ql'(’(n 1 e Xy = le(n 1y assim
1 n—oo
d(T(tn)xn,y) < - — 0.

Portanto y=lim,_o0 T(tn)Xn , ty =3 00 e x, € B para todo neN.

Para a reciproca, seja y €R" e seqiiéncias {t,} CRTe{x,} CB, tais
que t, = 00 e y =limp_eo T(tn)xn. Assim, fixado 7€R™ temos

{T(tn)Xn}t,>r C YFH(B), e y € v (B). Isto mostra que y € w(B).

A caracterizagdo de ag(x) tem prova andloga.p
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Semigrupos e seus atratores

A seguir definiremos atracdo, absorcdo e invaridncia sob a ac¢do do
semigrupo {T(t) : t € R*}. Para isto, recordemos a semi-distancia
de Hausdorff disty(A, B) entre dois subconjuntos A e B de R”

disty (A, B) :=sup inf d(x,y).
xeA YeB

Denotaremos por dist(A, B) a distancia usual entre conjuntos, isto €,

dist(A, B) := inf inf d(x,y).

x€A yeB
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Semigrupos e seus atratores

Definicao

Seja {T(t): t e RT} C C(R™) um semigrupo. Se A,B C R",

diremos que A atrai B sob a acdo de {T(t):t € RT} se
tILngo disty(T(t)B,A) =0.

Se existir um ty € R tal que T(t)B C A para todo t > t,
diremos que A absorve B.

E claro que, se A absorve B, entdo A atrai B (a reciproca ndo vale,
em geral).

A noc¢do de invaridncia, dada a seguir, desempenha um papel
fundamental no estudo da dindmica assintética de semigrupos.
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Semigrupos e seus atratores

Definicao

Diremos que um subconjunto A de R" € invariante (positivamente
invariante) sob a acdo do semigrupo {T(t):teR"} se T(t)A=A
para todo te R (T(t)ACA).

Um conjunto invariante unitdrio corresponde a um ponto de
equilibrio de {T(t) : t € RT}; isto €, um ponto x* € R" tal que
T(t)x* = x* para todo t € RT.

Finalmente, estamos em condi¢Ges de definir atratores globais.
Definicao
Um conjunto A é chamado um atrator global para {T(t):teR*}

se é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de R" sob
aacdo de {T(t):te R}
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Semigrupos e seus atratores

Note que o atrator global para um semigrupo {T(t):t € R"} é
tnico. De fato, se A e A s3o atratores globais para este semigrupo,

dist (A, A) = disty(T(£)A, A) =5 0,

e assim A C A. Analogamente A C A, e temos resultado.
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