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Variedades instdveis e estaveis como grafico

Agora estamos preparados para estudar o comportamento de
solucdes de equacdes diferenciais ndo lineares nas proximidades de
um ponto de equilibrio hiperbdlico y*; isto é, as variedades estdvel
e instdvel deste equilibrio.

Consideremos o sistema

yi=n
Y2 = —Yy>

e o sistema perturbado

Xl = X1

()

Xo = —Xp +Xf

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



Variedades instdveis e estaveis como grafico

A solugdo de (2) que para t = 0 vale (Z) ¢ dada por

x1(t) = efa
x(t)=e"H(b— =)+ —e

Temos que x(t) - 0, t >c0o<=a=0e

a . . ~
x(t) = 0,t > —co< b= 7 Mais precisamente se a # 0 entdo

3 3
t
|X(t)| — 00, t — o0. Se b e az ent50 X2(t) _ X14( )
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Comegamos com um ponto de equilibrio y* para a equagao

y:g()/)v (3)

isto é, com um zero da fungdo g, g(y*) = 0, e supomos que
g € CY{(R",R"). Em seguida escrevemos a equacdo acima na
variavel y = x — y* para que assuma a forma

x = Ax + f(x), (4)
onde A= g'(y*) € Mpxp e f(x) =g(x+y*)—g(y*) — Ax.

Supomos que nenhum auto-valor de A esta sobre o eixo
imaginario. Neste caso diremos que y* é hiperbdlico. Observe que
o equilibrio y* de (3) corresponde ao equilibrio x* = 0 de (4).
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Consideremos o problema linear auténomo
x = Ax (5)
com A é uma matriz real n x n.

Se A ndo tem autovalor com parte real igual a zero, R” pode ser
descomposto como R"” = R, R” onde R’ e R” sdo,
respectivamente, a variedade instdvel e a variedade estavel de (5),
s3o invariantes com relagdo a A e ef. Sejam Q (R(Q)=R") e
| — @ as projecdes definidas pela decomposicdo acima.

Logo temos que existem constantes M > 1 e w > 0 tais que

| Qxol| < Me*|xo]l, t <0
le® (1 — Q)xoll < Me™*||xol, t > 0.

(6)
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Definicao
A variedade instdvel do equilibrio y* de (3) € o conjunto

WHY(y*) = {y € R": existe uma solucdo global 1 : R — R" de
(3) tal que n(0)=y e lim [n(t)—y"||=0}.
——00
Mostraremos que a variedade instavel de y* é dada por
y 4 Qx + XY(Qx)) € R" com x € R" e x pequeno.
onde XY é uma aplicacdo da forma

Q(R") > x + S4(x) € (I — Q)(R").
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Sabemos que, y(t) é uma solugdo de (4) se, e somente se,
y(t) = x(t) + y* onde x(t) satisfaz

x(t) = eAtTx(r) +/t A=) (x(s)) ds. (7)

Se x(t) é uma solu¢do de (7) escrevemos x*(t) = Qx(t) e
x~(t) = x(t) — x™(t). Entdo
t
xt(t) = AT xT(7) +/ At H(xT,x7)ds
e (8)
(1) = A (1) + / A9 G (" x~ ) ds

T
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onde
HxT,x )= Qf(xT+x7), G(xT,x")=(—-Q)Ff(xT+x7).

Como em (0,0) as fungdes H e G sdo nulas e tém derivadas nulas
(com respeito a x* e x7), do fato que H e G sdo continuamente
diferencidveis, obtemos que, dado p > 0, existe § > 0 tal que, se

Ix[[=IxT(t)+x—(t)]| <8 (xT(t)=Qx, x~(t)=x—xT(t)), entdo

HE X <p, G X)) < p,

IH(, x7) = HET 2T < p(lIx =2+ 1Ix™ = %701, (9)

<
1G(xT,x7) = G(xT, %) < plllx™ =T +[Ix™ = x7|)).
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Observacao

E possivel estender H e G fora da bola de raio § de forma que as
condicbes (9) valham para todo x™ € R, x~ € R™. De fato,
dada uma fung¢do h definida na bola fechada de raio § de V x Z e

tomando valores em W, onde V,Z, W sdo espagos de Banach,
defina hs : V x Z — W por

h(x*.x7), Ix" +x7[1 <o
hs(xT,x7) = < Sxt Sx~
X+ x| fIxt 4+ x|

> C xT x| > 6

A extensdo hs € globalmente Lipschitz e sua constante de Lipschitz
€ a constante de Lipschitz de h na bola de raio §.
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Variedades instdveis e estaveis como grafico

As consideragOes acima sugerem que obtenhamos primeiramente o
resultado relativo a existéncia de variedades instdveis com a
hipétese que (9) valha para todo z = (x™,x~) € R" com p > 0
oportunamente escolhido.

Em seguida obteremos a existéncia das variedades instaveis locais,
como grafico, para o caso em que h satisfaz (9) somente para
Ix||=|Ix*T+ x~|| <& com 6 >0 oportunamente escolhido.
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Variedades instdveis e estaveis como grafico

Assim, por um momento, assumimos que f seja tal que He G
satisfaca (9) para todo x*(t) € QR", x (t) e (| —Q)R"ep >0
que sera especificado posteriormente (em (13)). Seja W“(0,0) a
variedade instavel da solugdo de equlibrio (0,0) de (8).

Mostraremos que existe uma fun¢do limitada e Lipschitz continua
2ot QR — (I — Q)R™ tal que

WY(0,0) = {(x",x7) : x~ = 2" (xT), xT € QR"}.
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Observacao

Observe que estamos buscando X*" tal que, se (¢, X2*"(¢)) € R",
entdo a solucio de (8) com x*(0) = ¢, x=(0) = X*4(¢) € tal que
x(t) estd no grdfico de X*"(-) para todo t. Isto significa que
x~(t) = X*4(xT(t)) para todo t e portanto (8) torna-se

xT(t) = A (r) + / D H(xH(s), 5 (x () ds
ot (10)
x~(t) = M (r)+ / A G(x(s), 24 (xF(s))) ds

T
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Além disso, a solugdo (xT(t),x (t)) deve tender a zero quando
t — —oo (em particular, deve ficar limitada quando t — —o0).

Como
x~(t) = A0 — Q)x (to)

t
+/ (1 = Q)G (xT(s), Z(x*(s))) ds,
to

fazendo tg — —oo e lembrando que x~(t) = X*Y(x"(t)), temos

2 ()= [ A= Q6 3,5 () ds. (1)
Em particular, x~(0) = X*¥(x*(0)) = X*¥(¢), e

0
() = / e 51 — Q)G(xH(s), TU(xH(s)))ds.  (12)

—0o0
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Para mostrar a existéncia da fungdo X™*" utilizaremos o principio
da contragdo. Fixemos D, L,p € (0,00) e ¥ € (0,1) tais que

M < D, m =<1,
pM?(1 + L) PM(1+L)(1+M) (13)
w— pM(1 + L) sk PM + Smarn < v
Definicao

Denotaremos por LB(D, L) o espaco métrico completo das as
fungbes continuas ¥ : QR" — (I — Q)R" que satisfazem

sup{[[Z(x)[l, x € QR"} < D,

1200 — D) < Lix -], xs5eqrr, Y

com a distancia entre 5 e 5 € LB(D, L) definida por
I12() = 2Ol = sup{]| 2(x) = £(x)II, x € QR"}.
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Theorem

Se as condicdes acima estiverem satisfeitas, existird uma fungdo
Xt e LB(D,L) tal que

WH(0,0) = {w € R" : w = (Qw, Z*“(Qw))},  (15)

onde W"(0,0) € a variedade instdvel da solugdo nula de (8).

Prova: Para ( € QR" e X' € LB(D, L) denote por
xT(t) = 9(t,0,(, ) a solugio de

t
xT(t) = AT xH(0) + / A H(xt, 2(xt))ds, t <0,
0

xT(0) = ¢ € QR".

e defina
0

¢(E)(C)=/ e (1 = Q)G (x™(s), Z(x"(s)))ds.  (16)

—00
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Mostraremos que, se p > 0 satisfaz (13), a aplicagdo @ leva
LB(D, L) nele mesmo, é uma contrac3o estrita e, portanto, possui
um dnico ponto fixo LB(D, L).

Como {e* : t € R*} satisfaz (6), de (9) segue que

0 pM

o)) < [ pmessas =22, (17)

e de (13) temos que sup{||P(X)(x)||, x € QR"} < D.
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A seguir, suponha que X e ¥ satisfacam (14), (,Ce Q(r)R" e
que x*(t) = ¥(£,0,¢, T), £ (1) = 1(£,0,C, £, ¢ < 0.

Entao
xH(t) -+ () =e*Q(C - C)
+ [ AIQUH( (). 2 (D)~ HE (). S ()] ds.

e de (9), (14) obtemos que
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It (2) = 2H ()] < Me* ¢ — |

0
M [ IR (5), S0 () — T (5), S () ds
‘ . N 0
< MG = 3l + M1 - Sl [ e s
o t
oML+ 1) [ I (s) - 5 (9)] ds.
Se ¢(t) = e “t||xT(t) — XT(t)||, entdo

. 0 N 0
o(t) < MIIC— )| +pM / 5 ds| S — £+ pM(1+ L) / 4(s) ds.
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Pela desigualdade de Gronwall
Ix*(t) = x*(1)]

0
< M][¢—lle® trpM / e(t=5) s 5 Sfe MO+t (18)
t

< [M[C=C|+pMw™| X - £e~PME+DE,
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Consequentemente,
[9(2)(¢) — o(X)(Q)
0
<’V’/_ngsﬂG(XJF(S),Z(><+(5)))—G(>”<+(s),E(>~<+(5)))||ds

O ~
<M / e* [(1+ L)Ixt(s) - (o) + |12 — £ ds

Utilizando as estimativas para ||x™ — XT|| obtemos

1e(Z)(¢)~ @ (X))l

pM pM(1+L) pM?(1+L)

< | ) 175 w0 o
B oM B pM?(1+1L)

e et R ey e (91
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Note que, de (13)

I, = pM <
w—pM(I+ L)~ MA+0)

=9 <1 e le=MI1+L)s<L.

Assim, (19) torna-se
1(2)() = (XN < LlI¢ =<+ 9= = 2. (20)

A desigualdade (20) para X' = ¥ juntamente com (17) implicam
que ® leva LB(D, L) nele mesmo. De (13), a estimativa (20) com
(= 5 mostra que ® é uma contragdo. Logo, existe um tnico
ponto fixo X" = ¢(L*") de & em LB(D,L).
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