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O Teorema de Arzeld-Ascoli e o Teorema de Peano

Seja (X, p) um espago métrico compacto. O espaco métrico das
fungdes continuas f : X — R"” com a métrica

p(f,g) = max{[|f(x) — g(x)[lrn : x € X}

é um espago métrico completo (exercicio) que denotamos por
C(X) ou C(X,R").

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



Uma colecdo F de fungles é dita uniformemente limitada se existe
M > 0 tal que

If(x)|lrn < M, Vx € X eVfeF.

Uma familia F de fungdes em C(X) é chamada equicontinua se
dado € > 0 existe 0 > 0 tal que [|f(x) — f(X')||rn <€, Vx,x" € X
com p(x’',x) < deVfeF.
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Teorema (Arzeld-Ascoli)

Se (X, p) € um espaco métrico compacto, um subconjunto F de
C(X) € relativamente compacto se, e somente se, € uniformemente
limitado e equicontinuo.

Prova: Suponha que F seja relativamente compacto. Entdo F é
totalmente limitado e portanto uniformemente limitado. Seja ¢ > 0

e fi,...,f, tais que F C U}’:lB%(f;). Seja f € F ex,x' € X. Para
cadai=1,2,...,n

1) = £ (X lme < ()= £ ) o+ () = £ () rn + (1 i (X ) = £ (X)) [ e
Escolha 1 < j < n tal que

€
sup [[£(x) — ()]l < 5.
xeX
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Entao 5
€
1 (x) = F(X)Irn < 5 TI6(x) = fi (X In-

Como X é compacto, fi,...,f, s3o uniformemente continuas
(exercicio). Logo, existe § > 0 tal que p(x,x’) < d implica

10 = (e < 5. 1<i<n
Segue que, se p(x,x’) < § entdo
[£(x) = F(X)||rn <€, VFfE€F,

e F é equicontinuo.
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Reciprocamente, suponha que F é uniformemente limitado e
equicontinuo. Seja M é um inteiro tal que

If(x)|lrrn < M, VxeXeVfeF

e €>0. Escolha 6 >0 tal que p(x,x") <0 = ||f(x)—f(x")[|rn < 7.
vt € F. Como X é compacto existem xi, ..., X, tais que
X C UP_ Bs(x;). Escolha um niimero inteiro positivo m tal que

% < £ e divida [-M, M]" em (2Mm)" hipercubos de lado L e
sejam
Y ={y:1<j<(@M(m+1))"}

os vértices desses hipercubos.
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Considere as p-uplas (yj,, - . ., yi,) de vetores de Y, tais que para
algum f € F
€ .
1F09) = yillen < 2, 1<j<p

e escolha um tal f € F para cada p—upla.
Se £ é o conjunto resultante dessa escolha, £ é finito.

Mostremos que F C Ureg Be(f). Se f € Fescolha yj, ..., i tal que

6 .
1F05) = yillen < 20 1<j<p,
e ec & tal que
6 .
He(XJ')_YI'jHR” <Z, 1< <p.
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Para cada x € X seja 1 <j < p tal que p(x,x;) < 6. Entdo
1 (x) = e(x)llrn < [1F(x) = FO5) IR + [[£ () — il
+ [lyi; — e()llrn + [[e(x;) — e(x)[[rn <€
Logo

sup [|f(x) — e(x)|lr» < e
xeX

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2019



O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Seja D C R™! um aberto e f : D — R" continua.

Teorema (Peano)
Dado (ty, xp) € D a equagdo diferencial x = f(t,x) tem uma
solugdo local passando por xg no instante ty.

Prova: Seja (tp,xp) € D’ C D aberto tal que f é limitada em D’ e

seja A tal que ||f(t, x)|| < A para todo (t,x) € D'. Seja a > 0 tal
que R = [ty — a,to + a] x Baa(xo)~ C D',
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Como f é uniformemente continua em R, dado € > 0 existe § > 0
tal que, (t,x),(t,x')eR, [t—t|<del|x—X|<d=
||f(t,x) — f(t',x")|| < e. Fixemos € e seja § > 0 dado acima.

Seja tg < t; < --- < t, = tg + a uma particdo do intervalo
[to, to + a] tal que |t; — ti—1| < min(0, %), 1<i<ne
¢c : [to, to + a] — R definida por:

> ¢ é continua.

> dc(to) = xo e se , em [ty, t1] seja ¢, linear com diregdo
f(to, x0), entdo ¢¢(t1) € R.

» Em [t1, to], seja ¢, linear com direcdo f(t1, dc(t1)).

» Prosseguindo desta forma construimos ¢.(t) em B,a(x0)~,
t € [to, to + a].
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Como a direcdo de ¢, é f(t;, pc(t;)) para t, t’' € [t;, ti+1] temos que
[9e(t) — de(t)]| < Alt — t'].
Logo, {¢e : 0 < e <1} C Clto, tp + a] é uma familia equicontinua.

Sete [t to+al, t#t, i=0,1,...,n entdo tj_1 < t < tj para
algum j e

)
[66(8) — 6e(52)]l < Alt — ] < AS = 5.

Isto implica que
1(t-1. 6e(ti-) — F(t, 6 (D) < e, 1 <t<t.
Mas %qﬁe existe exceto para um numero finito de pontos e portanto
d
dt

¢e(t) = f(tj—la¢6(tj—1))~



O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Segue que
d .
||E¢e(t) - f(tv ¢e(t))|| <€ te [tO) to + a]) t#t, 0<i<n
Agora escrevemos
t d
¢e(t) = X0 +/t {F(s,0c(s)) + [ 0c(s) = f(s, de(s))l}ds. (1)
0
Se {en} é uma seqiiéncia de nimeros reais positivos que converge
para zero, {¢,} é limitada e equicontinua. Do Teorema de

Arzeld-Ascoli (Teorema 1) esta seqiiéncia tem uma subseqiiéncia
uniformemente convergente com limite ¢. Segue de (1) que

#(t) = x0 + / (s, 6(s))ds.

to
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O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicagtes

Logo ¢ é uma solugdo de x = f(t, x) passando por xg no instante
to e definida em [tg, tp + a]. Um argumento semelhante pode ser
aplicado para [tp — a,a]
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