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INSTRUCOES:

e Assinale todas alternativas verdadeiras com V e as falsas com F.
e Em cada questao escolha uma alternativa e justifique (prova ou contra-exemplo).
e Cada questao vale 2.0 pontos, desses 1.0 é o valor da justificativa da alternativa escolhida.

e A prova é individual e sem consulta. Boa prova!

Se preferir, vocé pode resolver a ‘ Questao Desaﬁo‘ abaixo (valor 10,0).

Neste caso é preciso fazer todos os detalhes da prova e explicar porque as coberturas encontradas
na demonstracao sao coberturas de Vitali.
Vocé também deve enunciar corretamente (nao é preciso provar) o Lema do Recobrimento de Vitali
para utilizé-lo na demonstracao e explicar (ndo é preciso provar) quais propriedades da medida

exterior esta utilizando.

‘Questéo Desafio: ‘ Seja I C R um intervalo nao degenerado e f : I — R Lipschitz continua em

I. Mostre que f é diferencidavel em I\E = {x € [ : x ¢ E} onde E é um conjunto com m*(E) = 0.



‘ 1.* Questao. ‘ | ToroLOGIA DA RETA|. Seja A um conjunto.

ITEM

V ou F

[\

—_— |~~~ —~
~— | — |~ |~ |~

1
2
3
4

Se cada Ay é aberto, Nycp Ay € aberto.
Se cada Ay é fechado, Uyep Ay é fechado.
Se cada A) é aberto e A é finito, Uycp Ay é aberto.

(1)
(2)
(3)
(4) Seja G C R nao vazio. Se G nao tem pontos isolados e é enumerével,
entao G C G™.

(5) O fecho A~ de A C R é a unido de A com os seus pontos de acumulagao.



‘2."‘ Questao. ‘ COBERTURAS E MEDIDA EXTERIOR

Seja A um conjunto.

ITEM

V ou F

Pl P G [
~— |~ |~ [~ [~—

(1) Dada uma cobertura {I)} ca de [a,b] onde cada I é um intervalo aberto
existe A’ C A finito tal que [a,b] C UyeprDy.

(2) Dado B de R, existe uma seqiiéncia {z,} em B tal que: Para cada b € B,
existe funcao estritamente crescente ¢p, : N = N tal que z, () iy

(3) Se o # K, C R é compacto e K41 C K,, para todo n € N, entao
MnenKy, # 2.

(4) Dado B C R, toda cobertura aberta {A)}xca de B tem subcobertura
enumeravel.

(5) m*[a,b] = m*(a,b] = m*[a,b) = m*(a,b) =b — a.



‘3.a Questao. ‘ FUNCOES CONTINUAS

ITEM

V ou F

~— |~ |~ [~ [~—

(1) Se K C R é um conjunto compacto f : K — R é uma funcao continua
entdao f(K) é compacto.

(2) Se BC Re f: B — R éuma funcio continua e injetiva, entdo f=! :
f(B) — R é uma fungao continua.

(3) Seja I um intervalo. Existe funcao continua e injetiva f : I — R que nao
é estritamente monotona.

(4) Se f: D — R é tal que, dado € > 0 existe fungao continua g : D — R tal
que |g(x) — f(x)| < € para todo x € D, entao f é continua.

(5) Se K C R é compacto e f : K — R é continua entao f : K — R é

uniformemente continua.



‘4."* Questao. ‘ DIFERENCIABILIDADE

(1) Se D C Re f: D — R éuma funcao de variagao limitada, entao conjunto
dos pontos de descontinuidade de f é enumeravel.

(2) Se f : [a,b] — R é diferencidvel com f'(a) # f'(b) entdao, para todo C
entre f'(a) e f/(b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = C.

(3) Seja I um intervalo e f : I — R tal que f tem pelo menos uma descon-

ITEM |V OU F

tinuidade de primeira espécie. Existe g : I — R tal que ¢'(z) = f(x) para
todo z € 1.

(4) Se f : [a,b) — R é continua e diferencidvel a direita com derivada a
direita DT f : [a,b) — R. Se DT f(z) < 0 para todo = € [a,b) entao f é

nao-crescente em |[a, b).

Pl P G [
~— |~ |~ [~ [~—

(5) Se f : [a,b] — R é uma funcao continua que é differenciavel em (a,b),

existe ¢ € (a,b) para o qual

[f(b) = f(a)]2e = [b* — a®]f'(c).



‘S.a Questao. ‘ DIFERENCIABILIDADE, FUNCOES CONVEXAS E FUNCOES MONOTONAS

ITEM

V ou F

Pl P G N
~— |~ |~ [~ [~—

(1) Seja I C R um intervalo e f : I — R duas vezes diferenciavel. Entao f é
convexa se, e somente se, f(z) >0, Vx € I.

(2) Seja I C R um intervalo e f : I — R diferencidvel. Entao f’ é crescente
se, e somente se, f é convexa.

(3) Seja I C R um intervalo e f : I — R duas vezes differencidvel. Se
f"(x) > 0, Vo € I, entao f pode ser convexa e nao ser estritamente
convexa em [.

(4) Se f:[a,b] — R é de variagao limitada existem fungdes nao-crescentes
g,h : ]a,b] — R tais que f(x) = g(x) — h(z).

(5) Se f:[a,b] — R é monétona, entao f é diferencidvel exceto possivelmente

em um conjunto E C [a,b] com m*(E) = 0.



