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Caracterizacao das Funcoes Riemann Integraveis

Definicao
Se f€ #([a,b],R) defina w':[a, b] >R por wf(x):Ji_%wlf(X),
onde

wh(x) = sup{|f(s) — f(t)| : s, t € [a,b] N (x — v, 5 + 1)}

Note que, para cada x € [a, b], (0,00) > v—wf(x) € [0,00) é
ndo-decrescente, logo w(x) estd bem definida para cada x € [a, b].
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E claro que f é continua em p € [a, b] se, e somente se, w(p) = 0.

De fato, wf(p) =0

e se, e somente se, dado € >0 existe 6 >0 tal que O<v <) =

wf(p)<eou

e se, e somente se, dado € >0 existe >0 tal que O<v<d =
|f(s)—f(p)| <e, para todo s€(p—v, p+v)N[a, b] ou

e se, e somente se, f é continua em p.
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Lema
O conjunto Ef = {x € [a, b] : w(x) > §} é compacto.

Prova: Seja x€ Ef e Ef > x, "2% x. Vamos mostrar que x € Ef
para concluir que Eg é fechado. Disto segue a compacidade.

Sabemos que w'(x,) > § para todo n € N e queremos concluir que
wf(x) > 6.

Sejam 0 < v/ < v e n e N tal que (x,—V/, x,+v") C (x—v, x+V).

Entso, § < wf(xy) < wf(xn) < wi(x) e w'(x) = Iim0 wi(x) =0
v—
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Lema
Seja f € B(|a, b],R) e P={x0, -, xn} € Z([a, b]). Se

Mi = sup{f(x) : x € [xi—1,x]}, mj =inf{f(x):x € [xi_1,x]} e

wi=sup{|f(x)—f(y)|:x,y €[xi—1,x]}

entdo wi=M;—m;, 1<i<n.
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Prova: Para todo x,y € [xi—1,xi], wi=|f(x)—f(y)|=f(x)—f(y)
e, portanto,
wi = M —f(y), Vy € [xi-1,x]

Disto segue que w; = M; — mj. Por outro lado, dado € > 0 existem
X,y € [xi—1,X] tais que M; < f(x) + 5 e m; > f(y) — 5. Sendo
assim,

M; — m; < f(x) —f(y) +e<wj+e.

i< f
Disto segue que M; — m; < w; e temos a igualdade.
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Teorema
Se f € %([a, b],R) e wf(x) < ¢, para todo x € [a, b] entdo, existe
P ={xo0, - ,xn} € P([a, b]) tal que max (M; — m;) < € onde

M; = sup{f(x) : x € [xi—1,x]} e mj = inf{f(x) : x € [x;_1, x|}
Prova: Note que, para cada x € [a,b] existe 0y > 0tal que ng(x)<e.

A cobertura {ly = (x — dx,x + dx) : x € [a, b]} de [a, b] tem uma
subcobertura finita I, -+, /x,.

Os pontos a e b juntamente com os extremos dos intervalos /. que
pertencem a (a, b) formam a particdo desejada.
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Teorema
X ([a, b]) = {f € #A([a, b],R) : m*(E({) =0,Y6 > 0}

Prova: Primeiramente mostraremos que se f € %([a, b]) entdo
m*(Ef) = 0,¥6 > 0.

SefeZ#([a,b]), >0 e e>0, seja P={xp, - -,xa} € Z([a,b]) tal que

Z[M m,] — X,'_1) = Zwi (X,' — X,'_1) < €d.
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Se Esj = (xi—1,X;) N Eg % &, entdo w; = 0.
De fato, se x € Ej;, w(x)>6 e existe v>0 tal que
(x—v,x+v)C(xi_1,x) e wh(x) > wl(x) > § e portanto w; > 6.
Sejal={ie{l,--- ,n}: Es; # 2}
5 (xi—xi—1) < Y _wilxi — xi—1) < €0
il icl
e, portanto, >, (xi — xj—1) < €.

Estes intervalos cobrem Ef\P, como P é finito, m* (Ef) = 0.
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Agora, se m* (Eg) =0, V6 > 0. Dado € > 0, tomemos ¢ = 2(;_3).

Seja Py € Z([a, b]) tal que a soma dos comprimentos dos

€

intervalos que intersectam Eg € menor do que M=)

Os intervalos restantes podem ser subdivididos (teorema anterior)
de modo a obter um refinamento P = {xp, - - , xn} de Py tal que
wi<dseEsi=@. Sejal ={i:E;#@}ed={i:E;=a}

Assim > (xi — xi—1) < M—my & Se 1€ J, wi <= 53—

n
Zwi(xi —Xj_1) = ZWI(XI —xj—1) + ZW;(X,' —Xxj—1) <€
i—1

icl ied

e feZ(a,b])g
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Teorema
Se f € %([a, b],R) seja Ef = {x € [a, b] : f € descontinua em x}.
Entdo #([a, b]) = {f € #([a, b],R) : m*(Ef) = 0}.

Prova: Basta notar que Ef = U Ef e usar o teorema anterior.f
neN*

Corolario
Se f,g € #(|a, b]) entdo f.g € #([a, b]) e se f(x) # 0, para todo
x € [a, b], entdo + € %([a, b]).
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Corolario

Se f € #(|a, b],R) s6 tem descontinuidades de primeira espécie
entdo Ef é enumerdvel e portanto f é integrdvel. Em particular, se
f € #([a, b],R) € mondtona entdo f € %([a, b]).

Prova: Se of(x) = max{|f(x) — f(xT)|,|f(x) — f(x7)|},

Ef={xe [a,b]:af(x)>0}:[j Ef onde Ef={xc[a,b]:0¢(x)> %}

n=1

Se x€ Ef e x€(a, b) existe >0 tal que |f(t)—f(xF)|< X para
todo t€ (x,x+0) e |f(t)—f(x")|< 4 para todo t € (x — 4, x).

Logo, Vte (x—4,x+0), t#x, o(t)< 4 <i. Como todos os
pontos de Ef s3o isolados Ef é enumeravel e Ef também én

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



	A integral de Riemann-Stieltjes
	Caracterização das Funções Riemann Integráveis


