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Propriedades

Teorema
Se f € %(a,[a,b]), f([a,b]) C[m, M] e ¢:[m, M] =R € continua
entdo, h=¢of € Z(a,]a, b]).

Prova: Feita na aula anterior
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Teorema
(a) SefieZ(a,|a, b)) e e Z(a,|a, b]) entdo A+ € Z(a,[a, b]),
c-fe%(a,la,b]) para todoc € R, e

b b b b b
/ (A +hHh)da= / f1da+/ hda e / cfda = c/ fda.
a a a a a

(b) Se fi(x) < f(x) em [a, b] entdo

b b
/ fida < / hdo
a a

(c) Sefe Z(a,[a,b]) e c€(a,b)entdo fe Z(a,|a,c])NZ(a[c,b]), e

c b b
/ fda+/ fda:/ fdo
a o a
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(d) Sef € Z(a,la,b]) e if |f(x)| < M entdo

b
/ fda
a

(e) SefeZ(au,a, b)) efe Z(an,|a, b]) entdofe Z#(a1+aa,[a, b]) e

b b b
/ fd (Oq + az) = / fday + / fdao
a a a

se f € #(a,la, b]) eR> c >0 entdo f € Z(ca,[a, b]) e

b b
/ fd(ca) = c/ fda
a a
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Prova: A prova de a) foi feita em sala.
As provas das demais afirmativas s3o semelhantes.

Explique a estratégia da prova de cada uma das alternativas b), c),
d) e e) e deixe para os alunos completarem a demonstracdo como
exercicio.

Na parte (c) a estratégia é considerar refinamentos que contém o
ponto ¢, na aproximacao da integral.fj
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Teorema
Se f € Z(a,a, b)) e g € Z(, |a, b]) entdo

(a) fg € Z(a, [a, b]);
b b
(b) || € Z(a, [a, b]) e / fda </a If|da.
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Prova: Se f € %(a,[a, b]) e ¢(t) = t? entdo
pof=7F2ecR(a,la b]). A identidade

Afg = (f +g)° — (f — g)°

completa a prova de (a).

Se ¢(t) = |t|, pof =|f| € Z(c,]a, b]). Escolha ¢ = £1 tal que

c/fda}O

pois cf < |f|. Isto prova b).
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Teorema
Sejam::[a, b| — R ndo-decrescente e diferencidvel com '€ %([a, b))
e f € %([a,b],R). Entdo f € Z(a,[a,b]) se, e s6 se, fa'e Z([a,b]).

Neste caso . .
/ fda = / f(x)a (x)dx.
a a

Prova: Dado € > 0 existe P = {xp,...,xn} € Z([a, b]) tal que
U(P,d) = L(P,d') <e (o)
Do Teorema do Valor Médio existe t; € [xj_1, x;] tal que
Ac; =d () Ax;, 1<i<n.
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Se s; € [xj_1, x;] entdo
Z o/ (si) — o (1) Axi < e.
i=1

Seja M = sup|f(x)|. Como

Z f (si) Aaj = Z f(si) o' (t7) Ax;

segue que

D f(s)Aai =Y f(s)a (51) Axi| < Me. (%)
i=1 i=1
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Em particular,

z": f(si) Aaj < U (P, fo') + Me
i=1
para todas as escolhas s; € [xj_1, xj|, de modo que
U(P,f,a) < U(P,fd) + Me.
O mesmo argumento nos leva de (x) a
U(P,fda) < U(P,f,a) + Me.
e portanto

‘U(P,f,a)—U(P,fo/Hgl\/le. (1)
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Agora note que (e) permanece vélida se P for substituida por um
refinamento. Logo (1) também permance vélida. Concluimos que

) b
/ fda—/ f(x)a! (x)dx| < Me.
a a

Como ¢ € arbitrario

ffda = ff(x)o/(x)dx

para qualquer f € %([a, b],R). A igualdade para as integrais
inferiores segue da mesma maneira de ().
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Teorema (Mudanca de variavel)
Sejam ¢:[A, B]— [a, b] continua e bijetora com p(A)=ae¢p(B)=b,
« € ndo-decrescente, f=ao¢p e g=Ffop. Se fe #Z(a, [a, b]) entdo

g€ Z(B,[A B]) e
B b
/A gdp = /a fda
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Prova: Se P={x0,...,xp} € P[5 p) € Q=1{¥0,--,Yn} € Z}a B
com x; = ¢ (y;). Todas as particdes de [A, B] sdo obtidas desta
forma.

Como os valores de f em [x;_1, ;| e de g em [y;_1, yi] sdo os
mesmos,

U(Q,g,ﬂ) = U(P7 fva)? L(Q,g,,B) = L(P7 fva)'

Como f € Z(«, [a, b]), P pode ser escolhida de forma que ambas

b
U(P,f,a) e L(P,f,«a) estdo préximas a / fda.
a

Segue que g € Z(f3,[A, B]) e o resultado esta demonstrado.fj
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Agora vamos considerar o seguinte caso especial. Tomamos
a(x) = x. Etdo 8 = ¢. Suponha que ¢’ € Z([A, B]). Aplicando
os dois resultados anteriores temos

b B
/3 F(x)dx = /A Fo(y))e! (v)dy.
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Teorema fundamental do calculo e Integracao por partes

A seguir mostraremos que a derivagao e a integragao, em algum
sentido, s3o opera¢des inversas.

Teorema
Se f € #([a,b]). Paraa< x < b, faca

Flx) = / F(t)dt

Entdo F : [a, b] — R é Lipschitz continua (portando diferencidvel
exceto em um conjunto com medida exterior nula) e, se f é
continua em xy € [a, b], entdo F € differencidvel em xg, e

F'(x0) = f (%)
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Prova: Como fe€Z([a,b]), sup |f(t)|=M<oo. Se a<x<y<b,
te[a,b]

F0) = FOol =| [ floyae

e segue que F é Lipschitz continua.

entao
< M(y - X)7

Agora, se f é continua em xp, dado ¢ > 0, escolha § > 0 tal que
t€lab], [t —x| <d=|f(t)—f(x)| <e.
Logo,se xp —d <s<xp<t<xg+dea<s<t<btemos

F(t) = F(s) _ f(xo)‘ _ |2 /st [F(u) — £ (x0)] du

< €.

t—s t—s
Segue que F'(x0) = f (x0).
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Teorema (O teorema fundamental do célculo)

Se f € %([a, b)) e existe fungdo diferencidvel F : [a,b] — R tal
que F' = f, entdo

b
/a F(x)dx = F(b) — F(a).

Prova: Dado € > 0 seja P = {xp,...,xn} € ZP([a, b]) tal que
U(P,f) — L(P,f) < e. Do Teorema do Valor Médio

F (xi) — F (xi—1) = f (t;) Ax;, para algum t; € [x;_1, x|,
parai=1,...,n. Logo Y i, f(t;))Ax;= F(b)— F(a)e

‘F(b) — F(a) — /ab f(x)dx

Como € > 0 € arbitrario o resultado segue.

< €.
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Teorema (Integracdo por partes)

Se F,G:[a,b] >R, sdo diferencidveis, F'=f, G' =g %([a,b]).
Entao

b b
/ Fx)g(x)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(x) G (x)dx.

Prova: Faga H(x) = F(x)G(x). H" € Z([a, b]) como soma de
produtos de fungdes em Z#([a, b]). O resultado segue do teorema
anterior a H.pg
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