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Propriedades

Teorema
Se f € %(a,[a, b]), f([a,b]) C[m, M] e ¢:[m, M] =R € continua
entdo, h=¢of € Z(a,]a, b]).

Prova: Dado €>0, como ¢ é uniformemente continua em [m, M],
existe 0 <0 <e tal que s,te[m, M], |s—t|<d = |p(s)—o(t)| <e.

Como f € #Z(a,[a, b]), existe P = {x0,x1,...,Xn} € P[54 tal que
U(P,f,a) — L(P, f,a) < 6.

Sere #A([a,b],R) e M{= sup r(x),m{= inf r(x). Seja

1
XG[X,',l,X,'] XE[X,‘,I,X,']

A={i:1<i<ne le—m}c<5} eB={i:1<i<ne le—m,’-c>6},
entdo, para i € A, a escolha de J implica que M — ml' < e.
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Para i € B,M! — m" < 2K, onde K = SUPterm,m) |9(t)]. Logo, da
escolha de P,

5ZAa,- < Z (M,f — m,f) Ao < 52

ieB ieB

e ) icgAa; <0 < e. Segue que

U(P, h,a)—L(P,ha)=" (M,ﬁ—m,f’) D+ (M,f’—m,h) Aa;
i€cA ieB
< ela(b) — a(a)] + 2K < e|a(b) — afa) + 2K].

Como € > 0 € arbitrdrio segue que h € Z(«, [a, b]).
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Teorema

(a) SefieZ(w,[a, b)) efreZ(e,a, b]) entdo i+ e % (a, [a, b)),
c-fe%(a,la,b]) para todo c € R, e

b b b
/ (ﬂ—l—fg)da:/ fldoz—l—/ Hda,
a a a
b b
/ cfda = c/ fdo.
a a

(b) Se fi(x) < fa(x) em [a, b] entdo

b b
/ fida < / fhrdo
a a

(c) Sefe %Z(a,[a,b])e ce(a,b)entdo fe Z(a,[a,c])NZ(a[c,b]), e

c b b
/ fda+/ fda:/ fdo
a C a
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(d) Sef e Z(a,[a,b]) eif |f(x)| < M entdo

b
/ fdo
a

(e) SefeZ(au,a, b)) efeZ(an,|a, b]) entiofe Z(a1+ap,[a, b]) e

b b b
/ fd (o + ap) = / fdog + / fdao
a a a

se f € #(a,la, b]) eR> c >0 entdo f € Z(ca,[a, b]) e

b b
/ fd(ca) = c/ fda
a a

< Mla(b) — a(a)].
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Prova: Se f = fi + f, e P é qualquer partigdo [a, b], temos

L(P,fi,a)+ L(P,fr,a) < L(P,f, )
SUP,f,a) < U(P,f,a) + U(P,f,a).

Se eZ(w, |a, b]) e heZ(a,[a, b]) e e>0 existem P; € Z([a, b])
(j =1,2) tal que

€
")

U(Puﬁaa)_L(P,G,a) < U(PJ,67O()—L(PJ’67Q) < >

onde P é refinamento comum a P; e P>. Logo
UP,f,a)— L(P,f,a) <e.

Segue que f € Z(«, [a, b]).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Propriedades
A integral de Riemann-Stieltjes Integrais de Riemann-Stieltjes e Séries

Mudanca de variavel

Com esta mesma P remos

b
UP o)< [ fda+ s (=12)
a

b b b
/ fdao < U(P, f,«) </ flda+/ hda + €.
a a a

Como € é arbitrario conluimos que

b b b
/ fdaé/ flda—l—/ hdo
a a a

Este mesmo resultado para —f; e —f>, nos da a desigualdade
reversa e a igualdade estd provada.

As provas das demais afirmativas sdo semelhantes (exercicio). Na
parte (c) a estratégia é considerar refinamentos que contém o
ponto ¢, na aproximacao da integral.
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Integrais de Riemann-Stieltjes e Séries

Definicao
A fungdo degrau unitdrio | € definida por

_J0 (x<0)
I(X)_{l (x>0)

Teorema
Se a<s<b,feHB|a,b|,R)é continua em s, e a(x)=1(x—s), entdo
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Prova: Considere as particdes P = {xp, x1, x2, X3}, onde xo = a, e
X1 =S < xp < x3 =b. Entao

U(P, f,Oé) = M2, L(P, f,OL) = my.

Como f é continua em s, vemos M, e my convergem para f(s)
quando x; — s
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Teorema
Sec,20,n=1,2,3,..., 37, ¢, € convergente, {s,} € uma
seqiiéncia de pontos distintos em (a, b),

e f € continua em [a, b] entdo
b o0
/ fda = Z caf (sn) -
a n=1

Prova: Por comparacido a série é convergente para cada x. Sua
soma «(x) é claramente monétona, «(a) =0 e a(b) = 7, cn.
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[o¢]
Dado € > 0 escolha N € N tal que Z cn < €. Faca

N N+1 o
ai(x) = Z cnl (x —sp), ao(x) = Z cnl (x —sp).
n=1 N+1

Dos teoremas anteriores

b N
/ fdag = Z cnf (sn)
a i=1

Como az(b) —az(a) = > N1 ¢n <e

b
/ fdag
a

onde M = sup |f(x)|. Como o = a1 + «p, segue que

b N
/ fdoo — Z cnf (sn)| < Me
a i=1

Se fazemos N — oo, obtemos o resultado.

< Me
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Teorema
Sejama: [a, b] = R ndo-decrescente e diferencidvel coma'e %([a, b))
e f € #([a,b],R). Entdo f € #Z(«,|a,b]) se, e s6 se, fa'e %([a,b]).

Neste caso . .
/ fda = / f(x)a (x)dx.
a a

Prova: Dado € > 0 existe P = {xp,...,xn} € Z([a, b]) tal que
U(P,O/) —L(P,o/) <€ (o)
Do Teorema do Valor Médio existe t; € [xj_1, x;] tal que

Aa; =d () Ax;, 1<i<n.
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Se s; € [xj—1, xi] entdo
n
Z |o/ (si) — o ()| Axi < e.
i=1

Seja M = sup|f(x)|. Como

Zf s Aa,—Zf si) o (t) Ax;

segue que

D f(s)Aai =Y f(s)a (s1) Axi| < Me. (%)
i=1 i=1
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Em particular,

z”: f (si)) Aa; < U (P, fa’) + Me
i=1
para todas as escolhas s; € [xj_1, xj|, de modo que
U(P,f,a) < U(P,fd') + Me.
O mesmo argumento nos leva de (x) a

U(P,fo') < U(P,f,a) + Me.

e portanto
|U(P,f,a) — U(P,fa')| < Me. (1)
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Agora note que (e) permanece valida se P for substituida por um
refinamento. Logo (f) também permance vélida. Concluimos que

" b )
/ fda—/ f(x)d/(x)dx| < Me.
a a

Como ¢ € arbitrario

ffda = ff(x)o/(x)dx

para qualquer f € %([a, b],R). A igualdade para as integrais
inferiores segue da mesma maneira de ().
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