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Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacao

Seja « : [a, b] — R n3o-decrescente.
Dada P = {x0,x1, " , Xn} € P51], S€j2
Aaj=o(x;) — a(xi—1) =0, 1<i<n, Z Aaj=a(b)—a(a)

Se f € #(|a, b],R), definimos

L(P,f,a) Zm,Aa,,< (P, f,a) ZMAa,,

comm; = inf f(x)eM;= sup f(x),1<i<n.

X€E[xj—1,Xi] X€[xi—1,xi]
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A integral de Riemann-Stieltjes

Ainda, se m = inf, [, 5 f(x) € M = sup,c,1) f(X)
mla(b) - a(a)] S U(P.f,a),  L(P.f,a) < Mla(b) - a(a)]
Disto segue que os conjuntos
{L(P,f,a); P € Pyt e{UP, f,a); P e Py}
sdo, respectivamente, limitado superiormente e inferiormente em R.

Logo definimos a integral superior e a integral inferior de
Riemann-Stieltjes da fun¢do f em [a, b], relativamente a «, por

b b
/fda: inf U(P,f,a)e/ fda = sup L(P,f,a).
a Pz Ja Pep
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A fungdo f é Riemann-Stieltjes integravel em |a, b],

relativamente a o se
b b
/ fda :/ fda,
a Ja

e o valor acima é chamado integral de Riemann-Stieltjes de f
em [a, b], relativamente a funcdo « e serd denotado por

/;, £ dar o / ’ f(x) da(x)
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Denote por Z(a, [a, b]) = {f € #([a, b],R) : f é Riemann-Stieltjes
integrdvel [a, b], relativamente a «a}.

Se «a: [a, b] — R é dada por a(x) = x, x € [a, b] a integral de
Riemann-Stieltjes, relativamente a «, coincide com a integral de

Riemann, ou seja,
b b
/ fda :/ f(x)dx
a a

pois, neste caso, Aa;=a(x;))—a(xi—1)=xi—xi—1=Ax;, L < i< n.
Note que « : [a, b] — R sé precisa ser ndo-decrescente em |a, b],

para podermos falar na integral de Riemann-Stieltjes de fun¢des
f € A([a, b],R) relativamente a «.
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A integral de Riemann-Stieltjes

Vamos supor, daqui em diante, que

a(b) > afa). (1)

Caso contrario, a integral de Rieman-Stieltjes de f relativamente a
« seria nula para toda f € #([a, b, R).

A seguir passaremos a investigar em que situagdes existe a integral
de Riemann-Stieltjes, relativamente a func3o «, para uma fungdo
limitada, a valores reais, definida no intervalo [a, b].

Definicdo (Refinamento)
Sejam P, P* € P, ), dizemos que a particdo P* € um
refinamento da particao P, se

P C P,
ou seja, todo ponto de P é um ponto de P*.
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Sejam Py, Ps € 9[37b]. Definimos
P* =P UPs. (2)

Entdo P* € P, € P* € um refinamento comum a P; e a P».

Proposicao
Sejam P, P* € P, com P* D P. Entdo,

L(P,f,«a)
U(P*, f,a)

L(P*,f,«) (3)
U(P,f,a). (4)

NN
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Prova: Se P* = P n3o ha nada a fazer. Se P C P*, seja
x* € P*\ P. Considere, inicialmente, o caso

Pr=PU{x"}.
Logo, se P tem n elementos, P* tem n + 1 elementos e
P:{a:X07X1>"' 7Xi0—17Xi07"' ,Xn:b,

* *
P*={a=x0,x1, ", Xig—1, X", Xjg, - ,Xn = b}

_ I * * K * _
- {a = X0 X1 s Xig—15 Xigy Xig4+15 77 s X1 — b}

Se mi= inf f(x),1<i<nemi= inf f(x), 1<j<n+1l

X€E[xi—1,Xi] J xe[)g?‘_l,)f‘]

Aai=a(xi)—a(xi-1), 1<i <nelaf=a(xf)—a(x ) 1<) <nt+l.
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Assim,

n+1
L(P*,f,a) — L(P,f,a) = Zm Aca; Zm,Aa,
=m; Aaj + mp 4 Aaio+1 — mj, A,

=m; Aaj + my 1 Aag g — mp[a(xg,) — a(x™) +a(x*) — a(xj-1)]

Aa%Jrl Aa%
= [mjy — mjp][e(x™) — alxig—1)] + [mf 11 — m]la(xi) — a(x*)] =0
ou seja,

L(P*,f,a) — L(P,f,a) > 0.

O caso geral segue por inducdo. A desigualdade para a soma
superior ¢é obtida de maneira andloga (Exercicio)
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Como consequéncia do resultado anterior temos

Teorema
Seja f : [a, b] — R uma fungdo limitada em [a, b]. Entdo

b b
/fdaé/fda. (5)
Ja_ a

Prova: Do resultado anteior, se P1,P2 € P, e P*=P1UP2

L(P1,f,a) < L(P*,f,a) < U(P*,f,a) < U(Pa, f,a).

b b
/ fda= sup L(Py,f,a) < inf U(Pp, f,a) = / fda
a PreP PP a

completando a prova.p
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Corolario
Seja f : [a, b] — R uma fungdo limitada em |a, b].
Entdo f € #(«, |a, b]) se, e somente se, dado € > 0, existe uma
particdo P € &, tal que
< UP,f,a) = L(P,f,a) <e

Prova: Note que, dado <> 0, se P € & é tal que a desigualdade
acima estd satisfeita,

L(P,f,a) < sup L(P',f,a)= / fda < /

Pep
= |,nf UP' f,a) < UP,f,a) < L(P,f,a) +

Ple
/fda—/ fda < e.

Segue que f € Z(a, [a, b]).
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Por outro lado, se f € Z(a, [a, b)),

inf U(P,f,a)= sup L(P,f,a).
PeZ PeP

Logo, dado € > 0, existem particbes P1, P> € & tais que

Y b
UP, f,a) < U(Pz,foz)</fda+;:/ fdoz+%,

b € b €
L(P,f,a) = L(P1,f,a) > /fda——/ fda— =,
Ja_ 2 Ja 2

onde P =P1 UP,. Ouseja0< U(P,f,a) — L(P,f,a) < ep
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A integral de Riemann-Stieltjes

Teorema

Seja f : [a, b] — R € limitada e € > 0 dado
1) Se existe P € & tal que 0 < U(P,f,a) — L(P,f,a) < ¢
entdo0 < U(P*,f,a)—L(P*, f,a) < €, para todo refinamento
P* de P.
2) Se P={a=xp,x1, - ,xp=b} € tal que 0 U(P,f,a) —
L(P,f,a) <eesjti€[xi—1,xi], 1 <i< n, entdo

D I (si) — F ()] Ay <. (6)

i=1
e sef € %Z(a,la, b)),

n b
D f(t) Aa —/ f do
i=1 a

< €. (7)
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Prova: 1) Seja P € & tal que 0 < U(P,f,a) — L(P,f,a) <ce
P* um refinamento de P. O resultado segue de

L(P,f,a) < L(P*,f,a) < U(P*, f,a) < U(P, f,a).

2) Sabemos que, para cada i € {1,2,--- ,n}, se s;, t; € [xi—1, ]
entao f(S,') R f(t,') € [m,-, M,'] e ’f(S,‘) — f(t,')’ < M; — m; onde
m; = inf,cp_, 1 F(X) @ Mi = sup,cy,_, « f(x). Portanto

Z|fs, t,|Aa,<ZM mi)Aa;=U(P,f,a)—L(P,f,a)<e
i=1

e o resultado segue.
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Se f € Z(o,[a, b]) e P € P([a, b]) € tal que
b
L(P,f,a) < / fda<U(P,f,a) < L(P,f,a)+e€
Escolhendo t; € [xi—1,xi], f(¢t;) € [mi, M]
L(P,f,a)=) miha; <> f(t)Aq
i=1 i=1
<) MiDa; =U(P, f,a)<L(P,f,a)+e

i=1

e o resultado segue.
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Classes de Fung¢des Riemann-Stieltjes Integraveis

Teorema
C([a, b]: R) & Z(«, [a, b])

Prova: Dado € > 0, escolhamos 1 = m e, como f é

uniformemente continua, seja § = d(¢) > 0 tal que x, t € [a, b],
|x — t| <& implica |f(x) — f(t)| <n.

Seja P={a=xp, - ,xa=>b} tal que ||P||=sup{Ax;:1<i<n} <.
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Como f é continua, podemos escolher s;, t; € [x;_1, x;] tais que
m; = f(t;) e M; = f(s;). Logo, |[ti —si| < Ax; < d e

IM; — mi| = |f(x;) — f(t;)| <n

U(P, f,a)=L(P,f,a)=Y (Mi—mj)Aa;<ny  Daoj=e.
i=1 i=1

Segue que f € Z(, [a, b])
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Teorema
Se f : [a,b] — R é mondtona em [a, b] e v : [a, b] — R € continua
e njo-decrescente. Entdo f € %#(«, |a, b]).

Prova: Dado € > 0 e n € N*, escolha uma partigcdo P tal que
Aai:w7 1<i<n.
n

Isto é possivel pois « satisfaz a propriedade do valor intermediario.
Se f é ndo-decrescente (o outro caso é andlogo). Entdo

MI:f(XI)7 mI:f(Xl—l) (i:].,...7n),
e portanto

UP, £,0) - 1P, £.0) = O S 7 () £ ()
i=1
_ alb) —ala) . @) ((b) — F(a)] < ¢

se n for suficientemente grande. Segue que, f € Z(«, [a, b])
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Teorema

Se f € #([a, b],R) possui somente um nimero finito de pontos de
descontinuidade e o : [a, b] — R uma fungdo ndo-decrescente que é
continua nos pontos onde f € descontinua. Entdo f € %#(a, [a, b]).

Prova: Dado > 0,se M=sup{|f(x)|: x€[a, b]} e E={y1, -, yk}
oconjunto (ordenado) das descontinuidades de f. Como o é continua
nos pontos de E, podemos cobrir E por sub-intervalos disjuntos de
[a, b], I; > yj, de extremos u; < vj, 1 < j < k, tais que

k

S (a () —aw) <«

j=1

Podemos escolher estes intervalos de modo que se yj ¢ {a, b} entdo
i € i =(u;, ;) (se yi = a (v = b), h =[a,v1) (lk = (ux; b])).
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k
O conjunto K = [a, b]\ U(uj-, vj) é compacto e f é uniformemente
j=1
continua em K. Sejad >0tal ques,t e K, |s—t| < =
[f(s) — f(t)] <e.
Agora escolhemos uma partigdo P = {xp, x1,...,Xxn} de [a, b], da
seguinte forma: u;,v; € P, 1 <j < k. Nenhum ponto de /;

pertence a P. Se xj_1 # uj, para todo 1 < j < k, entdo Ax; < 0.

Note que M; — m; < 2M para todo i e M; — m; < € exceto quando
xj—1 € algum dos u;. Logo

U(P,f,a) — L(P,f,a) < [a(b) — a(a)]e + 2Me.

Como € > 0 é arbitrario, f € #(«, |[a, b]).
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