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Diferenciabildade de fungdes monétonas, BV e Lipschitz
Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Lema
Se f : [a,b] — R é uma fungdo mondtona, existe E C |a, b]
com m*(E) =0 tal que f € diferencidvel em [a, b]\E.
Se f : [a,b] - R € uma fungdo de variagdo limitada, existe
E Cla, b] com m*(E)=0 tal que f € diferencidvel em [a, b]\E.
Corolario
Seja | C R um intervalo aberto e f : | — R Lipschitz continua em
I. Entdo f € diferencidvel exceto possivelmente em um conjunto E
com m*(E) = 0. A fun¢3o derivada f' : I\E — R € limitada.

Corolario
Seja | C R um intervalo aberto e f : | — R Lipschitz continua em
I. Entdo f € diferencidvel em um subconjunto denso de |.
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Caracterizagdo das fungdes Lipschitz que sdo ct

Caracterizacdo das funcdes Lipschitz que sio C!

Teorema

Seja | um intervalo aberto da reta e g : | — R Lipschitz continua
em |. Entdo g é continuamente diferencidvel se, e somente se,
para cada xg € I,

IR0 (1)

‘g(Xo+5+h)—g(Xo+5) _ g(x0+h)+g(x)
h h

Prova: Se f é C(/), existem 6,6’ €(0,1) tais que

g(xo+s+h)—g(x+s) _g(Xo+h)+g(X0)‘
h h

s|+|h|—0
— g (x0+ 5+ 0h) — g'(xo + 6'h)] T g,
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Caracterizagdo das fungdes Lipschitz que sdo ct

Agora mostraremos que se a g é diferencidvel em todo ponto xp de
I, (1) implica que g é continuamente diferencidvel em /. De fato,
de (1), dado € > 0 existe § > 0 tal que |[x — x| < J e |h| < J entdo

|g(><+h) —g(x) gloth)+gx)| ¢
h h
Segue que, para |x — xg| < 9,
/)] = im {EC ) =EL) Lo Gl £

e g’ é continua em xp. Para concluir a prova, basta mostrar que
g'(x) existe para cada x€/.
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Caracterizagdo das fungdes Lipschitz que sdo ct

Como g Lipschitz continua, ela é diferencidvel em um conjunto
denso de pontos. Para cada xg € I,e > 0, existe § > 0 tal que

€
lg(x+h) —g(x) —g(xo+ h) +g(x0)] < Z\h\, |x —xo| +|h] <6

e existe x* € (xp — d,x0 + 0) tal que g’ (x*) existe. Logo, para
h # 0 suficientemente pequeno

g(X0+h)_g(X0)_g/(X*) <E7
h 2
_ h) —
Og{lim—m}g(X0+) g(Xo)ge.
h—0 Ko h

Como € € arbitrario, isto implica que g’(xp) existe.
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Introducdo: A integral de Riemann

. . - Integral de Rieman-Stieltjes: Definicao e caracterizacao
A integral de Riemann-Stieltjes = L ¢ ¢

Introducdo: A integral de Riemann

No que se segue, vamos apresentar a integral de Riemann-Sieltjes.

Dados a< b, seja A([a, b],R)={f:[a, b] =R tal que f é limitada}.

Definicao

Dizemos que P = {xo,x1, -+ ,Xxn} € uma particdo de [a, b] se
Xp=a<x1<x<--<xp_1<xp,=b. (2)

Se Axj = x; — xj—1, 1 <i<n, ||P| :=max{Ax; : 1< i< n} sera

chamada de malha da particao P.

Se f € #B([a,b],R), M= sup f(x), mj= inf f(x)e

XE[X,‘,l,X,'] Xe[Xi—17Xi]
chamamos de soma superior e inferior da funcdo f relativas a P,
as somas

UP.f) =) MAx,  LP.f)=> mhx.
i=1 i=1

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Introducdo: A integral de Riemann
Integral de Rieman-Stieltjes: Defini¢do e caracterizacdo

A integral de Riemann-Stieltjes

Note que

Ozn:AX,':b—a
i=1

o L(P,f) < U(P,f) pois mi < M;,; 1 <i<n.
e m=inf f(x)e M=sup f(x), m<m<M; <M, 1<i<n.
XG[S,b] xE [a b]

m(b—a)<L(P,f) ZmAx,<ZMAx, U(P, f)< M(b—a)

e Os conjuntos { U( 73, f :Peﬁ[a’b]} e {L(P,f):PePpy}
sdo limitados inferiormente e superiormente, respectivamente,
onde P, ) = {P : P ¢é particdo de [a, b]}.
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Introducdo: A integral de Riemann

Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizz

A integral de Riemann-Stieltjes

Definimos a integral superior de Riemann de f em [a, b] por

b
f(x)dx = inf U(P,f
| Fede = inf u(p.£)
e a integral inferior de Riemann de f em [a, b] por

b
/ f(x)dx = sup L(P,f).
a Py

Dizemos que f é Riemann integravel em |[a, b| se

/abf(x) dx = /abf(x).

O valor comum acima é chamado integral de Riemann de f em

b
[a, b] e denotado por / f(x) dx
a
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Introducdo: A integral de Riemann
Integral de Rieman-Stieltjes: Defini¢do e caracterizacdo

A integral de Riemann-Stieltjes

([, b])={f € B([a, b],R):f Riemann integravel em [a, b]}.

Nem toda func3do limitada é Riemann integravel. De fato, seja
f :]0,1] — R dada por

f(x) =

0, para xe€QnJo,1]
1, para xe€ln|o0,1].

E claro que f & limitada em [0, 1]. Mostremos que f ndo é
Riemann integravel em [0, 1].
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Introducdo: A integral de Riemann
Integral de Rieman-Stieltjes: Defini¢do e caracterizacdo

A integral de Riemann-Stieltjes

De fato: Se P = {0 = xo, x1,"*+ , Xn = 1} € P[g 1}, como
M; = supyep 1] f(x)=1em=infcp, |« f(x)=0,

n n
U(P, f) = Z M,’ AX,' = Z AX,' = 1,
i=1 i=1
L(P,f)=> miAxi=> 0Ax =0
i=1 i=1
Sendo assim,

1 1
/ f(x)dx = 1#/ f(x)dx =0.
0 JO
e f ndo é Riemann integravel em [0, 1].
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Introducdo: A integral de Riemann

A integral de Riemann-Stieltjes Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacao

Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacao

A seguir apresentaremos a integral de Riemann-Stieltjes. Seja
a : [a, b] — R n3o-decrescente. Claramente « é limitada em [a, b].

Dada P = {x0,x1, " , Xn} € P[ap], Para 1 < i < n, seja
Aca; = a(x;)) —a(xi—1) >0, 1<i<n.
e, dada f € #([a, b],R), defina

U(P,f,a) = ZMA@,,

L(P,f,a) = Zm,Aa,,

com Mj = sup f(x), mj= inf f(x), como antes.
X€E[Xi_1,] x€[xi—1,%i]
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Introducdo: A integral de Riemann
Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacido

A integral de Riemann-Stieltjes

Note que

> Aai = a(b) - ofa)
i=1

L(P,f, ) :Z m;Aa; < Z MiAa;=U(P,f,a)
m[a(b ]—ZmAa,<ZMAa, U(P,f,a)
L('P, f7 Oz) :Z miAo; <M Z Aaj=M [a(b)—a(a)]
i=1 i=1

onde m = inf,c[, ) f(x) € M = supc[, 5 f(X), como antes.
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Introducdo: A integral de Riemann
Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacido

A integral de Riemann-Stieltjes

Disto segue que os conjuntos
{L(P,f,a); P € Plap} e {UP,f,a); P € Pt

sdo, respectivamente, limitado superiormente e inferiormente em
R. Logo definimos a integral superior e a integral inferior de
Riemann-Stieltjes da fungdo f em [a, b], relativamente a « por

b b
/ fda = inf U(P,f,a)e/ fda = sup L(P,f,a).
a rPey Ja PeP
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Introducdo: A integral de Riemann
Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacido

A integral de Riemann-Stieltjes

A fungdo f é Riemann-Stieltjes integravel em |a, b],

relativamente a o se
) b
/ fda :/ fda,
a Ja

e o valor acima é chamado integral de Riemann-Stieltjes de f
em [a, b], relativamente a fungao «a. e sera denotado por

/a "¢ dar o / ’ f(x) da(x)
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