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Medida Exterior O Lema do Recobrimento de Vitali

Medida Exterior

Se | = (a, b) defina ¢(/) = b— a. Dado A C R existe uma familia
contavel de intervalos abertos que cobrem A. Seja %4 a colegdo de
todas as coberturas contdveis de intervalos abertos de A.

m*(A) = inf{ZE(/,,) () € %A}

E claro que m*(@) = 0, m*((a, b)) < b—a, m*({x}) =0, Vx e R
e que, se A C B m*(A) < m*(B).
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Medida Exterior O Lema do Recobrimento de Vitali

Lema
m*[a, b] = m*(a, b] = m*[a, b) = m*(a,b) = b — a.

Lema
Se {A,} € uma familia contavel de subconjuntos de R ent3o

m* (U A,,) < Z m*(Ap)

Coroldrio
1) Se A C R € enumeradvel, m*(A) = 0.

2) Se {A,} € uma familia contdvel de subconjuntos de R e
m*(An) =0, Vn entdo m*(|J, An) =0
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Medida Exterior O Lema do Recobrimento de Vitali

O Lema do Recobrimento de Vitali

Lema (Recobrimento de Vitali)

Seja E C [a, b], consequentemente m*(E) < b—a. Se .% é uma
cobertura de E por intervalos ndo degenerados e tal que, dados
x€ Eee>0, existe| € .7 tal que x € | e {(]) < e. Ent3o, dado
€>0, existe uma colecdo finita e disjunta{h,..., Iy} C.¥ tal que

m" (E\Q/J <e
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Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lema
Se f : [a, b] = R é mondtona, entdo f € diferencidvel exceto
possivelmente em um conjunto E C [a, b] com m*(E) = 0.

Prova: Faremos apenas o caso f nao-descrescente. Considere

—  —— f(x+h)—f(x) —  — f(x)—f(x — h)
d¥f(x)=lim == e d ()= fim —me——
if(x):hi_”(; f(x—i—/;)—f(x) . d__f(X)=hi_n3+ f(x)—I;(x—h).

Provemos que o conjunto dos x € [a, b] tais que d—f(x) <dtf(x)
ou d—f(x)>d"f(x) tem medida exterior nula.
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Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Vamos apenas considerar o conjunto E dos pontos x € [a, b] para
os quais d*f(x) > d~f(x), o caso restante serd deixado como
exercicio. O conjunto E é a unido dos conjuntos

E,, = {x cdTf(x) > u>v> d;f(x)}
para todos os racionais u e v. Logo, é suficiente mostrar que
m*(E,,) = 0. Seja s = m*(E,,), escolhendo € > 0, E, , estd

contido em um aberto O com m*(0) < s + .

Para cada x € E, ,, podemos escolher h > 0 arbitrariamente
pequeno de modo que o intervalo [x — h, x| estd contido em O e

f(x)—f(x—h) <vh (1)

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Do Lema de Vitali, escolhemos uma cole¢do {/, ..., Iy} disjunta
desses intervalos cujos interiores cobrem AC E,, , com m*(A)>s—e.
Somando (1) para todos estes intervalos

N N
D I ) = F(xa— Bl <V hy < vm*(0) < v(s +e).
n=1

n=1

Agora, cada y € A e k arbitrariamente pequeno [y,y + k] C I, e

fly + k) — f(y) > uk. (2)
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Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Usando novamente o Lema de Vitali temos uma colecdo disjunta
{1, -+ ,Im} desses intervalos cuja unido contém um subconjunto
de A com medida exterior maior que s — 2e. Somando (2) para
todos esses intervalos temos

M
Zf(y,-—i-k,-)—f(y,-) > qu,- > u (s — 2e).
i=1

Cada intervalo J; estd contido em algum intervalo /, e, como f é
crescente, se somamos para todos os i para os quais J; C /,,, temos

D i+ ki) = £ (yi) < £ (xn) = £ (Xn — hn)
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Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Logo
N M
Zf(xn) —f (X0 — hy) > Zf()/i + ki) — f (vi)
n=1 i=1

v(s+e€) > u(s — 2e).

Como isto vale para todo € > 0, vs > us. Como u > v, s = 0. Isto
(juntamente com o exercicio) mostra que

im f(x+ h) —f(x)
h—0 h

existe exceto possivelmente em um conjunto E com m*(E) = 0.
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Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Corolario

Seja | C R um intervalo aberto e f : | — R Lipschitz continua em
I. Ent3o f é diferencidvel exceto possivelmente em um conjunto E
com m*(E) = 0. A fun¢do derivada f' : I\E — R € limitada.

Corolario
Seja I C R um intervalo aberto e f : | — R Lipschitz continua em
I. Ent3o f € diferencidvel em um subconjunto denso de .
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