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Derivadas - N .
Funcdes derivdveis em intervalos

Derivada a direita e monotonicidade

Teorema

Se f : [a, b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
a direita D*f : [a, b) = R. Se D*f(x) < 0 (D*f(x) > 0) para
todo x € [a, b) e f(a) =0 entdo f(x) <0 (f(x) > 0) em [a, b).

Prova: Suponha primeiramente que D™f(x) <0 para todo x € [a, b).
Se o resultado é falso, existe a0 menos um x € (a,b) tal que f(x) > 0.
Seja xg = inf{x € (a, b) : f(x) > 0}.

Da continuidade de f, f(xg) = 0 e da defini¢do de xg existe uma
A . n—oo .
seqiiéncia x, € (xo, b) tal que x, — xp e f(x,) > 0. Assim

flon) =) _

D*f(x0) = nll>n<1>o Xp — Xo
n

o que é uma contradicdo. Logo, f(x)<0 para todo x € |a, b).
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Derivadas & S -
Funcdes derivdveis em intervalos

Agora consideramos o caso geral Df(x) < 0 para todo x € [a, b).
Neste caso consideramos a func¢do auxiliar f(x)=1(x)—e(x—a) e
temos que f.(x) < 0 para todo x € [a, b) e para todo € > 0.

Sendo assim f(x) < e(x — a), para todo x € [a, b) e € > 0. Disto
segue que para todo x € [a, b), f(x) < 0.

O caso restande serd deixado como exercicio.p;

A hipdtese de continuidade n3o pode ser retirada como estabelece
0 exercicio abaixo.

Exercicio
Encontre uma fungdo f : R — R que € diferencidvel a direita, tal
que D™f(x) < 0 para todo x # 0, D*f(0) = 0, f € positiva para

X—+00

x > 0 e negativa para x < 0 (f(x) "——=" £o0).
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Derivadas & S -
Funcdes derivdveis em intervalos

Corolario
Se f : [a, b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada

a direita Df : [a,b) — R. Se Df(x) < 0 para todo x € [a, b)
entdo f € ndo-crescente em [a, b).

Prova: Se a< ¢ < d < bseja g:[c,b) — R definida por

g(x) = f(x) — f(c) e Dg(x) < 0 para todo x € [c, b). Segue do
teorema que g(x) < 0 para todo x € [c, b). Em particular

g(d) = f(d) - f(c) <0p
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Derivadas & S -
Funcdes derivdveis em intervalos

Corolario

Se f :[a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
a direita D*f : [a, b) — R. Se D'f(x) > 0 para todo x € [a, b)
entdo f € ndo-decrescente em [a, b).

Prova: Exercicio.

Exercicio
Enuncie e prove resultados semelhantes aos anteriores para a
derivada a esquerda.
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Derivadas e o -
Funcgdes derivaveis em intervalos

A derivada tem a propriedade do valor intermediario

Teorema (Darboux)

Se f : [a, b] — R € diferencidvel com f'(a) # f'(b) entdo, para
todo C entre f'(a) e f'(b), existe c € (a, b) tal que f'(c) = C.

Prova: Suponha que f'(a) < 0 < f’(b). Segue que, para x
proximo a a em [a, b], f(x) < f(a) e para x préximo a b em [a, b],
f(x) < f(b). Logo, o ponto de minimo (que existe pelo Teorema
de Weierstrass) ¢ de f ocorre em (a, b) e portanto f’(¢) = 0. Para
o caso geral consideramos

e Se f'(a) < C < f'(b), g(x) =f(x)— C-x.

e Se f'(a) > C > f'(b), g(x) = C-x — f(x).
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Derivadas e o -
Funcgdes derivaveis em intervalos

A derivada nao tem descontinuidades de primeira espécie

Teorema
Se | é um intervalo e f : | — R € diferencidvel entdo f' ndo tem
descontinuidades de primeira espécie.

Prova: Se a é um ponto de acumulacdo a direita de / e

L™ = lim f’(x) existe, mostremos que L+ = f’(a).
x—at

De modo andlogo (exercicio), se a é um ponto de acumulago a

esquerda de / e L~ = lim f’(x) existe, mostre que f'(a) = L™.
X—a—
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Derivadas e o -
Fungdes derivaveis em intervalos

Se Lt > f'(a) e C € (f'(a), L) existe 6 > 0 tal que f'(x) > C
para todo x € (a,a+ 0). Escolhendo b € (a,a + d) temos que
f'(b) > C > f'(a) o que estd em contradicdo com o Teorema de

Darboux pois este implica a existéncia de ¢ € (a, b) tal que
f'(c) = C. Logo, f'(a) > LT.

Se f'(a) > LT e C € (L*,f'(a)) existe 6 > 0 tal que f'(x) < C
para todo x € (a,a+ ¢). Escolhendo b € (a,a+ §) temos que
f'(b) < C < f'(a) o que estd em contradicdo com o Teorema de
Darboux pois este implica a existéncia de ¢ € (a, b) tal que
f'(c) = C. Logo, f'(a) < L. Segue que L* = f'(a)
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Regra de L’Hospital
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas teoremas
fundamentais das fun¢bes diferencidveis em intervalos. A sua
demonstracdo decorre do seguinte resultado:

Theorem (Teorema do Valor Médio de Cauchy)

Se f,g : [a, b] — R sdo fungées continuas que sdo differencidveis
em (a, b), existe c € (a, b) para o qual

[£(b) — f(a)lg’(c) = g(b) — &(a)]'(c).
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Proof: Se

h(x) = [f(b) — f(a)lg(x) — [8(b) — g(a)lf(x) (a <x<b),

h é continua em [a, b], differencidvel em (a, b) e

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b).

Para provar o teorema temos que mostrar que h'(c) = 0 para
algum c € (a, b). Se h é constante isto vale para todo ¢ € (a, b).
Se h(x) > h(a) para algum x € (a, b), seja ¢ um ponto [a, b] no
qual h atinge o seu maximo. Como h(a) = h(b), c € (a,b) e

h(c) = 0. Se h(x) < h(a) para algum x € (a, b), escolhemos ¢ em
[a, b] para o qual h atinge o seu minimo. Exatamente como antes
ce(ab)ef(c)=0p
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

O resultado a seguir é um coroldrio imediato da prova do teorema
anterior.

Corolario (de Rolle)
Se f :[a,b] — R € continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) e

f(a)=f(b), entdo existird c€(a,b) tal que f'(c)=0.
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Corolario (do Valor Médio)
Se f :[a, b] — R € continua em |[a, b| e diferencidvel em (a, b),

entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) — f(a) = f'(c)(b - a),

ou seja

Prova: Basta tomar g(x) = x no Teorema anterior.
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Os fatos a seguir sdo conseqiiéncias do Teorema do Valor Médio.

Coroldrio
Se f : (a,b) — R € diferencidvel

(a) Sef'(x)>0, Vx€(a, b), entdo f ndo-decrescente em (a, b).
(b) Sef'(x)>0, Vx€(a, b), entdo f crescente em (a, b).

(c) Sef’(x)=0, Vx € (a, b), entdo f € constante em (a, b).
(d) Sef’(x)<0, Vx€(a, b), entdo f ndo-crescente em (a, b).
(e) Sef’(x)<0, Vxe(a,b), entdo f decrescente em (a, b).
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Prova: Para todos os casos note que, para quaisquer x1, x2 € (a, b),
do Teorema do Valor Médio, existe X entre x; e x» tal que

f(x2) —f(x1) = (%) 2 —x1) g

Observacdo (Teorema da Fung¢do Inversa)

Se | C R é um intervalo aberto, xo€ 1, f:1 — R é Cl e f'(xp) #0
entdo, existe 0 > 0 tal que f : (xo — d,x0 + 6) — R € injetora
f((xo — 0,x0 + 6)) = J € um intervalo aberto, e f~1:J — | é
continuamente diferencidvel com

(700 = e
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Regra de L’Hospital
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Regra de L'Hospital

Teorema
Sejam f e g sio diferencidveis em (a, b), e g’(x) # 0 para todo
x € (a,b), onde —co < a< b< +0 e

f/(X) x—a

(%) — A (1)

Se
f(x) =5 0e g(x) =50 (2)
ou se
g(x) =5 o0 (3)

09 xog

g(x)
O resultado permanece vdlido se x — b, ou se g(x) — —oo.

entao
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Regra de L'Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Prova: Primeiramente consideramos o caso —oo < A < +o0. Se
q>r> A, de (1) existe c € (a, b) tal que, se a < x < ¢ entdo
f'(x)
g'(x)
Se a < x < y < ¢, do Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe
t € (x,y) tal que

<r

)= fly) _ ()
£0)gly) g0 " )

Se (2) vale, vazendo x — a na desigualdade acima
f'
M<r<q (a<y<ec) (5)

gly)
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Regra de L'Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Se (3) vale, mantendo y fixo in (4), podemos escolher ¢; € (a,y)
tal que g(x) > g(y) e g(x) > 0 se a < x < ¢1. Multiplicando (4)
por [g(x) — &(¥)]/g(x), obtemos

f(x) ), fy)

m<r—rm+g—x) (a<x<a).

)
Usando (3), existe ¢ € (a, c1) tal que

M d X C
g <9 @<x<a) (6)
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Regra de L'Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Assim, (5) ou (6) mostram que, para qualquer g > A existe ¢, tal
que %<qsea<x<cz Do mesmo modo, —co < A< +o0 e
p < A, podemos encontrar ¢z tal que
f'
< f(x) (a<x<a).
g(x)

Disto segue o resultado.f
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Regra de L’Hospital
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Teorema de Taylor

Theorem
SeneN* f:[a bl - R é uma fungdo n — 1 vezes diferencidvel
em [a, b] e n vezes diferencidvel em (a, b) com ("1 :[a, b] - R
continua. Sejam a, 3 € [a,b], a # [ e

n—1

(o
Pty =3 (e - )

k=0
Entdo existe £ entre « e (3 tal que

(n)
(8) = p(s) + L)

(8 —a)".

Para n =1, teste é o teorema do valor médio. Em geral o teorema
mostra como aproximar f por polinémios e fornece uma maneira
de estimar o erro se conhecermos limitagbes para ‘f(”)(§)|.
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Prova: Seja M o nimero definido por
f(8) = P(B) + M(B — a)".
Fazendo
g(t)y=17(t)— P(t) - M(t —a)" (a<<t<b).

Precisamos mostrar que n!M = f(")(f) para algum £ entre « e 5.
Segue facilmente que

g (t)=f"(t) = nIM (a<t<b).
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Regra de L’Hospital

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias Teorema de Taylor

Para completar a prova basta mostrar que g(")(f) = 0 para algum
¢ entre ac e B. Como P (a) = fK)(a), k =0,...,n— 1, temos

gla)=g'(a)=---=g" () =0.

Nossa escolha de M implica que g(8) = 0 e, do Teorema do Valor
Médio, g’ (x1) = 0 para algum x; entre a e 3. Como g’(a) =0,
de modo semelhante, g” (x2) = 0 para algum x; entre « e x.
Depois de n chegamos a conclusio que g(” (xn) = 0 para algum
Xp entre a e x,_1, isto é, entre av e 3.
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