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Definicao

Definicdo (Derivada)

Sejam f: Df — R uma funcio e p € Dy um ponto de acumulacdo de

Dy¢. Se existir o limite ' lim M
X—p p

=L e R, diremos que L € a

derivada de f em p e escreveremos

vy g f)—=f(p) . f(p+h)—Ff(p)
o) =L=lm = —p  —im h
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A funcao derivada

Ja definimos a derivada de f : Df — R em pontos p € Dr que
também s3o pontos de acumula¢do de Df. Sendo assim, se

Df = {x € Df : x é um ponto de acumulagio de Dr

e lim ﬂﬂh_uﬁ existe.} C Dr

h—0
definimos a funcio ' : Dy — R por

f’(x)zAi_r)nO f(x—l—hi),—f(x)’

x € Dyr.
A funcdo f’ é ditafuncdo derivadaou simplesmente derivadade f.
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Agora provamos que diferenciabilidade implica continuidade:
Teorema

Se f for diferencidvel em p € Ds, entdo f serd continua em p.

7

Prova: Recorde que p € Df é um ponto de acumulacdo de Dr.

Vamos mostrar que lim f(x)=f(p) ou que lim (f(x)—f(p))=0.
X—=p X—p

Escrevemos, para x # p,

F(x) — F(p) = Lp(”) =)

Assim

Jim (F(x) = £(p)) = lim fx) = flp) lim (x

X—p X—p X—p

p)=f'(p)-0=0.

Portanto f é continua em p.
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Observacao: Note que ndo vale a reciproca . A funcio

f(x) = |x| é continua em x = 0 mas ndo ¢é diferencidvel em x = 0.

Exemplo (Critério Negativo)

Se f ndo € continua em p entdo f ndo é diferencidvel em p.

Exemplo
x> x<1,

é diferenciavelem x =17
2 x>1

A funcio [f(x) = {

Solucdo: Como

lim f(x)=1#2= lim f(x),

x—1- x—1t

f(x) ndo é continua em x = 1, logo n3o é diferencidvel em x = 1.
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Derivadas de Ordens Superiores

Seja f uma funcio derivdvel em Dg/. A funcdo ' : Dy — R € dita
derivada de f ou derivada primeira de f.

Ent3o, podemos definir a derivada de f’, que serd chamada
derivada segunda de f. Neste caso,

(FY () = ,li_r‘>10 f'(x+ hl)7 - f’(x),

quando o limite existir. Escrevemos " = f(?) = (')’ para denotar
a derivada segunda de f.

Para n € N*, a derivada n-ésima de f ser4 denotada por (",
quando esta existir.
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Férmulas e Regras de Derivacao

Teorema (Férmulas de Deriva¢do)
(a) f(x)=k= f'(x)=0,
(b) f(x)=x" = f'(x)=nx""1,

(c) f(x)=xY"=yx = f(x)= % Eh

(d) [f(x
(e) Fx
() f(x) = e = F(x) = e,

(g) f(x

=sen x = f’(x) = cosx,

=cosx = f’(x) = —sen x,
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Prova: A afirmativa (a) é trivial.

Prova do item (b). Lembremos que

yn X" — (y _ X)(yn—l +yn—2X+ . +an—2 _|_Xn—1)‘
Entao,

n__yn

f'(x) _}!@xy—y — —}!iLnX(y"_l +y "7 2x 4 x24T = XL

Prova do item (¢). Fazendo u = y/y e v = y/x temos, da
- 1 .
continuidade de x + xn, y = x = u — v. Assim

f’(x)—hm\/_ X _ ey E=Y L L 1.

y=x  y—x  u—svyl—vyn  opynlo o mdp
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Prova do item (d).

y=x ytx
, . seny—senx 256”( 2 ) COS( 2 )
f'(x)=lim = lim =COS X.
y—X y—X y—X y—X

Prova do item (e). Andloga ao item (d).
Prova do item (f).

: ex+h _ e . eh 1
Fi(x) = lim & % — e lim &= =
h—0 h h—0 h

. 0 h_
pois, lim < L—1.
h—0
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Prova do item (g).
f'(x) = limp_0 w I|mh_>0 In<X+h>.

h :
Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim
X

Tl
==
=

limpoin (1 +2)" = limy-0 Lin(1+ u)

1
u

= lim (1+1)" =

r—o0

pois, li_n)wo(l + u)
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Teorema (Propriedades da Derivada)
Sejam f e g funcgBes diferencidveis em p e k uma constante. Ent3o

(a) kf serd diferencidvel em p e

(kf)(p) = kf'(p), (Multiplicacdo por constante)
(b) f + g serd deriviavel em p e

(f+g)(p) =f'(p)+ &'(p). (Derivada da Soma)
(c) fg sera derivdvel em p e

(fg)'(p) = f'(p)e(p) + f(p)g’(p), (Derivada do Produto)

(d) (é) sera derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos

, (Derivada do Quociente).

g le(p

/ ! _ ’
< ; ) (p) = H2s) )f](p)g (p)
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Como lim %}i(”) =f'(p) e Ji_ryp‘%_;(p) = g'(p) , temos

X—>p

(a)  lim %ﬁﬂp) lim kM P i f(X) f(P) — Kkf'(p).

2=p a X—=p X—p
(b) lim (FR)-(F+8)(e) _ |y (F)-F(p)H(8(x)-8(p))
X—p X=p X—+p x—p

— lim (f(X) f(P) + lim (g(x) g(P)) —f'(p)-l-g( )

X—p X—p
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(c) Note que g é continua em p. Logo limg(x) = g(p) e
X—p

X—p =P X—p A

lim f(x)e(x)=f(p)e(p) lim (%Z(P)g(x) + f(p)g(x):g(p)>

— tim T fim g(x) + £(p) lim EI=E(R)

x—p X7P  x—=p X—p

= f'(p)g(p) + f(p)g'(p)
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(d) Como g é continua em peg(p)+#0, I|m L

pg() ~ &)
f(x)_f(p)
I RO f(x)g(p)=f(p)g(x) _ 1
linpgx—ip o JTQp( x—p g(X)g(p)>

— |im((f<x>—f(p))g(p)—f(p)(g(x)—g(p)) ) )

o x—p g(x)e(p)
r =f(P) o (p) — £(p)E)=£(R)) __1
- )!inp«—g(P) f(P) 55— )g(x)g(,,))

_ (“mMg(p) f(p)hm XX i(P)))!T;lpg(x)g(p)

X—>p

= (f'(p)g(p) — F(P)&'(P)) zioy
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A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma maneira de calcular a derivada
da fun¢do composta h=f o g em termos das derivadas de f e de g.

Teorema (Regra da Cadeia)

Sejam f : Df — R e g : Dy — R diferencidveis com Im(g) C Ds.
Se g é diferencidvel em p, g(p) € ponto de acumulagcdo de Dy, f é
diferencidvel em g(p) e h=f o g, entdo h é diferencidvel em p e

h'(p) = f'(g(p))g’(p). (1)
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De fato: Faca g = g(p). Sejam o, e o definidas em vizinhangas
de 0 com limy_,0 0g(h) = 0 e limy_,0 o (k) = O tais que
g(p+h) =g(p) +[g'(p) + ag(h)]h e
f(g+ k) = f(a) +[f'(q) + or (k)] k.
Fazendo k=g(p+h)—g(p) =[g’(p)+0oz(h)]h temos g(p+h)=qg+ke
f(g(p+h))=Ff(q+ k) =f(q)+[f(q) + or(k)]k
=f(q) + [f'(a) + or(K)llg'(p) + og(h)]h
=f(g(p))+1'(g(p))g'(p)h
+[or(g(p+h)—g(p))lg'(P)+ g (M)]+f'(q)og(h)]h

Agora, se orog(h)=[or(g(p+h)—g(p))lg'(p)+ag(h)]+F'(q)og(h)]
temos que ili_r}no ofog(h) =0
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Derivada da Funcao Inversa

Seja f : Df — R uma fun¢do que tem inversa, Ds—1 = Im(f) e
f~1: Df-1 — R. Entio, para todo x € Df1,

f(F1(x)) = x.

Vimos que se f é continua (em um compacto), f~1 é continua.

Se, além disso, f e f—! forem derivaveis pela Regra da Cadeia,

PN () = 1.
Logo, f/(f~1(x)) #0e

(1Y) = 7y
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Para estudar a diferenciabilidade de f ~lusamos o resultado a seguir.

Proposi¢do (Derivada de fungdes inversas)

Seja f injetiva, p um ponto de acumulagdo de Im(f). Se f for
diferencidvel em q = f~Y(p) e f~1 é continua em p, entdo =1 é
diferencidvel em p se, e somente se, f'(f~1(p)) # 0. Neste caso

1

(F1(p) = FiF1(p))

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



A fungdo derivada
Derivadas de Ordens Superiores

Férmulas e Regras de Derivagao
Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Fungdo Inversa

Derivadas

De fato: Se f/(f~1(p)) # 0, como f~1 é continua em p,
l|7im0f_1(p+ h) = f~Y(p). Usando f(f~1(x)) = x, x € Ds-1, temos
ﬁ

lim
h—0 h—0

1
f(f—Y(p+h))—F(f1 1(f—1
h—0 (f_ffpﬂ),;_f(_l(pgp)) f'(f=1(p))

(F1Y(p) = lim 1<P+h)—f-1<p):. |

h
i_l(P‘i‘h)—f_l(P)

Por outro lado, se f~1 é diferencidvel em p, da regra da cadeia
aplicada afofttemos f/(F1(p))-(F1)(p)=1e
f'(f~1(p)) # 0.
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Exemplo
1

Se g(x) = X7, entdo g'(x)= “xi L 2<neN.
n

Recorde que, x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar.

Solugdo: Note que g(x) = xn = f~1(x) onde f(u) = u". Entdo

1 1 1 1

TF(F))  aGayl aR) n

g'(x)=(f1)(x)
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Exemplo

1

Mostre que a funcdo f : [—7, 5] — [~1,1] definida por
f(x) =senx, x € [-5, 5], € bij

De fato: Ja sabemos 'f é continua e que Im(f) C [-1,1].

Como f(—%)=—1e f(5)=1, do teorema do valor intermedidrio
que Im(f) D [—1,1] e que f é sobrejetora.

Para verificar que f é injetora observamos que se x,y € [-5,5

x>y, entdo 53X € (0,%) e I € (—Z, ). Logo

senx — seny = 2sen (*5¥) cos (33¥) > 0.
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Exemplo
A linversa da funcdo f(x) = sen x, para x € [, 5], é a funcdo
g(x) = arcsen x, para x € [-1,1]. Qual € a derivada de g(x)?
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Solucdo: Aplicando a Proposi¢io 1.

1

Iy —
arcsen x = cos(arcsen x) -

Agora, 1=cos?(arcsenx)-+sen?(arcsenx)=cos?(arcsen x)+x>2,
logo cos(arcsenx) = v/1 — x2 pois cosy > 0 para —5 < y < 5.

2
Portanto,

1
1—x2°

arcsen’x =

De maneira andloga podemos definir as fun¢Ges trigonométricas
inversas do cos x, tgx, sec x e cotg x, denominadas arccos x, arctg
X, arcsec X e arccotg x.
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Exemplo

Seja f : R — R dada por f(x) = x3. J4 sabemos que f é continua.
Como

F(x) = f(y) = (x = y)(* + xy + y?)

— (- )+ L2 2y2)

2/ T4
= DG AP

Segue que x # y implica f(x) # f(y) e f € injetora.
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Note ainda que limy_, 1 f(x) = £00 e, do teorema do valor
intermedidrio, f é uma bijecdo de R em R. Segue ainda que
f~1:R — R é continua pois ela é continua em qualquer intervalo
compacto. A inversa de f é denotada por f~1(x) = X3 = Vx. Do
teorema sobre a derivada da inversa e do fato que f'(x) = 3x?
deduzimos que f~1:R — R é diferencidvel se, e somente se,

x € R\{0} e, para estes valores de x,

(F 1 (%)
s > 1 1 1
3o\ _ _
) = F100) =395 2~ 3 ©
<~
f=1(x)
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Seja f : D — R. Dizemos que f tem um maximo (minimo) local
no ponto d € D se existe § > 0 tal que f(x) < f(d) (f(x) = f(d))
para todo x € D, |x — d| < 0. Quando a desigualdade é estrita
dizemos que f tem um maximo (minimo) local estrito. Os
maximos e minimos locais serao chamados de valores extremos e
os pontos onde a funcdo assume valores maximos ou minimos
serdo chamados de pontos de maximo ou de minimo.
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Segue diretamente da defini¢do de derivada (derivada a direita) que:

e Se f:D—R é ndo-decrescente (ndo-crescente) e é
diferencidvel em um ponto d € D entdo, f'(d) >0 (f'(d)<0).
Vale o mesmo resultado para fungdes diferencidveis a direita.

e Se f : D—R é derivdvel a direita (esquerda) em um ponto
deDe f'(d*)>0(f'(d7)>0) entdo existe § >0 tal quexe€D,
x€(d,d+0) (x € (d—6,d)) implica f(x)>f(d) (f(x)<f(d)).

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto
deD e f'(d")<0 (f(d7) <0) entdo existe§ >0 tal quexe D,
x€(d,d+0) (xe(d—4,d)) implica f(x)<f(d) (f(x)>f(d)).
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e Se f:D—1RR é derivdvel em um ponto d€ D, d é ponto de
acumulag3o a direita e a esquerda e f'(d) > 0, existe 6 >0 tal
que x,y€D, d=d<x<d<y<d+d=f(x)<f(d)<f(y).

e Se f: D — R é derivavel em um ponto d € D, d é um
ponto de acumulacdo a direita e a esquerda e f tem um valor
extremo local em d ent3o e '(d) = 0.
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