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Definicao

Seja A C R.
1) Um ponto a € A € interior a A se existe r > 0 tal que
(a—r,a+r)CA
2) O conjunto A € aberto se todos os seus pontos sdo interiores.
3) O conjunto A € fechado em R se seu complementar € aberto.
4) O interior A° de A € o conjunto dos pontos interiores a A.

5) O fecho A de A € a intersecio de todos os fechados que
contém A.
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Teorema
Seja N um conjunto e {Ax}xea uma familia de conjuntos.

1) Se cada Ay € aberto, UycpAy € aberto.

2) Se cada Ay € aberto e A é um conjunto finito, NxepAy €
aberto.

3) Se cada A) é fechado, NycpAy € fechado.

4) Se cada Ay € fechado e N é um conjunto finito, UycpAy €
fechado.

Exemplo

Todo intervalo aberto é aberto. O interior de [a, b] € (a, b). O
interior A° de A é o maior aberto contido em A. O fecho de A € o
menor fechado que contém A.
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Teorema
Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira tnica,
como unido enumeravel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada A,
Ix = (ax, by) é um intervalo e p € Nyealy entdo Uprepaly = (a, b)
onde a=infycp ay e b=sup,cp by. De fato, é claro que
Uxealy C (a, b). Para provar a outra inclusdo note que p € (a,b) e
se x € (a,b), ou x < pou x > p. Agora,
se x < p, do fato que a = infycp ay < x, existe u1 € A tal que
a, <x<p<b,.
se x > p, do fato que b = supycp by > X, existe o € A tal
que a,, < p < x < by,.

Em qualquer dos casos x € Uxeply.
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Para o restante da prova, dado x € A seja I, a unido de todos os
intervalos abertos contidos em A e que contém x. Segue que

1) Iy = (ax, bx) C A,

2)sex,y€Aoulnl,=L=IloulnNl=0ae

3) Uxeal = A.
Tomando, para cada intervalo desta decomposicdo um Unico
racional vemos que A pode ser escrito como unido enumerdvel de
intervalos disjuntos. Para ver que esta decomposicdo é lnica basta

notar que cada intervalo aberto de uma tal decomposicao esta
contido em algum dos /x e ndo pode ser distinto de /.

Corolario
Se | é um intervalo aberto e | = AU B onde A e B sdo conjuntos
abertos e disjuntos entdo um deses conjuntos € vazio.
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Definicdo
Seja A C R um ponto p € R € aderente a A se existir seqiiéncia
{x,} em A tal que x, == p.

Sabemos que se p é ponto de acumulagdo de A entdo p é aderente
a A. Se p é aderente a A e p ndo é ponto de acumulacdo de A
entdo p € A. Todo ponto interior a A é aderente a A e é um ponto
de acumulacdo de A.

Teorema
Um ponto peR € aderente a A se, e s6 se, AN (p—e¢, pte)# D
para todo € > Q.

Corolario
Se A C R € limitado superiormente (inferiormente) entdo sup A
(inf A) € aderente a A.
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Teorema
O fecho A~ de A C R € o conjunto A dos pontos aderentes de A.

Prova: De fato, se x¢ A, existe ¢>0 tal que (x—¢, x+€)NA=0
segue que A é fechado e A~ C A. Se x ¢ A~ existe € > 0 tal que
(x—ex+e)NA=dexd A

Definicao

Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Diremos que A é
denso em B se B C A~
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Teorema
Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. S3o equivalentes

e Todo ponto de B € aderente a A.
e Todo ponto de B € limite de uma seqtiéncia de pontos de A.

e Paratodoe >0ebe B, (b—e,b+e)NAF#a.
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Teorema
Todo subconjunto B de R contém um subconjunto A que é
enumeravel e denso em B.

1
Prova: Dado n € N* temos que R = U [p Pt ) Para cada
PEZL n
p € Z e ne N* escolha x,p € [Z, ptl) N B quando esta intersecio

for ndo vazia. O conjunto A desses pontos é claramente denso em
B (paracadane N* e b€ Bexiste ac Atal que|a—b| <1)eé

enumerdvel (a colecdo de intervalos {[” P+1> pEZenc N*}

é enumeravel)
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Teorema
Seja F C R um conjunto fechado, nio vazio e sem pontos
isolados. Entdo F é ndo enumeravel.

Prova: Sejam x, y € F distintos, r = |x—y|/2 e F, =FN(x—r,x+r).
Segue que l:_y é ndo vazio e ndo contém pontos isolados. Seja F, a
unido de I:_y com os pontos de acumulagio de l:_y no conjunto
{x—r,x+r}. F, é claramente fechado e ndo tem pontos isolados,
é limitadoe y ¢ F.

Se F D {y1,y2,y3,- - } seja Fy,. Tendo escolhido Fy,,--- F, |, se
¥n & Fy, , escolhemos F, = F, | esey,c F, , escolhemos F,
fechado e sem pontos isolados tal que y, ¢ F,, C F,, ,. Para cada
n € N seja x, € Fy,. A seqiiéncia {x,} é limitada e portanto tem
uma subseqiiéncia {x,()} convergente com limite X. E claro que
X € NpenFy, e X # y, para todo n € N
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Coberturas e Compactos

Definicao
Seja A C R e A um conjunto, uma colecdo { Ay} e de conjuntos
é chamada uma cobertura de A se A C Uycp Ay

Se {Ax}ren € uma cobertura de A, N CN e ACUyen Ay,
{Ax}xen € dita uma subcobertura da cobertura { Ay} ch.

Se os conjuntos da cobertura sdo todos abertos a cobertura € dita
uma cobertura aberta.
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Teorema (Borel-Lebsegue)

Dada uma cobertura {I\} ep de [a, b] onde cada Iy é um intervalo
aberto existe N' C A finito tal que [a, b] C Uyeprly .

Prova: Seja A={x €|a, b]: existe N'C Afinito com [a, x] CUyen Iy}
E claro que A # @. Seja s = sup A. E claro que s € [a, b] e que
existe A\s tal que s € [_. Como /), é aberto [, N A # &. Segue
que s = b e que [a, b] estd contido em uma unido finita de /(s
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Corolario
Dada uma cobertura aberta {Ay}xen de [a, b] existe N C A finito
tal que [a, b] C Uy enAx.

Basta lembrar que cada aberto da cobertura pode ser escrito como
unido enumeravel de intervalos abertos (disjuntos).

Corolario
Dada uma cobertura aberta { Ay} epn de um conjunto fechado e
limitado F existe N C A finito tal que F C UycprAy.

7

De fato: Como F é fechado e limitado F C [a, b]. Como A = F€ ¢
aberto e [a, b] C UpyepAy U A temos que existe A’ C A finito tal que

[a,b] CUyvepANUA e F C UxenAxpg
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Teorema
Dado K C R sido equivalentes:

1) K é fechado e limitado.
2) Toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita.

3) Todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acu-
mulagdo pertencente a K.

4) Toda seqiiéncia de pontos de K possui uma subseqiiéncia
que converge para um ponto de K.
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Prova:
e 1) = 2): Segue diretamente do coroldrio anterior.

e 2) = 3): Se A C K é infinito e ndo tem pontos de
acumulag¢do em K, para cada k € K existe Iy = r, > 0 tal que
(k —r,k+re)NA={k} ou Iy N A= . Segue que

Ukek lk O K é uma cobertura aberta sem subcobertura finita.
e 3) = 4): Dada uma seqiiéncia de pontos {k,} em K ela
pode ter um ndmero finito ou infinito de valores. Em qualquer
dos casos possui uma subseqliéncia convergente.

e 4) = 1): E claro que K é limitado pois caso contrério

existiria uma seqiiéncia {x,} em K com xp € K e

|xn| = |xn—1] + 1 e esta ndo teria subseqiiéncia convergente.

Para ver que K é fechado simplesmente note que se x € K~
. A . n—oo

existe seqliéncia x, € K tal que x, — x, de 4), x € Kn
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Definicdo
Um conjunto é compacto se € satisfaz uma das condicées do
teorema anterior.

Corolario (Teorema de Bolzado-Weierstrass)

Todo conjunto infinito e limitado de numeros reais possui um
ponto de acumulagao.

Corolario
Toda seqliéncia decrescente de compactos ndo-vazios tem
intersecdo nao vazia.
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Continuidade e Abertos

Definicao
Seja ACR e B C A diremos que B é aberto em A se para cada
b € B existe um r, > 0 tal que AN (b—rp,b+rp) C B.

Note que.
e Todo conjunto é aberto nele mesmo.

e Se ACR e BCA, B é aberto em A se, e somente se, existe
um aberto Op de R tal que B=0OgnNA.

o Se A é aberto, B C A é aberto em A se, e somente se, B é
aberto em R.

Recorde que, sef: D —Ré uma funcdo, f ~{O)={de D:f(d) € O}.
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Teorema
SejaDCRef:D—R. Afungdo f € continua se, e somente se,
para todo aberto O de R, f~1(0) € aberto em D.

Prova: Se f:D—R é continua, O é um aberto de R e d € f~1(0),
entdo f(d)€ O e dado € > 0 tal que (f(d)—e, f(d)+€)CO, existe
d>0 tal que f((d —d,d + )N D) C (f(d) —¢,f(d) + ¢€). Isto

mostra que (d—d, d+0)ND C f~1(O) e que f~1(O) é aberto em D.

Por outro lado de f~1(O) é aberto em D para dada O aberto em

R, se d € D, dado € > 0 seja O = (f(d) — ¢, f(d) +€). Como

d € fY((f(d) — ¢, f(d) + €)) que é aberto em D existe § > 0 tal

que (d —d,d +30) N D C fY((f(d) — ¢, f(d) +¢€)), ou seja
x€D,|x—d| <d=|f(x)—f(d)] <e.

e f € continua em d .
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Continuidade e conexos

Teorema
Sel C R é um intervalo e f : | — R é uma fungdo continua entdo

f(I) € um intervalo.

Prova: Basta notar que, dados dois pontos f(a) # f(b) em f(/)
com a < b, tomando a restrigdo de f ao intervalo [a, b], do
teorema do valor intermedidrio, para todo k entre f(a) e f(b)
existe um c € (a, b) tal que f(c) = k, ou seja f(I) é um intervalo.
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Continuidade e Compactos

Teorema
Se K C R é um conjunto compacto f : K — R é uma funcio
continua entdo f(K) é compacto.

Prova: Seja {O, : A € A} uma cobertura aberta de f(K). Como,
para cada A € A, f~1(0,) é aberto em K existe Uy aberto em R
tal que UyxN K = f1(0,). Assim {Uy : A € A} é uma cobertura
aberta de K. Como K é compacto, existe A’ C A finito tal que
UxeaUx D K. Segue que {O): N €N} é uma subcobertura finita
da cobertura {O, : A € A} de f(K). Isto mostra que f(K) é
compacto.f
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Outra Pova: Seja {y,} uma seqiiéncia em f(K). Entdo existe
seqiiéncia {x,} em K tal que y, = f(x,). Como K é compacto,
{xn} tem uma subseqiiéncia {x4(n)} (¢ : N — N estritamente

. — — -
crescente) convergente com limite X € K. Como Xg(n) T,
n—oo

Yon) = f(Xg(m) — f(X) e {yn} tem uma subseqiiéncia
convergente com limite em f(K). Logo, f(K) é compacto.
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Teorema (Weierstrass)

Se K C R é um conjunto compacto e f : K — R € continua,
existem x1,xp € K tal que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x € K.

De fato: Como f(K) é compacto, L=sup{y:yef(K)} e

(=inf{y:yef(K)} pertencem a f(K). Logo, existem x1,x € K
tais que f(x1) = ¢ < f(x) < L= f(x2), para todo x € K.
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Teorema

Se f: K — R é continua e injetiva e C = f(K) entdo
f~1:C — R € continua.

De fato: Se C 5 ¢, = f(k,) == ¢ = f(k) € C entdo {k,} é uma
seqliéncia em K e portanto tem uma subsequéncia convergente
com limite em K. Para qualquer ¢ : N — N estritamente crescente
e tal que {k¢(n)} é convergente com limite k, temos que

nll>ngo f(k¢(n)) = f(k¢) =C= f(k) (S k¢ = k.
=C¢(n)
Logo, o conjunto dos valores de aderéncia da seqiiéncia {k,} é o
conjunto unitdrio {k} e portanto f~1(c,) =k, — k=rf"1(c). Isto
mostra que f 1 : C — R é continua.
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