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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Limites de Funcdes

Defini¢do (Limite)

Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma fungdo e p um
ponto de acumulagdo de D. Diremos que o limite de f(x)
quando x tende p é L se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que

xeDe 0<|x—p|<d, = |f(x)—1Ll<e
Dito de outra forma, dado € > 0 existe § = d(¢, p) > 0 tal que
f(DN(p—39,p+0)\p) C(L—¢€L+e).
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Propriedades do Limite

Sejam f;: D — R, i=1 e 2, funges. Suponha que p seja um ponto
de acumulagdo de Dy N Dy, e que lim fi(x) = L;, i = 1,2. Entdo:
X—p

1) )!i_r}np(fl + h)(x) = )!i_n)wp f(x) + Ji_r)np f(x) = L1 + Lo.
2) Ii_r}n k fi(x) = k L; onde k = constante.
x—p

3) lim fi(x) - () = fim A(x)- lim £() = L1 - Lo

lim f1(x)
. fi(X) X—p 1
4) lim = - L .
) x—>| p fz(X) )!illpl fz(X) L2 SR 7& 0
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o
nosso trabalho, vamos fazer a demonstracido das mesmas para
poder utiliza-las, livremente.

Prova de 1): Ji_r)np(fl + h)(x) = )!i_rpp fi(x) + )!i_r)np fa(x) = L1 + L

Dado € > 0 seja §; > 0 tal que

x€Dg, 0<|x—p|<é = |filx)-L| < 5,i=12

Escolha 6 = min{d1,d2} . Entdo

XEDflﬂDﬁ:Dfﬁ_fz, 0<|X—p‘<(5:>
((h+R)() - (Li+ L) < hG) =L + () =L <7

€ €
=E€.
2 2
ou seja lim (fl + f2)(X) =11+ L.
X—p
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Prova de 2): Ii_r)n k fi(x) = k L; onde k = constante
x—p

Dado ¢ > 0 seja § > 0 tal que

x€ Dy 0<x—pl <5 = [AGIH] < i

Entao

x€ Dy, 0<|x—p|<é = |kfi(x)—kL1|=|k| [f(x) — L] <|k]| mT <€

ou seja lim (kfi)(x) = kL;.

X—p
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Prova de 3): lim (fi(x) - f(x)) = lim A(x) - lim fo(x) = L1~ Lo

Dado € > 0 seja 41 > 0 tal que
x€Dg, 0<|x—p|<dh = |Ax)— L] < min{m,l}.
e 62 > 0 tal que

x € Dp, 0<|x—p|<d = |f(x)= L] < min {rﬁmyl} :

Logo [|a(x)| < |fa(x) — Lo| + |L2| < |L2| +1 sempre que
XEsz, 0<|X—p|<52.
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Logo, se d=min{d1,02} , para x& D, NDyg, =Dy, .f,, 0<|x—p| <6,

(- R)(x) — (L1 L2)] < [(A(x) = L1)(x) + Li(H(x) — L2)]
< Jf(x) = Lil|a(x)] + [L1][f2(x) — Lo

< 1A0)=Laf (|L2]+1)+| L1 |f2(x) = Lo
< o (Il + D) + b arms
5 5 = €.
ou seja lim(f - H)(x) = L1 - Lo.

X—p
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

lim f1(x)
Prova de 4): lim f(x) X__>p = ﬂ , se Ly #0.
x—p fr(x) |[>n f(x) L,
P

Dado € > 0 seja 41 > 0 tal que

xe€Dg, 0<|x—p|<d = \fl(x)—Lly<#
e 62 > 0 tal que
Dy, 0 < |x—p| <& f(x) — L in { kP Ll
x € Dp, 0 <|x=p| < &2 = [|fa(x) = Lao| < min{zq0rmy 2 |-

Logo, se x € Dy,, 0<|x—p|<d2

L2l < 180) — Lol + 18001 < 1201 1600 e L <]
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Logo, se 6 =min{d1,d2}, para x€ Dy, NDs, =Dy, ¢, 0<|x—p| <9,

fl(X)_ﬂ|:|(fl(X)—L1)L2+(Lz—fz(X))Lll

f(x) L |f(x)] | Lo
< NA) = Lif[La[+ L= A(X)[| L]

B |Lo| [L2|/2
|f1(x)—Li| |L1]
Lo |Lo]?
ella] 1 ella?> L] e
<2 — <=
=T 4 L TA(L 4+ 1) | L T2

<2 + 2| Ly —fr(x)

+ €.

6_
5=

ou seja lim(f - H)(x) = L1 - Lo.

X—p
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Teorema (Critério de Cauchy)

Seja D C R, f: D — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo

de D. O lim f(x) existe se, e somente se, f é de Cauchy em p,
X—p

isto € dado € > 0 existe 6 > 0 tal que x,y € D, 0<|x — p|<d e
0<ly = pl<d = [f(x) = f(y)| <e.

De fato: E claro que se lim f(x) = L entdo f é de Cauchy em p.
X—p

Reciprocamente, se f é de Cauchy em p e {x,} é uma seqiiéncia
em D\{p} que converge para p, {f(x,)} é de Cauchy e portanto
convergente.;
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Limites no infinito

Seja D um subconjunto ilimitado superiormente de R e f:D—R
uma fungdo. Diremos que o limite de f(x) quando x tende para
infinito é L € R se, dado € > 0, existe M = M(¢) > 0 tal que

xeD, x>M=|f(x)-L| <e.

Escreveremos
lim f(x) = L.

X—>00

De modo anélogo, quando D ¢ ilimitado inferiormente, definimos

lim f(x) = L.

X——00

O limite de uma seqii€ncia é um caso particular de limite infinito.
Neste caso D = N € ilimitado superioremente.
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Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Limites infinitos

Seja D um subconjunto R e f: D — R uma fun¢do. Se p é um
ponto de acumulagdo de D diremos que f(x) diverge para +oo
quando x tende para p se, dado M >0, existe e=¢(M) >0 tal que

xeD, 0<|x—p|l<e=f(x)>M.
Escreveremos

lim f(x) = +o0.

X—p

De modo analogo definimos

lim f(x) = —oc.

X—p
Se D ¢ ilimitado superiormente (inferiormente) definimos também

lim f(x)=+o0 (XlirPOo f(x) = £00).

X—=400
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Limites Superior e Inferior

Limite Superior e Limite Inferior

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma fun¢do. Se p é um
ponto de acumulacdo de D. Suponha que exista um Jg > 0 tal que

sup{f(x) : x € D,0 < |[x — p| < o} < o0
Ent3o, existe (ou diverge para —c0) o limite

lim f(x) := 6in8+sup{f(x) :x € D,0< |x—p| <4}

X—p

Escrevemos lim f(x)=+o00 quando f ndo é limitada superiormente
X—p

em nenhuma vizinhanga de p.
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Limites Superior e Inferior

Semelhantemente, se

inf{f(x) :x € D,0 < [x —p| <d} >—o0,
definimos (podendo ser +00)

lim f(x) := él_i>rg+inf{f(x) :x € D,0< |x—p|<d}

X—p

Escreveremos lim f(x) = —oo quando f n3o for limitada
X—p

inferiormente em uma vizinhanca de p.
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Limites Superior e Inferior

Valor de Aderéncia

Definicao

Dizemos que y € R é um valor de aderéncia de f no ponto p se

existe seqiiéncia {x,} em D\{p}, x, =3 p e Ii_}m f(xn) =y.
n—oo
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Limites Superior e Inferior

Teorema
SejaDCR, f:D—Ruma funcdo ep um ponto de acumulacio deD.

1) Se (€ um valor de aderéncia def em p, lim f(x) < /< lim f(x).
XxX—p X=p

2) Se f € limitada em uma vizinhangca de p entdo @f(x) e
x—p

lim f(x) sdo valores de aderéncia de f.
X—p

3) lim f(x) existe se, e somente se, f € limitada em uma vi-
X—p

zinhanga de p e o conjunto dos valores de aderéncia de f em p

€ unitario.

4) Se f € limitada em uma vizihanca de p, dado ¢ > 0 existe

d > 0 tal que limf(x) —e < f(x) < limf(x) + € para todo

x €D com0 < |x—p| <.
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Limites Superior e Inferior

Prova de 1): Se lim f(x) = / e limy_,f(x) = L, dado € > 0
existe . > 0 tal q)l::p
I —e<inf{f(x):xe€D,0<|x—p|<d}</+e¢
L—e<sup{f(x):xeD,0<|x—p|<d}<L+e
V0 <6 < 6. Escolha §g < d.. Se £ é um valor de aderéncia de

em p, existe x, € D\{p}, x, == p, com f(x,) =3 ¢. Seja

N € N tal que |x, — p| < do, Vn > N. Logo, Vn > N,

I —e<inf{f(x):xe€ D,0<|x—p|<dp}
< f(xn) <sup{f(x):xe€D,0< |x—p| <} <L+e

Segue que /| — e < £ < L+ ¢ para todo € > 0 e portanto / < £ < L.
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Limites Superior e Inferior

Prova de 2): Note que, para algum dp > 0 temos que
—oo<inf{f(x):xeD,0< |x—p|<do} <sup{f(x):xeD,0<|x—p|<do} <o0.
Como

(0,90) 20— inf{f(x):x€D,0< |x—p|<d} é ndo-decrescente e
(0,00)30—sup{f(x):xeD,0<|x—p|<d} é ndo-crescente,

existem os limites
lim inf{f(x):xeD,0< |x—p|<d}=1e
d—0t

lim sup{f(x):x€ D,0< |x—p|<d} =1L
d—0T
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Limites Superior e Inferior

Como p é um ponto de acumulagio de D seja {x,} e {xt}
seqiiéncias em D tais que 0<max{|x!—p|, [x5—p|} < ‘%0 e

8 8 1
inf{f(x):XED,0<|x—p|<70}<f(x,’,)<inf{f(x):x€D,0<|x—p|<70}+;

8 1 )
sup{f(x):xGD,0<|x—p|<70}—;gf(x,f)gsup{f(x):xeD,0<|x—p|<70}

O resultado agora segue tomando o limite nas espressdes acima.p

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Limites Superior e Inferior

Prova de 3): Se o limite existe entdo f é limitada em uma
vizinhanca de p e todos os valores de aderéncia coincidem e em

particular o lim f(x) = lim f(x). Por outro lado, se f é limitada
X—=p X—p
em uma vizinhanga de p e o conjunto dos valores de aderéncia é

unitario I|m f(x) = I|m f(x) e todos os valores de aderéncia
—p
c0|nC|dem. D|sto segue que o limite existe.
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Limites Superior e Inferior

Prova de 4): Se lim f(x) = / e limy_,f(x) = L, dado € > 0
X—p
existe &, > 0 tal que

I —e<inf{f(x):xeD,0<|x—p|<d}</+e
L—e<sup{f(x):xeD,0<|x—p|<d}<L+e

V0 < <d. Segue que, parad <d.ex€ D, 0<|x—p| <9,

| —e<inf{f(x):xe€ D,0< |x—p| <} <f(x)
<sup{f(x): x€ D,0 < |x —p| <0} < L+ep
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Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Defini¢do (Continuidade)
Seja f : Df — R uma fungdo e p € Dy. Diremos que f(x) é
continua em p se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que

x€Drel|lx—p|<d, = If(x) —f(p)| <e.

Observacao
Note que,

se p € Df é um ponto de acumulagcdo de Dy, entdo f € continua
em p se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p) e

se p € um ponto isolado de D entdo f € continua em p.
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Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Exemplo

(a) A fungdo f
(b) A fungio f
(c) A fungdo f
(d) A fungio f

x) = k € continua em x = p para cada p € R.
x) = x € continua em x = p para cada p € R.

x) = x+ 1 é continua em x = p para cada p € R.

—_~ o~ —~

x) = x? é continua em x = p para cada p € R.

x?—1
(e) A fungdo f(x) = x—1 X 71 nso é continua em
0 sex=1

x =1 pois lim f(x) =2 # 0= f(1).
x—1

Exercicio: Verifique cada uma das afirmativas do exemplo anterior
utilizando os resultados dos exemplos anteriores para as mesmas
funcoes.
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Funcgdes - Limites e Continuidade FEpiEibis i (i

Propriedades do Limite

Recordemos as propriedades do limite.
Sejam f;: D — R, i=1 e 2, funges. Suponha que p seja um ponto
de acumulacdo de Dy, N Dy, e que Ii_r>n fi(x) = L;, i = 1,2. Entdo:
x—p
1) )!inp(fi + h)(x) = )!@p f(x) + J[)np f(x) = L1 + Lo.
2) lim k fi(x) = kL1 onde k = constante.
X—p
3) Jim A(x) £(x) = lim fi(x) - im A(x) = Ls - Lo
k) Am Ak

4) i = =1 L, #0.
) 500 lim ()~ L se 270

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Funcgdes - Limites e Continuidade FEpiEibis i (i

Propriedades da Continuidade

Corolario

Sejam f;:Dg =R, i=1 e 2, fungdes. Suponha que p € D, N Dy, e
que f e g sejam continuas em p. Entdo f, + f, k-f, 1 - h e, se
fa(p) # 0, fi/f sdo continuas em p.
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Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Teorema (Limite da Composta)

Sejam f : Df — R e g : Dy — R fungées tais que Im(g) C D

L € Df. Se p é um ponto de acumulacdo de Dy, lim g(x) =
X—

é continua em L , entdo P

tim #(g00) = ( fm £00) = (L)

De fato: Como f é continua em L, dado ¢ >0 existe dr >0 tal que
y €D, |y—L<d = [f(y)—f(D)|<e
Como )!lnpg(x) = L, dado df > 0 existe §; > 0 tal que
x€Dg, 0<|x—p|<ds = |g(x)—L| <.
Desta forma, como Im(g) C D¢, Dfog = Dg e
X€ Dg=Drog,0< |x—p| <g = |g(x)—L| <dr = |f(g(x))—Ff(L)|<e.
Logo im f(g(x)) = (L)
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Anulamento

~ - . O Teorema do Valor Intermediario
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

Recorde que:

Defini¢do (Continuidade)

Seja f: Df — R uma funcio e p € Ds. Diremos que f(x) é

continua em p se, dado e > 0 existe um § > 0 tal que
x€Df e |x—p|l<d, = |f(x)—Ff(p)<e.

Se p é um ponto de acumulacdo de Dy, f é continua em p se,
e somente se,

de fun¢des continuas

€ uma funcao continua.

Func¢des - e fungdes _ sao continuas.
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O Teorema da Conservagdo do Sinal
O Teorema do Anulamento

~ - . O Teorema do Valor Intermediario
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema (Teorema da Conservagdo do Sinal)

Seja f : D — R uma fung¢do continua e x € Ds tal que f(X)>0
(f(x) <0) . Entdo, existe 6 > 0 tal que f(x) >0 (f(x) <0)
sempre que x € Df e x € (X — 0, X + 0).

De fato: Como f é continua em X, dado _ existe

0 > 0, tal que
x € D, x € (x—0,x+0) = f(x) € (f(X)—¢, f(X)+e€)) = (0,21 (%)).

Isto prova o resultado.f
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Anulamento

~ - . O Teorema do Valor Intermediario
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

O Teorema Anulamento

Teorema (Teorema do Anulamento)

Se
f:[a,b] — R € continua e f(a)< 0 <f(b)

(f(a) > 0> f(b)), entdo, existe X € (a, b) tal que f(x) = 0.

De fato: Faremos apenas o caso f(a) < 0 < f(b). Seja

Note que @# AC [a, b] (pois f(b) >0). Seja z=inf A. Do Teorema
da Conservagdo do Sinal, z € (a, b) e z¢ A. Portanto f(z)<0.

Por outro lado, do Teorema da Comparagio, f(z) = lim f(x)>0
(pois x>z=x€A=f(x)>0). Logo, f(z)=07 *~
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O Teorema da Conservacao do Sinal
O Teorema do Anulamento

~ . . O Teorema do Valor Intermedidrio
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais

O Teorema do Valor Intermediario

Teorema (Teorema do Valor Intermediério)

Seja f : [a, b] = R uma fungdo continua e tal que f(a) < f(b)
(f(a) > f(b)) . Se f(a)<k<f(b) (f(a)>k>1(b)), entio existe
x € (a, b) tal que f(x) = k.

De fato: Considere a fungdo g(x) = f(x) — k. Entdo

e do Teorema do Anulamento, existe X € [a, b] tal que g(x) = 0.
Portanto f(X) = kg
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