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Seqiiéncias e Séries Produto de Cauchy de séries

Produto de Cauchy de séries

A seguir definimos o produto de Cauchy de duas séries numéricas.
Definicao

[e.e] [ee]
Dadas as séries E ap e E b, o seu produto de Cauchy é a série

n=0 n=0
o0 n
Z ¢, onde ¢, = Zakbn_k, Vn e N.
n=0 k=0

Observacao

Este produto, inspirado no produto de polinémios, surge de forma
natural quando estudamos funcbes dadas por séries de poténcias.
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Seqiiéncias e Séries Produto de Cauchy de séries

O produto de Cauchy de séries convergentes pode n3o ser
convergente. De fato, o produto de Cauchy da série > 72 o E/%

n
por ela mesma é

1 1 1 1
_(\/E+\/§ﬂ+ﬁ\/§+\/1> ’
de modo que

7(,1)" - %
o= Sk Dkt D)
Como , , ,
(n7k+1)(k+l):(g+1) 7(27/() S(ngl) .
temos
n 2 72(n+1)
|Cn|2k2:0m— nt2 s

e ¢, — 0 ndo converge para zero e Y ¢, ndo é convergente.
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Seqiiéncias e Séries Produto de Cauchy de séries

Teorema (B)

oo
Se E an € absolutamente convergente com soma A, g b, é

n=0 n=0
oo

convergente com soma B, ent3o o seu produto de Cauchy E Cn,

n=0
n

com ¢, = E axbp_k, n € N, é convergente com soma AB.
k=0

n n n
Prova: Se A,,:Zak, B,,:Zbk, Cn:ZCkeBn:Bn_

neN, entio A, — A, B'HOOBeﬂnrHOO

Queremos mostrar que C, —> AB.
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Seqiiéncias e Séries Produto de Cauchy de séries

Para cada ne N
CGh=ct+a+-+ac
= aobo + (aob1 + aibo) + -+ + (30bn + a1bp—1 + -+ + an—1b1 + anbo)
=ao(bo + by + -+ + by) +a1(bo + by + - - 4 by_1)
+ -+ ap_1(bo + b1) + anbg
=aoB,+a1Bp—1+ - a—1B1 + a,By
= a0(B + Bn) + a1(B + fn-1) + -+ + an(B + bo)
=(a+ai+ +an)B+ahs+afp-1+ -+ abo
= AnB + aoBn + a18n—1+ -+ an—181 + anfo-

Se ¥p = aofn + a1fn—1+ -+ + ap—181 + anfo, n € N.
Cn:AnB+'7n, neN.

e o resultado estard provado se mostrarmos que lim ~y, = 0.
n—oo
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Seqiiéncias e Séries Produto de Cauchy de séries

o o
Como E ap é absolutamente convergente seja a = E lan|
n=0 n=0

o
Como Z by, é convergente, dado € > 0, existe N € N, tal que

n=0
|Bn| = |Bn — B| < & sempre que n > N. Logo, para n > N,

[Vnl = |(Boan + - + Bnan—n) + (Bnt1an-n—1 + - -+ + Bnao)|
< |Boan + -+ + Bnan—n| + |Bnsillan—n—1] + -+ + | Bnllao]
< |Boan+ -+ Bnan—n| +€(Jan-n-1]| + -+ |ao])
< |Boan + -+ + Bnan—n| + ca.

logo 0 < limsup,,_, |7n| < €, para todoe >0e lim v, =0,
n—oo

completando a demonstracdo.f

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcdes - Limites e Continuidade 5 —
7 Propriedades do Limite

Limites de Funcdes

Defini¢do (Limite)
Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma fungdo e p um

ponto de acumulagdo de D. Diremos que o limite de f(x)
quando x tende p é L se, dado ¢ > 0 existe um § > 0 tal que

xeDe O<|x—p|<d, = |f(x)—L|l<e
Dito de outra forma, dado € > 0 existe § = d(e, p) > 0 tal que
f(DN(p—d,p+d)\a) C(L—¢ L+e).
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Critério negativo para existéncia de
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Note que:

e Se ndo existe um nimero real L tal que lim f(x) =1L
X—p

diremos que lim f(x) n3o existe.
X—p

e O ponto p n3o precisa pertencer a D e mesmo que pertenga
o valor de f em p n3o é importante para a definicao acima.

e Apenas os valores de f em pontos arbitrariamente préximos
a p sdo importantes para a definic3o.
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Teorema
Seja f : D — R uma fungdo e p um ponto de acumulagdo de D. O
limite de f(x) quando x tende a p, caso exista, € dnico. Este limite

serd denotado por lim f(x) = L.
X—p

De fato: Se L e L’ so limites de f(x) quando x tende a p, dado
€ > 0, existe 6 > 0 tal que

xe€De 0<|x—p|<d, = |f(x)—L<e e |[f(x)-L|<e.

Logo, dado € > 0, com a escolha de § acima e x € D satisfazendo
0 < |x—p| <9, temos

IL—L'|=|L—f(x)+f(x)=L|<|f(x) =L+ |l — f(x)] < 2e.

Isto mostra que L = L'
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Quando nos referimos a uma funcio, fica implicito que ela tem um
dominio especificado.

Dada a fungdo f : D — R, dado D’ C D denotaremos por
flpr : D — R a fun¢3o definida por f|p/(x) = f(x), para x € D'.

Nos referiremos a f|p/ como a restrigdode f : D - R a D'.

Segue imediatamente da definicdo que

Teorema (1)
Seja D um subconjunto de R, f:D—R uma fungdo, D' C D e p um

ponto de acumulagcdo de D’. Se lim f(x)=L entdo lim f|p/(x)=L
X—p X—=p
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcdes - Limites e Continuidade 5 —
7 Propriedades do Limite

Critério negativo para existéncia de limites

Teorema
Seja f : D — R uma funcdo, D' e D" subconjuntos de D e p € R
um ponto de acumulacido de D’ e de D".

oSe
e um dos limites lim f|p/(x) ou lim f|pr(x) ndo existe ou
X—p X—p
e ambos existem e lim f|p/(x) # lim f|pr(x)
X—p X—p

entdo o limite lim f(x) ndo existe.
X—p

eSe (D' U D")\{p} = D\{p}, o limite Ii_r)n f(x) existe se, e
x—p
somente se, lim f|p/(x) e lim f|pr(x) existem e lim f|p/(x) =
X—p X—p X—p
lim f|D//(X).

X—p
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Prova: A prova da primeira parte segue diretamente de (1). Para

a segunda parte, existe lim f(x) = L se, e somente se, dado € > 0,
X—p

existe 0 > 0 tal que
xeD, 0<|x—p|<d = |f(x)—L|<e,
se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que

xeD 0<|x—p|l<d = |f(x)—L <e = |flp(x)—L|<e¢

e
xeD" 0<|x—p|<d = |f(x)—L| <e = |f|lpr(x)—L| <e.

se, e somente se,

lim Flo/(x) = fim flor(x)
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcdes - Limites e Continuidade 5 —
7 Propriedades do Limite

Limites Laterais

Se DCR, diremos que p€R é um ponto de acumulac3o a direita
(esquerda) de D se é um ponto de acumulagdo de D;L:Dﬂ(p, 00)

Seja f: D — R uma fungdo e p é um ponto de acumulag3o a

direita (esquerda) de D. O limite de f(x) quando x tende a p
pela direita (esquerda) ¢é

lim f(x):= lim f\D;r(x) ( lim f(x):= lim f]Dp(x)>

x—pT X—p X—p~ X—=p
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Critério negativo para existéncia de
Li s Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Corolario
Seja f : D — R uma fungdo e p € um ponto de acumulagdo a
direita e a esquerda de D. Entdo
lim f(x
Jim (x)
existe se, e somente se, existem os limites laterais a direita e a

esquerda e
lim f(x)= lim f(x).

x—pt X—p~
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Teorema
Seja D C R, f: D — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo
de D. Se existe lim f(x) = L entdo f é limitada em uma

X—p

vizinhanga de p, isto €, existem M >0 e § > 0 tais que x € D,
0<|x—p|<d=|f(x)| <M.

De fato: Existe 6 >0 tal que x€ D, 0<|x—p|<d=|f(x) — L|<1.
Logo

IF(x)| < |F(x) = Ll +|L| < 1+|L| =M, ¥xeD,0< |x—p| < g
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Teorema (Confronto)

SejaD C R, f,g,h: D — R fungbes e p um ponto de acumulacido

de D. Se existe &y > 0 tal que, para todo x € D, 0 < |x — p| < do,

f(x)<g(x)<h(x) e lim f(x) = lim h(x) = L entdo lim g(x) = L.
X—p X—p X—p

De fato: Dado € > 0 existe o >9 >0 tal que xe D, 0<|x—p|<§

= |f(x) — L|<e e |h(x) — L|<e. Logo
L—e<f(x)<g(x)<h(x)<L+e VxeD,0<|x—p| <.

Segue que L —e<g(x)<L+¢ Vx€ D, 0< |x—p| <. Ouainda

lg(x) — L] <e, VxeD,0<|x—p|l <dp
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Teorema (Conservagao do Sinal)

Seja D C R, f: D — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo
de D. Se Ii_r}n f(x) = L > 0 entdo existe 6 > 0 tal que f(x) >0
x=p

para todo x € D com 0 < |x — p| < 6.

De fato: Dado € = é existe & > 0 tal que

L L
——<f(x)-L< =
2< (x) <2

para todo x € D, 0 < |x — p| < §. Logo 0 < £ < f(x) para todo
xeD, 0<|x—pl<ép
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Teorema (Comparag&o)

SejaD CR, f,g: D — R uma fungdo e p um ponto de
acumulagdo de D. Se existe 6o > 0 tal que f(x) < g(x) para todo
x € D,0<|x—p|<do e existem Jlnp f(x)=Lsre )!ﬂwpg(x) = Lg,
entdo L < Lg.

De fato: Dado €>0 existe § €(0,dp) tal que xe D, 0<|x — p|<d
implica

L= 5 <F(x) <g(x) < Lg+ 5.

Segue que Lr—Lg < € e como €>0 é arbitrdrio o resutlado segue.
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Teorema (Limite por seqiiéncias)

Seja D C R, f: D — R uma fungdo e p um ponto de acumulagdo

de D. O limite lim f(x) = L se, e somente se, lim f(x,) existe
X—=p n—o0

para toda seqiiéncia {x,} em D\{p} que converge para p.

De fato: Se Ii_r)n f(x) = L e {x,} é seqiiéncia em D\{p} com
x—=p

Xn =3 p, dado >0, podemos encontrar § >0 tal que |f(x)—L|<e,
para todo x € D, 0 < |x — p| < 4.

Seja NeN tal que |x,—p|<d para todo n>N. Logo |f(x,)—L|<e,
para todo n > N. Isto mostra que lim f(x,) = L
n—o0
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Para a reciproca primeiramente note que, se lim f(x,) existe para
n—oo

toda seqiiéncia {x,} em D\{p} que converge para p todas as
sequiéncia {f(x,)} tém o mesmo limite pois se duas tais seqiiéncias
tem imagens pela f com limites distintos, alternando os seus
elementos contruimos uma seqiiéncia {X,} em D\{p} que
converge para p e tal que {f(X,)} ndo converge.

Agora, se lim f(x) ndo é L, existe € > 0 e para todo n € N*,
X—p
Xa € D, 0 < |xs — p| < L tal que |f(xn) — L| > €. Logo lim f(xy)
n—oo

nao é LD
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade Propriedades do Limite

Propriedades do Limite

Sejam f;:Dr — R, i=1 e 2, fungdes. Suponha que p seja um ponto
de acumulagdo de Dg, N Dy, e que lim fi(x) = L;, i = 1,2. Ent3o:
X—p

1) lim(f+R)(x) = lim A(x) + lim f(x) = L1 + L.
2) Ii_r;n k fi(x) = k L; onde k = constante.
x—p

3) )!l’np fl(X) . fg(X) == )![I}ﬂp fl(X) . )![;npfé(x) = L1 . L2.

lim f1(x)
. fl(X) X—p 1
) lim Al ~ JimB() " L se Ly #0
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade

Propriedades do Limite

Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o
nosso trabalho, vamos fazer a demonstracido das mesmas para
poder utiliza-las, livremente.

Prova de 1): )!i_'Pp(fl + h)(x) = Ji_r)npﬂ(x) + )!i_r)np h(x)= L1+ Lo

Dado € > 0 seja §; > 0 tal que

XEDf,‘? O<|X7p|<6i = |fl(X)_Ll| < %’ =12

Escolha 6 = min{d1,d,} . Entdo

x € D, N Df, = Dg 4, O<|x—pl<d=
€
|(fi+£)(x) = (Lt L) | < [J() = Laf +|R00) = Laf <7+

€
—E€.

2

ou seja J@p(ﬂ + f)(x) = L1 + Lo.
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Critério negativo para existéncia de limites

Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade Propriedades do Limite

Prova de 2): Ii_n)1 k fi(x) = k L; onde k = constante
x—p

Se k = 0 o resultado é trivial. Se k # 0, dado ¢ > 0 seja § > 0 tal
que

x€Dg, 0<|x—p|<d = |Alx)— L] < T -

Entao

x €Dy, 0<|x=p|<d = |kh(x)—kL|= k| [f(x) = La| <|K| 77 =e.

ou seja )!lnp(kﬂ)(x) = kL;.
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Critério negativo para existéncia de limites

~ A - Limites L i
Funcgdes - Limites e Continuidade LS LELEETS

Propriedades do Limite

Prova de 3): )!i_r)np(ﬁ(x) - h(x)) = )!i_r)np f(x) - )!i_r)np f(x)=L1- Lo

Dado € > 0 seja 41 > 0 tal que
x€Ds, 0<|x—pl<d = [|A(x) =L < min{m,l}.
e dp > 0 tal que

x€Dg, 0<|x—p|<dh = |hx)— L] < min{—z(“_im),l}.

Logo [B(x)] < |fa(x) — La| + |Lo|/< [La| + 1| sempre que
x € Dy, 0<|x—p| < do.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Logo, se d=min{d1,02} , para x€ D, NDyg, = Dy,.f,, 0< |x—p| <9,

(- £)(x) = (L1 - L2)] < [(A(x) = L1)(x) + Li(f(x) — L2)]

< | (x) = Lll2(x)] + [L1][f2(x) — L2
< A0 =Laf (|L2[+1)+|La] [f2(x) = L2|
< gy (Ll + D+ 1L s
2 2~ ¢
ou seja lim(f - H)(x) =Ly - L.

X—p
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Critério negativo para existéncia de limites

Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade Propriedades do Limite

lim f1(x)

a(x)  x—p Ly
Prova de 4): lim = =1 L #0.
rova de 4): lefz(x) imB0) L se L, #0
x—p

Dado € > 0 seja 7 > 0 tal que

x€Ds, 0<|x—p| < = [|a(x)=L| < 9=
e dp > 0 tal que

Dy, 0 — 5 H(x) — L in [ el Lo
x €Dy, 0< |x—p| < = |h(x) 2| < min Ly 2 [

Logo, se x € Dy,, 0<|x—p|<do

L2 < 1600 — Lol + 6] < 12 415001 ¢ 5L < ().
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Critério negativo para existéncia de limites

~ A - Limites L i
Funcgdes - Limites e Continuidade LIRS LELECTS

Propriedades do Limite

Logo, se d =min{d1,d2}, para x€ DfNDg, = Dy,.¢,, 0<|x—p| <9,
,fl(X)_ﬂ _(AG) = L) Lo+ (La—fa(x)) Lu |
h(x) Lo [2(x)] [ L2|
<A = Lil|La| + | L2 = A (x)[| L1 |
B |L2| |L2|/2

[fi(x)— L] |L4]
<2——F—— 2| —FH(x)|—%

e|lla] 1 el L] e e
<2 —+2 <z+-=e
4 Ll TA(Ly+1) L2 T2 2

ou seja lim(f - H)(x) = L1 - Lo.
X—p
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite

Funcgdes - Limites e Continuidade

Teorema (Critério de Cauchy)
Seja D C R, f: D — R fungbes e p um ponto de acumulacdo de

e

D. O lim f(x) existe se, e somente se, f é de Cauchy em p, isto €,
X—p

dado € > 0 existe § > 0 tal que x,y € D, 0<|x — p|<d e
0<l|y — p|<d = |f(x) = f(y)| <e.

De fato: E claro que se Ii_r)n f(x) = L entdo f é de Cauchy em p.
X—p

Reciprocamente, se f é de Cauchy em p e {x,} é uma seqiiéncia
em D\{p} que converge para p, {f(x,)} é de Cauchy e portanto
convergente.
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade Propriedades do Limite

Limites no infinito

Seja D um subconjunto ilimitado superiormente de Re f:D—R
uma fun¢do. Diremos que o limite de f(x) quando x tende para
infinito é L € R se, dado € > 0, existe M = M(¢) > 0 tal que

xeD, x>M=|f(x)—L| <e.

Escreveremos
lim f(x) = L.

X—00

De modo andlogo, quando D é ilimitado inferiormente, definimos

lim f(x) = L.

X—r—00

O limite de uma seqiiéncia é um caso particular de limite infinito.
Neste caso D = N ¢é ilimitado superioremente.
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Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Funcgdes - Limites e Continuidade Propriedades do Limite

Limites infinitos

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma fun¢3o. Se p é um
ponto de acumulagdo de D diremos que f(x) diverge para +oo
quando x tende para p se, dado M >0, existe e=¢(M) >0 tal que

xeD, 0<|x—p|l<e=f(x)>M.
Escreveremos

lim f(x) = +o0.

X—p

De modo andlogo definimos

lim f(x) = —oc.

X—p
Se D ¢ ilimitado superiormente (inferiormente) definimos também

lim f(x)=+o0 (Xli>r1'|oo f(x) = £00).

X—>+00
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