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Teste da Razao x Teste da Raiz

Teorema
Seja {an} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais ndo nulos.
Entdo
tim 222 < fim 2, |} < T [ag 5 < T 2222
|an| |an|
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. T 1
De fato: Mostremos primeiramente que lim |a,|» < lim ‘7;*‘” Se

n3o, seja ¢ > 0 com lim
tal que

—_— 1
‘ar;+1| < c < lim |an‘"- LogO, existe N € N

201 <c, Vn=N.
|an]

Disto segue que |anp| < |an|c™NcNTP para todo p € N*. Sendo
. T l Ve .~
assim ¢ < lim|ap|» < ¢ o que é uma contradi¢3o.

. . 1 .
Para ver que lim ‘T?Iﬂ < lim|ap|» procedemos de modo similar
n
. : 1
supondo que, para algum ¢ > 0 lim % > ¢ > lim|a,|». Logo

existe N € N tal que |T"+|1| >c,Vn=N, elaypl>|an|cNcNVFp

para todo p € N*. Logo ¢ > lim |an\ 2> ¢ e temos uma
contradicdo.
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Coroldrio

Seja {a,} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais ndo nulos. Se
existe o limite lim % entdo o limite lim ]a,,|% também existe e
ambos tém o mesmo valor.

Exemplo

. n

lim - =e

(nh)n
De fato: Seja a, = ’,’1—',7 e note que (a,,)% = # Note também
que n!
(n+1)"+1
ant1 _ _(nFDU _ (n+1)" _as 1),, noce
an ’r’,—'; nn n

O resultado desejado agora segue do coroldrio acima.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Teste da Razdo x Teste da Raiz
Séries Testes de Dirichlet, Abel e Leibiniz

Séries de Poténcia

Teorema (Dirichlet)

Seja ) a, uma série (ndo necessariamente convergente) e

Sp = a1+ -+ an, n € N as suas somas parciais. Se {s,} €
limitada e {b,} € uma seqiiéncia de niimeros reais positivos que é
ndo-crescente e infinitésima, entdo Y anb, € convergente.

De fato: Segue facilmente por inducdo que, se s, = a1 + - -- + ap,

n
Zakbk =a1by +asbo +---+ apb,
k=1

=s1(b1—bo)+s2(bo—b3) + -+ + sp_1(bn_1—bn) + snbn
n—1

= Z Sk(bk—bk+1) + Snbn
k=1
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Seja M = sup{|sn| : n € N}. Como > (b, — bp+1) é uma série
s . ~ . —
convergente de niimeros reais nio negativos, s,b, —= 0 e

|sk(bk — bry1)| < M(bk—byy1),

(o)

segue que Z Sn(bn— bn+1) € convergente e que > apb, é
n=1

convergente.
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Exemplo
Para cada niimero real x que ndo é mdltiplo inteiro de 27, as séries

cos(nx) sen(nx) _~
Y —,— ey — — sdo convergentes.

Solucgdo: Para ver que {Y_}_; cos(nx)} (ou {>°}_; cos(nx)}) é
limitada utilizamos que (j& que e # 1)
1 + e,'X + e’2X + L e"nx _ 1 - e’(n+l)X

1—e™

e tomamos parte real e parte imagindria. O resultado agora segue
do Teorema (Dirichlet).
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Teorema (Abel)

Se > ap € uma série convergente e {b,} é uma seqiiéncia
ndo-crescente de nimeros positivos (ndo precisa ser infinitésima),
entdo a série Y anby, € convergente.

De fato: Seja c= lim b,=inf b, e s,=a; + --- + a,. Note que
n—o00 neN

Zakbk = Zak(bk—c) + CZak
k=1 k=1 k=1

[e.e]
Do Teorema (Dirichlet), Za,,(b,,—c) é convergente com soma s.
n=1

Logo Y anbp=s+c) anp
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Teorema (Leibiniz)

Seja {b,} uma seqiiéncia nio crescente e infinitésima. Entdo a
série > (—1)"b, € convergente.

De fato: E ficil ver que, se a, = (—=1)" e s, = ay + - -~ + ap,

entdo {s,} é limitada (embora n3o seja convergente). Segue do
Teorema (Dirichlet) que > (—1)"b, é convergente.
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Teorema

Seja {an} uma seqiiéncia ndo-crescente de niimeros reais ndo
negativos. A série Y a, € convergente se, e somente se, a série
S~ 2Kay é convergente.

De fato: Sejam {s,} e {3,} sdo as seqiiéncias das somas parciais
de 3" a, e 3" 2Ka,. Entdo, Vn € N,

Sp=ar+ta+---+ap
son_1=ar+(ax+az)+(as+as+as+ar)+---+(am-1+---+axm_1)

<
< §n—l < gn-

Logo, se {5,} é limitada segue que {s,} é limitada.
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Agora note que, Vn € N,

S;=a1+ay+ -+ a

a

> 5+a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)+- -+ (agn-141+- - -Faon)
1

2%+a2+2a4+4a8+---+2"*132n = S

Logo, se {s,} é limitada segue que {5,} é limitada.
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Exemplo
. L. 1 <
Do resultado anterior, a série 25 € convergente se, e somente se
Yo n p— 7
a série 3 2 = 3" 2(1=P)n ¢ convergente se, e somente se, p > 1.

Exemplo

[e.e]

(- 1 [

A série Z ————— € convergente se, e somente se p > 1.
— n(log n)P

De fato: Do resultado anterior, basta notar que

n

o o0
Z 2"(log(2m)) Z Iog2

n=1 n=1

é convergente se e somente se p > 1.
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O numero e é iracional

Exemplo

. o0 1 s . .
e:= ) "o €iracional.

De fato: Seja s, = 1+1+%+$+---+%. Sendo assim,

1 1 1
0 R —
Dl P TR (i) TR v TR
< ! 1+ ! + ! + L + -]
(n+1)! n+1 (n+1)2 (n+1)3
1 11
(n+1)'1— nil nn!
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Agora, suponha que existem inteiros positivos p e g tais que
e= g. Segue que

1
O<q!(e—sq)<5<1.

Por hipétese gle € um inteiro e como qls; também é inteiro segue
que g!(e — sg) é inteiro em (0,1) e temos uma contradi¢3o.
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Exemplo
Considere a série {a,} com axn = 2 € an-1 = .
Note que
n n
a2n _ § n—oo 100 e a2n+1 :1 g nHOOO
an-1 2 an 3\3

1 oo 1 1) 21
2n, a — e 2n—1 arn_1 = — 3y —
Van =715 """/ v e2n-1 (3) V3

. a 41 A _ 1 .
Logo, lim,_ s G- =tooe lim, oo Van = N O teste da raiz
indica convergéncia enquanto que o teste da razdo nao se aplica.
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Teorema (Teste da Raiz - Revisitado)

Se {a,} é uma seqiiéncia limitada e lim ]a,,\% =c<1lentdo) a,
é absolutamente convergente. Se lim \a,,|% =c>1lentio) apé
divergente. Se ¢ = 1 nada podemos concluir.

De fato: A primeira parte ja foi provada anteriormente. Vamos
mostrar que, se m|an|% =c > 1, entdo ) a, é divergente. Isto
segue do fato que existe ¢ : N — N estritamente crescente tal que
{lag(m|?™ } converge para ¢ > 1 e portanto {|ag()|} ndo converge
para zero. Para ver que nada pode ser dito quando ¢ = 1 tome as

séries > Le S L.
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Teorema (Teste da Razdo - Revisitado)

Se 3" a, é uma série de termos n3o nulos e lim |a|”+‘1‘ =c<1,
entdo ) a, € absolutamente convergente.

Por outro lado, se existe ng € N tal que la |"+|1| 1 para todo
n > ng entdo a série é divergente.
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Séries de Poténcia

Dada uma seqiiéncia {a,} de nimeros reais, a série

o0
E apx"
n=0

é chamada uma série de poténcias. Os niimeros a, sdo chamados
de coeficientes da série e x é um nimero real.

Dependendo da escolha de x a série pode convergir ou divergir.
Vamos tentar determinar o maior conjunto de valores de x para o
qual a série de poténcias é convergente.
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Teorema

oo
Dada a série de poténcias E apx" sefa a = lim +/|ap|. Defina
n—oo
n=0

1
R=—sel0<a< o,
Q@

R=0sea=00 e,

R=oc0osea=0

oo
Ent3o, Z anx" converge se |x| < R, diverge se |x| > R e nada

n=|
podemos afirmar de |x| = R.

De fato: Basta notar que nIi_Trr;o  |anx™| = x| nIi_Tn(’n)o V|an|=|x|a e
aplicar o teste da raiz.
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Exemplo
Vamos analisar a convergéncia das séries de poténcias

° Zn"x", R =0.

n

OZ%X”, R=e¢e1l
Xn
OZH,R:OO.
) X" R=1.
n

X
.Zﬁ,p>0,R:1
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Séries rearranjadas

Seja Y a, uma série. Defina as seqiiéncias
e {af} comal =a,sea,>0eal =0sea,<0.
e {a,} coma, =—a,sea,<0ea, =0sea,>0.
As sequiéncias {a;} e {a, } serdo chamadas de parte positiva e
parte negativa de {a,}. Sendo assim |a,| = a} + a,,
a, =a} —a, ela,| = ap+2a,.

Note que, se >_ a, é absolutamente convergente entdo > a/ e
>~ a,, sdo convergentes. Reciprocamente, se Y al e > a; sio
convergentes entdo > a, é absolutamente convergente.

Além disso, se > a, é convergente mas n3o é absolutamente
convergente, segue facilmente das relagdes acima que ambas Y a;
e > a, sdo divergentes.
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Seja {a,} a seqiiéncia dos termos da série ) a,, £ : N — N uma
bijecdo e by = ag(y). A série > bp é chamada uma série
rearranjada de ) ap.

Exemplo
(71)n+1

Considere a série ) > ; ~—1—. Mostramos que esta série é

convergente. Se s é a sua soma (s = log2), temos

2 (-1t 1 11 1 1 1 1 1 1
sy, 11
~ 45 6 7 8 9 10 11 12
1 oo (_q)n+l 1

—s:Z( LA S S S i S S
27 4o 0 12
3s 2 (—1)mtt 1 1
—:Z( LA U SV VP S P +—= ==
n 3 2 5 7 4 9 1 6

Logo uma série rearranjada pode ter soma distinta da série
original. Isto ndo ocorre se a série for absolutamente convergente.
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Teorema
Toda série rearranjada de uma série absolutamente convergente é
convergente com mesma soma.

De fato: Se a, > 0, VneN, £:N—N é uma bijecao e b, = ag(n)
dado n € N seja m, = max{£(1),--- ,£(n)}, entdo

n mp o0
Zbk Zak<zan
= n=

e> b,é convergente com Y . b, Z ~ 1 an. Por outro lado,

=1
dado m € N seja np, = max{¢~1(1), -+, &7 1(m)}. Sendo assim
PBEE Z <D b
k=1 k= n=1

o o o
e Zan < Z bp. Isto mostra que Za,, = Z b,.
n=1 n=1 n=1 n=1
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Para o caso geral note que

00 e} 00
D=2 %= %
n=1 n=1 n=1
e portanto
00 [e's} 00 e} 00 00
PIRTES SETTD DD DITID DITE) SrNe
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Teste da Razdo x Teste da Raiz
Séries Testes de Dirichlet, Abel e Leibiniz

Séries de Poténcia

Teorema
Se > ap € convergente e ndo € absolutamente convergente, entio

e Dado ceR, existe bijecdo & :N—N tal que 7, 3 (n)=C.

e Existem bijecGes &, e & tais que Y 2, ac, (n) diverge para
+00 e Y 21 ac () diverge para —oo
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De fato: Seja {p,} a seqiiéncia dos termos positivos de {a,} na
ordem em que eles aparecem e {qn} a seqiiéncia dos termos ndo
positivos de {a,} na ordem em que eles aparecem. Sabemos que
> Pn €D qn divergem e que nIl_}ﬂ(;o a,=0. Dado c € R seja n; o

primeiro inteiro tal que
m
E pn > C.
n=1
Em seguida escolha m; o nenor inteiro tal que
ny my
§ Pn + § gn < C
n=1 n=1
€ prossiga com este processo.
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Desta forma, para todo k > 1,

ny my o mo
0<D P+ @t D Pt D 4
=1 =1

Jj=m+1 Jj=m+1
my Nk41
tok Y G Y, P c<Pat e
Jj=my_1+1 Jj=ng+1
n my n2 m2
0>D P+ @+ D Pt D 4
=1 =1 jemAl  j=mitl
ng my
ot Y P Y, G —C>dm,
J=nk_1+1 Jj=my_1+1

Agora, como g, — 0 e pp —3 0 o resultado segue desta
reordenacdo. Um processo semelhante prova a segunda parte do
resultado.p
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Sequéncia dupla

Uma seqiiéncia dupla (xyx) € uma fungdo x : N x N — R, que
associa a cada par (n, k) de niimeros naturais um niimero real x,.

X111 X12 X13
X21  X22  X23
X31 X32 X33

o oo oo o
Consideremos as somas repetidas E E Xnk | € E g Xnk

n=1 \k=1 k=1 \n=1
Mesmo quando ‘convergem’, elas podem dar diferentes resultados.
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Por exemplo, somando primeiro as linhas no quadro abaixo,
[ee] oo

obtemos g ( E Xnk) = 0 enquanto se somarmos primeiro as

n=1 k=1
e} [e.e] oo 1 n
colunas, teremos Z(Z Xnk) = <2> =1.
k=1 n=1 k=1
1 1
5 —5 0 0 0 — 0
0o 2 -2 0 0 - 0
o o L -I o0 - 0
0 0 0 R - - 0
S SR S S
1 1 1 1
2 4 8 16

Surge o problema de obter condi¢cdes que assegurem a igualdade
das duas somas repetidas. Nosso primeiro resultado serd o
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Lema
o
Se f, : N — R é dada por f(j) = Xp1 + ... + Xnj, Z f, converge
n=1
oo
uniformemente em N e Zx,,k converge, Vn € N, entdo
k=1
(o] (o] (o] o0
Z Xnk | = Z ank
n=1 \k=1 k=1 \n=1
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o0
Prova: Segue do fato que Z f, converge uniformemente
n=1
0o oo 00 oo o
Y =Y [_nm fn(J)} —im S RG] = im (3
n=1 k=1 n=1 I J7ree n=1 J7re0 n=1 k=1
J e8] [ *Ne’e}
= Jim (3D x| =D xaka
k=1 n=1 k=1 n=1
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Teorema (A)

[e.e]
Dada {xnx}, se Z |Xnk| = an para cada n e Z ap < +oo entio

k=1 n=1
o o) o) o9
D\ D | =2 2w
n=1 \k=1 k=1 \n=1

Esta afirmagdo implica, em particular, que todas as séries contidas
na igualdade acima sdo convergentes.

Prova: Pondo f,(k) = xp1 + Xn2 + - . . + Xk, cOmo no lema, temos
|fa(k)| < a, para todo k e todo n. Logo )2, f, é uniformemente
convergente em k € N pelo Teste M de Weierstrass. O lema
anterior implica o resultado.
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A seguir definimos o produto de Cauchy de duas séries numéricas.
Definicao

o [oe)
Dadas as séries g an e E by, o seu produto de Cauchy € a série

n= 0 n=0
Zc,, onde c,,fZakb,, k, Vn € N.
n=0 k=0

Observacao
Este produto € inspirado no produto de polinbmios.

O produto de séries convergentes pode ndo ser convergente. Basta

) .
considerar a série g — (exercicio).
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Teorema (B)

Se E an € absolutamente convergente com soma A, g b, é

n=0 n=0
oo
convergente com soma B, entdo o seu produto de Cauchy E Cn,
n=0
n
E axbn_k, n € N, é convergente com soma AB.
k=0

n n n
Prova: Se A,,:Zak, B,,:Zbk, Cn:ZCk e fBn=B,—

neN, entdo A, =5 A, B ’HOOBeB,,nﬂoO.
Queremos mostrar que C, —> AB.
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Paracadane N

Ch=c+a+--+¢cp
= agbg + (aph1 + a1bo) + - -+ + (aobn + a1bp—1 + - - + ap—1b1 + anb
— ao(bo+ by + -+ bp)+a1(bo+ by + -+ bp1)
+ -+ an-1(bo + b1) + anbo
=agBr+a1Bh—1+---an—1B1 + anBo
= ao(B + Bn) + a1(B + Ba-1) + - + an(B + Bo)
=(ao+a1+ - +an)B+aoBs + a1fp-1+ -+ anfo
= AnB+a0fn + a1fn-1+ -+ an-151 + anfo.

Se Yn = aofn+ a1Bpn-1+ -+ apn-1P1 + anfo, n € N.
Cn:AnB+7n, HEN

e o resultado estard provado se mostrarmos que lim ~, = 0.
n—o0
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[e.e] [e.e]
Como E ap é absolutamente convergente seja o = E |an|

n=0 n=0

[e.e]

Como Z by, é convergente, dado ¢ > 0, existe N € N, tal que

n=0
|Bn| = |Bn — B| < € sempre que n > N.
Logo, paran > N,

[Vnl = [(Boan + -+ + Bnan—n) + (Bny1an—n—1 + - + Bnao)|
< |Boan + -+ Bnan—n| + |Bnstllan—n—1| + - - -+ |Ballao]
< |Boan+ -+ Bnan-n| + & (|an-n-1] + -+ + [ao])
< |Boan + - + Bnan—n| + ea.
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logo 0 < limsup,_, . |7n| < e, paratodoe>0e lim v, =0,
n—o0

completando a demonstracdo.
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