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Convergéncia Absoluta

Definicao
Uma série  a, € absolutamente convergente quando Y |a,| €
convergente.

Segue facilmente do critério de Cauchy que

Teorema
Se > a, € absolutamente convergente, entdo > a, € convergente.

Nao vale a volta.
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—1)n+1 - ,
De fato: Note que > % ndo é absolutamente convergente
mas é convergente. Para concluir que é convergente note que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—1_ —(1—2)a (== — (1=2) (=) (==Y ..
Sendo assim, s < 54 < S < -+ < Sy < --- e {spp} é crescente

limitada (por 1) e portanto convergente. Por outro lado

1 1 1 1 1 1

=1 =1+ (—5+3), s=1+(—5+3)+(—5+)

23 2 3

Sendo assim, 51 > s3> 55 > -+ > Sy(p_1) > - € {sp-1} €
decrescente limitada e portanto convergente.

1
2n+1

Por outro lado spp11 — Son = "Z%°0 e portanto 3 %

convergente.
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Exercicio
Seja {an} uma seqiiéncia infinitésima de termos ndo negativos que
€ decrescente. Mostre que > (—1)"a, € convergente.

Sugestao: Repita a prova acima substituindo % por an.

Exercicio

eSeja > b, uma série convergente de termos ndo negativos. Se
existem k > 0 e ny € N tais que |a,| < kb, para todo n > ng
ent3o a série Y a, € absolutamente convergente.

e Se existem ¢ € (0,1), k > 0 e np € N tais que |a,| <
k - c" para todo n > ng entdo a série Y a, € absolutamente
convergente.
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Teste da Raiz

Teorema (Teste da Raiz)

T — 1 ~
Se {an} € uma seqiiéncia limitada e lim |a,|» = c < 1 entdo > _ a,
€ absolutamente convergente.

De fato: Existe N € N tal que sup,, |ak|% <r=<1 <1 para
todo n > N. Logo |a,| < r" para todo n > N. Segue do Teorema
da Comparagdo que > |a,| é convergente, ou seja, > a, é
absolutamente convergente.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise
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Exemplo
Se p € N entdo > nPa" é convergente para |a| < 1 e divergente
para |a| > 1.

~ T 1 .
Solucdo: Basta ver que lim |nPa"|» = |a| < 1 e aplicar o Teste da
Raiz. Para ver que a série é divergente quando |a| > 1 basta notar
que a seqiiéncia dos termos da série ndo converge para zero neste
caso.
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Teste da Razao

Teorema (Teste da Raz3o)

Se > b, € uma série convergente de termos positivos e Y | ap €
uma série de termos n3o nulos tais que existe ng € N tal que

an+1 b1
|n+|<n+

Yn>n
EN by Z

entdo Y a, € absolutamente convergente.

Em particular, se lim % = c <1, entdo ) a, € absolutamente
n

convergente.
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De fato:

|3n0+1‘ < bno+1 |3n0+2| < bno+2 |3n0+3| < bno+3
X 9 ~X 9 ~ Y
’aI‘Io’ bno |an0+1| bno+1 |ano+2| bn0+2

a b
l2mg el Z°+" e o resultado segue utilizando o Teorema da

Logo

‘ano‘

Comparagdo. O caso particular segue tomando b, = c".
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Exemplo
S Ean & convergente para |a| < e.
(n+ D! (n+1)
De fato: Note que, para a#0, ("H)(ZZH‘ = (1+11)n
O resultado agora segue do Teste da nR"azﬁo. ’
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Exemplo
Considere a série " a, com app, = 23°" L e app_1 = a2(n=1),

Vamos aplicar o critério da raiz e o critério da razao para esta série.

_ lagksa| (&% _ |al
e Se n=2k, o] — 22T = 2

—9 _ |22k ] 2021
[ ] Se n=2k ]., |32k71| m—2|a|

|an+1‘

o = 2|a|. Por outro lado /a, puty |al.

Segue que lim

Desta forma, o teste da Raiz nos dd convergéncia para |a| < 1
enquanto que o teste da razdo nos da convergéncia apenas para
|a| < 1.

Isto indica uma possivel melhor eficicia do Teste da Raiz que é
provada no resultado a seguir.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



	Séries
	Convergência Absoluta
	Testes da Razão e da Raiz


