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Exemplo

Se a > 1, então a seqüência {an} com an = n!
an diverge para +∞.

De fato: Basta escolher n0 tal que n0
a > 2 e escrever, para n > n0,

an = n0!
an0

n!
n0!

1
an−n0

. Se r = n0!
an0 temos que

an = r
n(n − 1) · · · (n0 + 1)

an−n0
= r2n−n0 + sn = r(n + 1− n0) + s̃n.

O resultado segue aplicando a).
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Exemplo

Seja {an} constrúıda indutivamente por a1 =
√

2 e
an+1 =

√
2 + an, n ≥ 2. Mostre que {an} é convergente com

limite 2.

Vamos inicialmente verificar que {an} é crescente. De fato:

(i) a1 < a2

(ii) Suponhamos válido para n − 1, isto é: an−1 < an

an =
√

2 + an−1 <
√

2 + an = an+1 .

Assim an < an+1, portanto {an} é crescente .
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A seguir vamos verificar que 2 é limitante superior para o conjunto
dos valores da seqüência {an}:

(i) a1 =
√

2 < 2

(ii) Suponhamos an−1 < 2. Então

an =
√

2 + an−1 <
√

2 + 2 = 2.

Como {an} é crescente e limitada superiormente segue que ela
é convergente. Se ` é tal que an

n→∞−→ `, como an+1 =
√

2+an,
temos

a2n+1 = 2 + an e `2 = 2 + ` .

Isto nos dá `=2 ou `=−1. Como `>0 segue que lim
n→∞

an =2.
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Exerćıcio

a)Se an
n→∞−→−∞ e {bn} é limitada superiormente, então an+bn

n→∞−→
−∞.

b) Se an
n→∞−→−∞ e lim inf

n→∞
bn > 0, então lim

n→∞
an · bm = −∞.

c) Seja {an} uma seqüência com an 6= 0, ∀n ∈ N. {an} é even-

tualmente negativa e an
n→∞−→0 se, e somente se,

1

an

n→∞−→ −∞.

d) Sejam {an} e {bn} são eventualmente negativas, bn 6=0, ∀n∈N.

d1) Se lim inf
n→∞

an<0 e bn
n→∞−→0, então lim

n→∞

an
bn

=+∞.

d2) Se {an} é limitada e bn
n→∞−→−∞ , então

an
bn

n→∞−→ 0.

e) No item d) analise a situação em que {an} é eventualmente
positiva e {bn} é eventualmente negativa.
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Exemplo

• Considere sn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
. Prove que {sn} → ∞.

Resolução: Como {sn} é crescente, basta mostrar que é ilimitada:

s2 = 1 +
1

2
= 3 · 1

2
,

s4 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
> 1 +

1

2
+

1

2
= 4 · 1

2
,

s8 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4︸ ︷︷ ︸
> 1

2

+
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8︸ ︷︷ ︸
4· 1

8

> 1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
= 5 · 1

2
.

Pode-se mostrar, por indução, que s2k > (k + 2) · 12 , ∀ k ∈ N .
Assim {sn} não é limitada superiormente, portanto: lim

n→∞
sn =∞ .
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Seqüências e Séries
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Consideremos a seqüência {an}.
A partir da seqüência {an} vamos construir a seqüência {sn} (das
somas parciais) da seguinte forma:

s1 = a1
s2 = a1 + a2
...
sn = a1 + a2 + a3 + a4 + · · ·+ an
...

Definição

A seqüência {sn} das somas parciais é chamada série associada à
seqüência {an}. Cada sn é chamado soma parcial ou reduzida de
ordem n . Os termos an são chamados os termos da série .
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Notação:∑
n>1

an ou
∑

an ou
∞∑
n=1

an ou a1 +a2 + · · ·+an + · · · .

Observação: As vezes consideraremos séries que começam com

an0 em lugar de a1. Neste caso escreveremos
∞∑

n=n0

an, por exemplo.

Exemplos:

{an} =
{

(−1)n+1
}

.
Constrúımos a seqüência das somas parciais (série):
s1 = a1 = 1
s2 = a1 + a2 = 0
s3 = a1 + a2 + a3 = 1
...
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{an} =

{
1

n

}
.

Constrúımos a seqüência das somas parciais (série):

s1 = 1

s2 = 1 +
1

2
...

sn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
...
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{an} =

{
6

10n

}
.

Constrúımos a seqüência das somas parciais (série):
s1 = 0, 6
s2 = 0, 6 + 0, 06 = 0, 66
s3 = 0, 66 + 0, 006 = 0, 666
...

Observe que sn
n→∞−→ 2

3
.

Escrevemos

2

3
= 0, 6 + 0, 06 + 0, 006 + · · · .
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Definição

A série
∑

an é dita convergente se a seqüência {sn} é convergente.
Caso contrário a série é dita divergente.

Se a seqüência {sn} é convergente para S dizemos que a série∑∞
1 an é convergente com soma S .

Claramente podemos definir a soma e multiplicação de séries e das
propriedades de seqüências podemos deduzir a convergência da
série soma, produto, etc.
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Notação:
∞∑
n=1

an = S.

Portanto, quando escrevemos
∞∑
n=1

an = S queremos dizer que

∞∑
n=1

an = lim
n→∞

(
n∑

i=1

ai

)
= lim

n→∞
sn = S.
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Exemplo (Série Telescópica)

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
= 1

Note que,

sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n + 1)

= (1− 1

2
) + (

1

2
− 1

3
) + · · ·+ (

1

n
− 1

n + 1
)

= 1− 1

n + 1
.

Assim lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+1

)
= 1 e

∞∑
n=1

1
n(n+1) = 1.
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•
∞∑
1

(−1)n é divergente.

Aqui sn = −1 para n ı́mpar e sn = 0 para n par.
Portanto {sn} não converge.

•
∞∑
1

2n diverge. Aqui sn = 2 + 22 + · · ·+ 2n.

{sn} não é limitada e assim não é convergente.

•
∞∑
n=1

1

n
diverge - Série Harmônica. Aqui sn = 1+ 1

2 +· · ·+ 1
n .

Já vimos anteriormente que sn
n→∞−→ ∞ .
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Algumas séries são importantes pois servem como referência para o
estudo de outras. A Série Telescópica, a Série Harmônica são
exemplos deste tipo. Outro exemplo seria a Série Geométrica que
veremos a seguir
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A Série Geométrica
∑
n>1

a rn−1 = a + ar + ar2 + · · · (a 6= 0) é

convergente se, e só se, |r | < 1, caso em que sua soma é
a

1− r
.

Assim

a+ar+ar2+· · ·+arn+· · · =
a

1− r
, |r | < 1 (∗)

onde r é dito razão de Série Geométrica.
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De fato:

(i) Se r = 1 então sn = a + a + · · ·+ a = na, que tende a ∞ ou
−∞, conforme a > 0 ou a < 0. Portanto a série é divergente.

(ii) Se r 6= 1, temos:

sn = a + ar + ar2 + · · ·+ arn−1

rsn = ar + ar2 + ar3 + · · ·+ arn.

Subtraindo membro a membro:

sn(1− r) = a− arn = a(1− rn) .

Portanto sn = a
(1− rn)

1− r
=

a

1− r
− a

1− r
· rn .
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Se |r | < 1, como vimos anteriormente, rn
n→∞−→ 0 e assim

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(
a

1− r
− a

1− r
rn
)

=
a

1− r
.

Se |r | > 1 ou r = −1, como vimos anteriormente, (rn) é
divergente e, consequentemente, {sn} também é, ou seja, a
série é divergente. �
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Teorema
Se
∑

an é uma série convergente então lim
n→∞

an = 0. A rećıproca

é falsa.

Prova: Note que, se {sn} com sn = a1 + · · ·+ sn é convergente,
temos

an = sn − sn−1
n→∞−→ s − s = 0

e o resultado está provado. Para ver que não vale a volta considere
a série harmônica.

Exerćıcio

Se
∞∑
n=1

an é uma série convergente se, e somente se,
∞∑

n=n0

an é

convergente.
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Teorema
Se an > 0, ∀n ∈ N,

∑
an é uma série convergente se, e somente

se, a seqüência das somas parciais é limitada.

Teorema (Comparação)

Sejam
∑

an e
∑

bn séries de termos positivos. Se existem c > 0 e
n0 ∈ N tais que an 6 c · bn, para todo n > n0, então

• Se
∑

bn é convergente, então
∑

an é convergente.

• Se
∑

an é divergente, então
∑

bn é divergente.
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Exemplo

Se r > 1,
∑ 1

nr é convergente.

Solução: Simplesmente note que

s2n−1 = 1 +

(
1

2r
+

1

3r

)
+

(
1

4r
+

1

5r
+

1

6r
+

1

7r

)
+ · · ·

+

 1

(2n − 2n−1)r︸ ︷︷ ︸
=2n−1

+ · · ·+ 1

(2n − 2)r
+

1

(2n − 1)r


< 1 +

2

2r
+

4

4r
+ · · ·+ 2n−1

2(n−1)r

= 1 +
1

2r−1
+

1

4r−1
+ · · ·+ 1

2(n−1)(r−1)
6

1

1− 1
2r−1
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Segue do fato que uma seqüência é convergente se, e somente se,
ela é de Cauchy que o seguinte resultado vale.

Teorema (Critério de Cauchy para Séries)∑
an é convergente se, e somente se, dado ε>0 existe N∈N tal que

|an + · · ·+ an+p| < ε

para todo n > N e para todo p ∈ N.
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Definição

Uma série
∑

an é absolutamente convergente quando
∑
|an| é

convergente.

Segue facilmente do critério de Cauchy que

Teorema
Se
∑

an é absolutamente convergente, então
∑

an é convergente.

Não vale a volta.
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De fato: Note que
∑ (−1)n+1

n não é absolutamente convergente
mas é convergente. Para concluir que é convergente note que

s2 = 1−1

2
, s4 = (1−1

2
)+(

1

3
−1

4
), s6 = (1−1

2
)+(

1

3
−1

4
)+(

1

5
−1

6
) · · ·

Sendo assim, s2 < s4 < s6 < · · · < s2n < · · · e {s2n} é crescente
limitada (por 1) e portanto convergente. Por outro lado

s1 = 1, s3 = 1 + (−1

2
+

1

3
), s5 = 1 + (−1

2
+

1

3
) + (−1

4
+

1

5
), · · ·

Sendo assim, s1 > s3 > s5 > · · · > s2(n−1) > · · · e {s2n−1} é
decrescente limitada e portanto convergente.

Por outro lado s2n+1 − s2n =
1

2n + 1
n→∞−→ 0 e portanto

∑ (−1)n
n é

convergente.
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Exerćıcio
Seja {an} uma seqüência infinitésima de termos não negativos que
é decrescente. Mostre que

∑
(−1)nan é convergente.

Sugestão: Repita a prova acima substituindo 1
n por an.

Exerćıcio

•Seja
∑

bn uma série convergente de termos não negativos. Se
existem k > 0 e n0 ∈ N tais que |an| 6 kbn para todo n > n0
então a série

∑
an é absolutamente convergente.

• Se existem c ∈ (0, 1), k > 0 e n0 ∈ N tais que |an| 6
k · cn para todo n > n0 então a série

∑
an é absolutamente

convergente.
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Teorema (Teste da Raiz)

Se {an} é uma seqüência limitada e lim |an|
1
n = c < 1 então

∑
an

é absolutamente convergente.

De fato: Existe N ∈ N tal que supk>n |ak |
1
k < r = c+1

2 < 1 para
todo n > N. Logo |an| < rn para todo n > N. Segue do Teorema
da Comparação que

∑
|an| é convergente, ou seja,

∑
an é

absolutamente convergente.

Exemplo

Se p ∈ N então
∑

npan é convergente para |a| < 1 e divergente
para |a| > 1.

Solução: Basta ver que lim |npan|
1
n = |a| < 1 e aplicar o Teste da

Raiz. Para ver que a série é divergente para |a| > 1 basta notar que
a seqüência dos termos da série não converge para zero neste caso.
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