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Propriedades

Segqiiéncias e Séries -
a Comparacao e Confronto

Subseqiiéncias e Seqiiéncias de Cauchy

Defini¢do (Subsequiéncia)

Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais. Diremos que {b,} é
uma subseqiiéncia de {a,} se existir uma fungdo estritamente
crescente s : N — N tal que by = as(xy para todo k € N.

Defini¢do (Seqiiéncias de Cauchy)
Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais. Diremos que {a,} € de
Cauchy se, dado € > 0 existir um nidmero natural N = N(¢) tal que
lan — am| < € sempre que n,m > N.
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Propriedades

Segqiiéncias e Séries -
a Comparacao e Confronto

Propriedades

Teorema

a) Uma seqiiéncia {a,} € convergente se, e somente se, toda
subseqtiéncia de {a,} € convergente (com mesmo limite).

b) Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.
¢) Toda seqliéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.
d) Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.

e) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem uma subseqiiéncia con-
vergente é convergente.

f) Toda seqiiéncia de Cauchy € convergente.
g) Toda seqiiéncia crescente e limitada € convergente.

h) Toda seqiiéncia decrescente e limitada € convergente.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

a) Uma seqiiéncia {a,} é convergente se, e somente se, toda
subseqiiéncia de {a,} é convergente (com mesmo limite).

De fato: Se toda subseqiiéncia de {a,} é convergente como {a,}
é uma particular subseqiiéncia dela mesma segue o resultado.

Reciprocamente, se {a,} é convergente com limite a,
dado € > 0 existe N = N(e) € N tal que |[a, —a| <€,V n>N.

Se {b,} é uma subseqiiéncia de {a,}, seja s : N — N uma fun¢do
estritamente crescente e tal que b, = a ().

Claramente s(n) > n e portanto |b, — a| = |ag,) —a| <€ Vn > N.
Isto mostra que {b,} é convergente com limite a.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

b) Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.

De fato: Se {a,} é convergente com limite a,

dado € > 0 existe N = N(e) € N tal que |[a, —a| < 5, Vn=>N.

Assim

€ €
— 4 - =

|a,,—am]<|a,,fa|+|afam|<2 >

€, Vn>= N.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

c) Toda seqiiéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.

De fato: Se {a,} é limitada o conjunto | = {a, : n € N} dos
valores da seqiiéncia é limitado e pode ser finito ou infinito.

Se | é finito, para algum elemento a € I, a, = a para infinitos n.
Seja N' = {n: a, = a} e tomemos s(0) =menor elemento de N'.
Uma vez construidos s(0),s(1),---,s(n— 1) seja s(n) o menor
elemento de N'\{s(0),s(1),--- ,s(n—1)}. Segue que {b,},

b, =as(n)=a, é uma subseqiiéncia convergente de {an}.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Se | é infinito, do Teorema de Bolzano-Weierstrass, / tem um ponto
de acumulagdo a. SejaNg={n:a,€(a—1,a+1),a,#a} es(0)o seu
menor elemento.Sejae; = w Ni={n:a,€(a—€1,a+e€1),an#a}
e s(1) o menor elemento de Nj.

Construidos s(0),s(1), -+, s(n—1) e €1, -,€n—1 Seja €, = Ps(’zil)*a'
e s(n) o menor elemento de N,={n:a,€(a—en, a+e€n),an#a}.
Claramente Ny 2 Ny 2 N3 2 -+ e {b,}, com b, = a5(,), € uma
subseqiiéncia de {a,}. Além disso, dado € > 0, se N € N ¢ tal que
en < e Assim, s(n) € Ny e [ag,y —al <ep <e¢, ¥V n=N. lIsto
mostra que {as(n)} € uma subseqiiéncia convergente (com limite a)
de {a,}. Observe ainda que todos os elementos da subseqiiéncia
{as(n)} sdo distintos.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

d) Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.
De fato: Se {a,} de Cauchy existe N € N tal que |a, — am| < 1,

V' n>N.Se M =max{|a1], -, |an—_1], |an + 1|, |an — 1|},
an€[-M,M], ¥V neN.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

e) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem uma subseqiiéncia
convergente é convergente.

De fato: Se {a,} de Cauchy, dado ¢ > 0, existe N; € N tal que
|an — am| < 5,V n > Nyi. Se {b,} = {ag(n)} € uma subseqiiéncia
convergente (com limite a) de {a,}, existe N> € N tal que

las(ny —al < 5,V n> Ny Seja N =max{Nz, N1} e n> N. Logo

€ €
lan — a| < [an — as(m)| + las(ny) — al < sty=¢

Isto mostra que {a,} converge para a.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

f) Toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

De fato: Isto segue diretamente de d), ¢) e e).

Exercicio

Seja {an} uma seqiiéncia. Dado p € N, mostre que e {a,} €
convergente (de Cauchy) se, e somente se, {an;p} € convergente
(de Cauchy).
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

g) Toda seqiiéncia crescente e limitada é convergente.
De fato: Seja {a,} uma seqiiéncia crescente e limitada e
a = sup{a, : n € N}. Da definicdo de sup e do fato que {a,} é
crescente, dado € > 0 existe N e Ntalquea—e < ay < a, < a.
Logo |an—al<e, V¥V n>= N, e {a} é convergente com limite a.

h) Toda seqiiéncia decrescente e limitada é convergente.

Exercicio: Mostre h).
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Exemplo
Mostre que

e {a,a,a,---}, a€R, é convergente
¢ {0,1,0,1,0,1,---} n3o é convergente.

e {n} n3o é convergente.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Exemplo
Se R 3 a > 0 mostre que a seqiiéncia {a"} é convergente se
0 < a<1edivergente se a > 1.

De fato: Sea>1,a=1+ hcom h > 0. Logo
a"=(1+h)"=> (§)h*>1+nh

Da propriedade arquimediana da reta, a seqiiéncia {a"} é ilimitada
e portanto divergente.

Se 0 < a< 1 {a"} é decrescente e limitada inferiormente por 0.
Segue de h) que {a"} é convergente com limite ¢ € [0,1). Ainda
a°" = a" - a". Logo, de a) e das propriedade do produto de
seqiiéncias convergentes ¢ = (. Segue que ¢ = 0.

Se a=1, a" =1 para todo n € N e portanto {a"} é convergente.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Exemplo

n+1
Mostre que, seayél l1+a+a*+---a" 1_1i+ e que a
seqiiéncia {152 " } é convergente se 0<<a<1 e divergente se a>1.

De fato: Note que , se s,=1+a+a’+---a", (1—a)s,=1—a"*?

e sp=1 1" , sempre que a # 1. O resultado agora segue do

exemplo anterior.
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Propriedades
Comparacao e Confronto

Seqiiéncias e Séries

Exemplo

Mostre que, a seqiiéncia {a,} com a, =1+1+ % + % 4.4+ L
para todo n € N, é convergente.
De fato: E claro que {an} é crescente e que % < 2%1 para
1
>2. Logoa, <1+ ,_ 02k = 1+#"Jrl < 3. Segue que {a,}
e

2
é convergente. Denotaremos o seu I|m|te por
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Exemplo
Mostre que a seqiiéncia { (1 + 1)"} € convergente.

De fato: Em primeiro lugar note que

bo={(1+2)"} =37 (%) n~* ou seja

_n(nfl) :n(nfll)ml
—1 - 2 1 l
by=1+(1)n+ (53) n 24+ (21)n "+ (F)n7"
1 1 1 1 2 n—1
=141+ (1) + -+ =(1-)A-2)---(1—
L (=) (1) (=) (1= )

1 1 1
SLtltgtgtot=a<e
3! nl

Como cada termo da soma que define b, é crescente obtemos que
by é crescente. Segue que {b,} é convergente com limite
¢=sup{b,:ne N} <e
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Exemplo
in 1 .
Mostre que a seqiiéncia {an}, com a > 0, é convergente.

T, , .
De fato: Recorde que a» é o iinico numero real positivo x tal que
1 1
x" = a. Logo se x = an e y = antl temos xntl— yn—i—l .x e
portanto,

n+1
oSeO<a<1,ent§ox<1e<)X7> =x<lex<y.

n+1
oSea>1,ent§ox>1e<§) =x>lex>y.

1 7 . . .
Logo, se a < 1, {an} é crescente e limitada superiormente por 1
1., .
portanto convergente e, se a > 1, {an} é decrescente e limitada
inferiormente por 1. Em qualquer dos casos é convergente com
1 1

limite £ > 0. Note que a"D = 27— e, de a) e das propriedades

antl
do quociente de seqliéncias, £ = 1.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Exemplo
n 1 .
Mostre que a seqiiéncia {c,} comcg=1ec,=nn, n>1, ¢

convergente.

De fato: Recorde que, paran>3, n> b, =(1+ %)” Logo, para

1 1
n >3, n"1 > (n+1)" e, consequentemente, nn > (n -+ 1)m1,

Isto mostra que {n%} é decrescente e limitada inferiormente por 1.
Segue de h) que {cp} é convergente com limite ¢ > 1. Ainda
(2n)2*1n(2n)% = (2n)% = 2nnn e portanto, de a) e do exemplo

anterior, (2 =/ el =1.
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Seqiiéncias e Séries obreCates

Comparacao e Confronto

Teorema

Se {an} € limitada e {b,} € infinitésima, entdo {a, - b,} é
infinitésima.

Prova: Como {a,} é limitada seja M > 0 tal que |a,| < M, para
todo n € N. Como {b,} ¢ infinitésima, dado ¢ > 0 seja N € N tal
que |by| < 7, para todo n > N. Segue que

€
lan - bn| < M|b,| <M-M:e, Vn> N.
Isto prova que {a,, - by} converge para 0 e conclui a demonstrag&o.

Exemplo
Mostre que {"+c°5"} é convergente.
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Propriedades

Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Comparacao e Confronto

Teorema (Comparag&o)

Se a, ee a, b, 7% b e existe N € N tal que, para todo n > N,
an < by, entdo a < b.

Prova: Dado € > 0 existe Ny > N tal que, para todo n > Ny,

a—e<a,<atee b—e<b,<b+e.

Logo, V n > Ny,
a—e<a,<b,<b+e

Disto segue que a — b < 2¢ para todo ¢ > 0 e, portanto, a— b < 0.
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Seqiiéncias e Séries S

Comparagdo e Confronto

Teorema (do Confronto)

Se a, Xy , Cn % ¢ e existe N € N tal que, para todo n > N,
an < by, < ¢, entdo b, =y,

Prova: Dado ¢ > 0 existe Ny > N tal que, para todo n > Ny,
l—e<ap<fl+eel—ec<ch<l+e
Logo, V n > Ny,
f—e<apn<b,<c,</l+e

Disto segue que |b, — ¢| <€, ¥V n> Ny e que {b,} é convergente
com limite £.
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Seqiiéncias e Séries S

Comparagdo e Confronto

Exemplo.
an bn
lA 1 1\"
e:=lm (1+1+ -+ -+ =)= lim <1+) =/
n—o0 21 nl n—oo n

De fato: Como a, > by, Vn € N, do Teorema (Comparag&o),
e > (. Por outro lodo, se n > p > 2,

1, 1 1,1 2 1
bo> 115y (1= )bt = D)1= 1) (1 P

)

21 n n n

do Teorema (Compara¢do) ¢ = lim,_o by > ap, Vp € N. Segue
que £ = limp_o0 by = sup{an : n € N} = lim,_, a, = e. Isto
mostra que £ = e.
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