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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Teorema (Propriedade Arquimediana de R)

O conjunto A = {nx : n € N} serd ilimitado sempre que x # 0.

Prova: Se x > 0. Suponhamos, por absurdo, que A seja limitado e
seja L=sup A. Como x>0,se geQ e 0< g<x, da definicao de sup
existe meN tal que L—g<mx e L=supA<mx+qg<(m+1)x, o
que é uma contradicao.

A prova do caso x < 0 é analoga e sera deixada como exercicio.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Exemplo

(a) Considere A =[0,1). Entdo —2 e 0 s3o limitantes inferiores
de A enquanto 1, m e 101 sdo limitantes superiores de A.

(b) N ndo é limitado (porque?) mas é limitado inferiormente por
0, pois 0 < x, para todo x € N.

(c) B ={x € Q: x < 2} ndo € limitado (porque?), mas é
limitado superiormente por L, onde L > /2.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Corolario (1)

Para todo € > 0, existe n € N tal que
1 —n
—<g —=<e¢ e 27"<e.

n ’ n\/_

J& sabemos (por construgdo) que, entre dois nimeros reais
distintos existe um nimero racional.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Provemos que entre dois nliimeros reais distintos existe um nidmero
irracional.

De fato: Sejam a e b reais distintos. Se a<be e=b—a>0, do

Ari 1 1
Coroldrio (1), escolha n € N tal que as < n<E

° SeaEQ,r:a+%ﬁ€Hea<r<b.

° SeaEH,r:a+%6Hea<r<b.

Assim, entre dois niimeros reais quaisquer, existe um nimero
irracional.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Corolario
Qualquer intervalo aberto e ndo-vazio contém infinitos nimeros
racionais e infinitos niimeros irracionais.

Corolario .
Se A= {; 'né€g N*}, entdo inf A= 0.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacdo

Exemplo

(a) Seja A= (0,1]. Entdo 0 =inf A e 1 = maxA.

(b) V2={rcQ:r<s para algum s€Q tal que s> <2} é um corte.

(c) Seja C={x€Q : x*><2}. Entdo2=supC e —2=inf C.
Note que —V/2 e /2 nio pertencem a C.

Vamos provar que v/2 é um corte. De fato,se0 <rec Qe r? <2

existe n € N tal que [2r + 1] <2 —r2 e (r + 1)2 < 2. Todas as
demais propriedades de corte est3o satisfeitas trivialmente.

Vamos provar que v/2=sup C. Como todos os elementos x de C
s30 racionais que satisfazem x? < 2, v/2 é um limitante superior
para C. Agora, se 0 < L < /2, existe um racional r € (L,/2) e
[? < r?> <2. Logo r € C, e L ndo é limitante superior para C e

prova o resultado.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacdo

Proposicao

Se @ # A C R for limitado inferiormente (superiormente), entdo
—A = {—x:x € A} serd limitado superiormente (inferiormente) e
inf A= —sup(—A) (supA = —inf(—A)).

De fato: Se A for limitado inferiormente,

e inf(A) < x, para todo x € A e, dado € > 0, deve existir a € A
tal que a < inf(A) + ¢, ou (trocando o sinal),
e —inf(A) > —x, para todo —x € —A e, dado € > 0, deve
existir b= —a € —A tal que —a > —inf(A) —e.
Agora, da Proposigdo (1), —A serd limitado superiormente e
sup(—A) = —inf(A).

Deixaremos, como exercicio, a prova a outra afirmativa.
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Nimeros Reais nn o
Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Corolario
Todo A # @ e limitado inferiormente de R tem infimo.

Corolario

Todo subconjunto limitado e ndo vazio de R tem infimo e supremo.
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Nimeros Reais nn =
umers ' Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Defini¢do (Vizinhanca)
Uma vizinhanca de a € R é qualquer intervalo aberto da reta
contendo a.

Exemplo (6-vizinhanga)
Sed >0, Vs(a) :=(a— 0, a+ ) € uma vizinhanca de a € R que
serd chamada d—vizinhanga de a.

Definicdo (Ponto de Acumulagdo)

Sejam AC R e b e R. Se, para todo > 0, existira € Vs(b) N A,
a # b, entdo b serd dito um ponto de acumulagao de A.
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Nimeros Reais nn =
umer ' Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Exemplo

(a) O conjunto dos pontos de acumulacio de (a, b) € [a, b].
(b) Seja B =7Z. Entdo B ndo tem pontos de acumulagdo.

(c) Subconjuntos finitos de R ndo tém pontos de acumulagdo.

d) O conjunto dos pontos de acumulacdo de Q é R.

Defini¢do (Ponto isolado)
Seja BCR. Um ponto be B serd dito um ponto isolado de B, se
existir > 0 tal que Vs(b) ndo contém pontos de B distintos de b.
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Nimeros Reais nn =
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Exemplo

(a) Seja B = {1,1/2,1/3,...}. Entdo o conjunto dos pontos de
acumulagdo de B € {0} e o conjunto dos pontos isolados de B
€ o proprio conjunto B.

(b) O conjunto 7 possui apenas pontos isolados.

Observacao:

e Existem conjuntos infinitos que ndo possuem pontos de
acumulagdo (por exemplo Z).

e Todo conjunto infinito e limitado possui a0 menos um ponto
de acumulacdo (veja proposicdo a seguir).
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Nimeros Reais

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Proposi¢do (Bolzano-Weierstrass)

Se A € um subconjunto infinito e limitado de R entdo, A possui
pelo menos um ponto de acumulagao.

Prova: Se AC[—L, L] e [an, bn], n€N escolhidos de modo que:
[2n+1, bn+1] C[an, bn], n€N, bp=—ap=L, b,—a,=2L/2", ne N*
e [an, bp] contém infinitos elementos de A. Seja a=sup{a,:neN}.

Note que [an, by] C [aj, bj], j < n e [aj, bj] C [an, by), j > n. Em
qualquer dos casos a, < bj para todo n,j € N. Logo a < b;, j € N.

Segue que a,<a=sup{a,:neN}<b,, VneN, e aeﬂ@l[an, by].

Dado § >0 escolha neN tal que 2L/2" < 4. Seque que a€ [a,, by]
C(a—d,a+0)=V;(a) e a é ponto de acumulagdo de A
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Seqiiéncias
Operagoes com Segqiiéncias

Segiiéncias e Séries .
q Propriedades

Sequéncias

Definicao
Uma seqiiéncia é uma fun¢do definida no conjunto dos nimeros
naturais, que a cada n € N associa um ndmero a, € R.

N=1{0,1,2,3,...}

N — R
n — ap

Notacdes: { {an}
a0,31,32,--,an, ...}
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

Exemplos:
1

n+1
{172=3v' }

Sendo a, = 6, para todo n € N, temos a seqiiéncia constante:

Sendo a, = , para todo n € N, temos a sequiéncia

6,6,...6,...)
Sendo {a,} onde

a1 =7, paratodone Ne

(1)

arn, = 4, para todo n € N.

temos
{4,7,4,7,4, ...}
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

Consideremos as seqiiéncias:

1
n+1°

apn=n; fp=(-1)" e =

Como fungdes eles podem ter os seus graficos tragados, mas estes
geralmente sdo pouco significativos.

o
’ Fn Vn

Y
.
.
\
Y
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

Uma representacio para seqliéncias que pode ser mais conveniente
é obtida colocando-se os pontos aj, a, a3, ... sobre uma reta.

| I | >

0 (051 (6%) a3 51:63:. . O /82:/84:' ..
|

0

Y

Y
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

Esta representacdo pode mostrar para onde a seqliéncia “tende”.

A seqiiéncia («,) “diverge” para infinito, a seqliéncia (3,) é dita
“oscilante” e a seqiiéncia (y,) “converge para 0".

Todas estas frases podem ser definidas precisamente, e é o que
faremos a seguir.

Definicao

A seqiiéncia {a,} € dita convergente com limite £ se para cada
€ >0 dado, 3N = N(¢) € N tal que n > N |a, — {| < €.

Note que: |a, — /| <e& —c<a,—l<esl—c<a,<l+e.

| )
T 7]

{—¢ ¢ an  f4e

-~
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

A partir de um certo N todos os a, estdo no intervalo ({—e,{+¢).

Da arbitrariedade do € os a, vao se juntando em torno de /.

~ . n—oo
Notacao: |im a,=¢ ou a,—fou a, — /.
n—o0

Observacao 1. Note que a definicdo anterior é extatamente a
mesma que lim f(x) =/, vista no cdlculo para fun¢des definidas
X—00

em conjuntos que ndo sio limitados superiormente no caso em que
este dominio é N.

Observacao 2. Quando uma seqliéncia tem limite 0 ela serd dita,
frequentemente, infinitésima.
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias

Segiiéncias e Séries

Propriedades

Exemplos:
1 n—oo
e — —'0
n
De fato: Dado € > 0, da propriedade Arquimediana da reta,

existe N € N* tal que Ne > 1. Logo, para todo n > N temos
1 1
0—e<—-<—<0+e¢.
€ SS N +e

n  n—oo
1
n+1
De fato: Dado € > 0.

n
Queremos encontrar N eN* tal que n> N:‘Tl—l <e
n

mas

n—?—l 1‘ 1 e, da propriedade Archimediana da
reta, existe N € N* tal que (N +1)e > 1. Logo, se n > N

l—e<

n
<1l+e.
n+1
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Seqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

Definicdo
Uma seqiiéncia {a,} serd divergente quando ela ndo for
convergente.

(I) Seqiiéncia divergente para +oo

Uma seqiiéncia {a,} é dita divergente para +oo quando dado
K > 0, arbitrario, AN € N tal que n > N = a, > K.

(I1) Seqiiéncia divergente para —oo
Uma seqiiéncia {a,} é dita divergente para —oo quando dado
K > 0, arbitrdrio, 3N € Ntal que n > N = a, < —K.

(I11) Seqiiéncia oscilante
Uma seqiiéncia {a,} é dita oscilante quando diverge, mas nio
diverge para +00 e nem para —co.
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Segqiiéncias
Operagdes com Segiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

Observacao: Como seqiiéncias sdo funcdes elas podem ser
multiplicadas por uma constante e duas seqiiéncias podem ser
somadas ou multiplicadas.
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Segqiiéncias
Operagdes com Segiiéncias

Segiiéncias e Séries .
q Propriedades

Operacdes com Seqiiéncias

Assim, dadas duas seqiiéncias {a,} e {b,} e um ndmero real c,
definimos:

e {an} + {bn} = {an+ bn}
o c-{ap} ={c-an}
e {an} - {bn} = {an - by}

wesebn 0, Vnel, o = {2},
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Segqiiéncias
Operagdes com Segiiéncias

Segiiéncias e Séries Pt bt

Definicao
Seja {a,} uma seqiiéncia de ndmeros reais. Diremos que {a,} €
limitada se sua imagem for um subconjunto limitado de R.

Teorema
Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais.

n—oo .. Ve
a) a, — a < toda vizinhangca de a contém todos exceto
possivelmente um ntmero finito dos a,’s.

b) O limite é dnico.
c){an} € convergente, entido {a,} € limitada (ndo vale a volta).
d) Se a, 7% 2> 0, existe N € N tal que ap, > 0,Vn> N.

e) Se AC R e a é um ponto de acumulagcdo de A, entdo existe
uma seqiiéncia {a,} de elementos de A que converge para a.
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Segqiiéncias
Operagdes com Segiiéncias

Segiiéncias e Séries Pt bt

Teorema
. — — ~
Seja a, T, b, % beceR, entio

a) an+ by T 2+ b.

b) c.a, X c.a

¢) an.by = ab.

d) Se b# 0 e b, # 0 para todo n € N, a,/b, = a/b.
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Segqiiéncias
Operagoes com Segqiiéncias

Seqiiéncias e Séries Propriedades

Subsequéncias e Seqiiéncias de Cauchy

Definigdo (Subseqiiéncia)

Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais. Diremos que {b,} €
uma subseqiiéncia de {a,} se existir uma fungdo estritamente
crescente s : N — N tal que by = ag(x) para todo k € N.

Defini¢do (Seqiiéncias de Cauchy)
Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais. Diremos que {a,} € de
Cauchy se, dado € > 0 existir um nimero natural N = N(e) tal que
|an — am| < € sempre que n,m > N.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias

Segiiéncias e Séries Propriedades

Propriedades

Teorema

a) Uma seqiiéncia {a,} € convergente se, e somente se, toda
subseqtiéncia de {a,} € convergente (com mesmo limite).

b) Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.
¢) Toda seqiiéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.
d) Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.

e) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem subseqiiéncia conver-
gente é convergente.

f) Toda seqiiéncia de Cauchy € convergente.
g) Toda seqiiéncia crescente e limitada € convergente.

h) Toda seqiiéncia decrescente e limitada € convergente.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

a) Uma seqiiéncia {a,} é convergente se, e somente se, toda
subseqiiéncia de {a,} é convergente (com mesmo limite).

De fato: Se toda subseqiiéncia de {a,} é convergente como {a,}
€ uma particular subseqiiéncia dela mesma segue o resultado.

Reciprocamente, se {a,} é convergente com limite a,
dado € > 0 existe N = N(¢) € N tal que |a, —a| <€, V n> N.

Se {b,} é u ma subseqiiéncia de {a,}, seja s : N — N uma fungdo
estritamente crescente e tal que b, = ag(p).

Claramente s(n) > n e portanto |b, — a| = |ag(, —a| <€ Vn > N.
Isto mostra que {b,} é convergente com limite a.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

b) Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.

De fato: Se {a,} é convergente com limite a,
dado € > 0 existe N = N(e) € N tal que [a, —a| < 5, Vn=>N.
Assim

€ €
\a,,—am\<|an—a\+\a—am|<§+§:6, Vn> N.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

c) Toda seqiiéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.

De fato: Se {a,} é limitada o conjunto / = {a, : n € N} dos
valores da seqliéncia pode ser finito ou infinito.

Se | é finito teremos, para alum elemento a € /, a,, = a para
intinitos n. Seja N' = {n: a, = a} e tomemos s(0) =menor
elemento de N'. Uma vez construidos s(0),s(1),--- ,s(n — 1) seja
s(n) o menor elemento de N'\{s(0),s(1),--- ,s(n—1)}. Segue
que {bn}, by =as(n=a, é uma subseqiiéncia convergente de {a,}.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias

Segiiéncias e Séries

Propriedades

Se I é infinito, do Teorema de Bolzano-Weierstrass, / tem um ponto
de acumulagdoa. SejaNg={n:a,€(a—1,a+1),a,#a} es(0)o seu
menor elemento.Sejae; = HLz)_a' Ny={n:a,€(a—e€1,a+e1),a,#a}
e s(1) o menor elemento de Nj.

Construidos s(0),s(1), -+ ,sp—1 € €1, ,€n—1 S€ja € = J2so—n 72
e s(n) o menor elemento de N,={n:a,€(a—¢n, a+e€p),an#a}.

Claramente N; 2 Ny 2 N3 2 -+ e {b,}, com b, = a,(,), € uma
subseqiiéncia de {a,}. Além disso, dado € > 0, se N € N é tal que
en < ¢ s(n) €Ny elagy —al <ey<e Vnz=N. Isto mostra
que {as(,)} € uma subseqiiéncia convergente (com limite a) de
{an}. Observe ainda que todos os elementos da subseqiiéncia
{as(n)} sdo distintos.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

d) Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.
De fato: Se {a,} de Cauchy existe N € N tal que |a, — am| < 1,

V'n>N.SeM=max{|ai], - ,|an—1], |an + 1|, |an — 1|},
ap € [-M,M],V neN.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

e) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem subseqiiéncia
convergente é convergente.

De fato: Se {a,} de Cauchy, dado ¢ > 0, existe N; € N tal que
lan — am| < 5,V n = Ni. Se {b,} = {as(n)} € uma subseqiiéncia
convergente (com limite a) de {a,}, existe N, € N tal que

las(ny —al < 5,V n> No. Seja N =max{Na, N1} en> N. Logo

€

2

€
|an_a| <|an_as(n)|+|as(n)_a|<§+ =€

Isto mostra que {a,} converge para a.
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

f) Toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

De fato: Isto segue diretamente de d), c) e e).
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Segqiiéncias
Operagoes com Seqiiéncias
Propriedades

Segiiéncias e Séries

g) Toda seqiiéncia crescente e limitada é convergente.
De fato: Seja {a,} uma seqiiéncia crescente e limitada e
a =sup{a, : n € N}. Da defini¢do de sup e do fato que {a,} é
crescente, dado € > Q0 existe N € Ntalquea—e<ay<a,<a
para todo n > N. Logo |a, — a| <€, V n€ Ne {a} é convergente
com limite a.

h) Toda seqiiéncia decrescente e limitada é convergente.

Exercicio: Mostre h).
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