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Nidmeros Reais

Cortes de Dedekind

Defini¢do (Cortes de Dedekind-1872)

Um corte é um subconjunto o C Q com as seguintes propriedades
e X Jea#Q,
e SepcaeQog<p, entiogecace
e Se peEa, existe rea com p<r.

Observacao
Note que:

e Seaw éum corte, pE aeq ¢ «, entio p < q.

e Sea éumcorte, r ¢ a er <s, entios ¢ a.
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Nidmeros Reais

Definicdo
Diremos que v < B se a C 3
Proposicao
Se a, 8,7 sdo cortes
o < B ef <y implicaque a < .
e Exatamente uma das seguintes relacées € valida: o < (8 ou
a=poupf<a.

e Todo subconjunto ndo vazio e limitado superiormente de R tem
supremo.
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Nidmeros Reais

Defini¢do (Soma)

e Se a,8 € R definimos o« + B como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € 5.

e 0*={s€Q:s<0}
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Nidmeros Reais

Defini¢do (Soma)

e Se a,8 € R definimos o« + B como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € 5.

e 0*={s€Q:s<0}
Mostre que o + (5 e 0" sdo cortes.

Claramente a adicdo é comutativa e associativa e a + 0* = « para
todo corte a.
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Nidmeros Reais

Defini¢do (Soma)

e Se a,8 € R definimos o« + B como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € 5.

e 0*={s€Q:s<0}
Mostre que o + (5 e 0" sdo cortes.

Claramente a adicdo é comutativa e associativa e a + 0* = « para
todo corte a.

Proposicao
Dado o € R existe um tinico 8 € R tal que a4+ = 0*. O corte 8
€ dado por

B={-peQ:p—r¢aparaalgumreQ, r>0}

e é denotado por —a.
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Nidmeros Reais

Prova: De fato:
eSepd¢aentios=p+1l1dae—sec—aq,logo —a#g.
Da definicdo de —a, se p € a entdo —p ¢ —q, logo —a # Q.
e Se —p€ —ae —q < —p entdo existe Q 5 r > 0 tal que
gq>q—r>p—r¢aeportanto —q € —a.
e Agora,se —p € —aexiste Q 32r >0talquep—2r¢ ae
portantop—ré¢ ae—p<—p+re€ —a.
Resta mostrar que ao+ (—a) = 0*. Se r € @ e s € —a entdo
—s¢ aer<—s,ouseja, r+s < 0. Segue que a + (—a) C 0*.
Por outro lado, se —2re€0* com r>0, existe um inteiro n tal que
nreae (n+1)réa. Escolha p=—(n+2)r € —« e escreva
—2r = nr + p. Isto conclui a demonstragdo.
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Nidmeros Reais

Observacao
Se o = g* podemos definir —a = (—q)*. Com esta definicdo —« é
um corte. Além disso, ser < g es < —qentdor+s <0 e, se
-2t <0, —(q+t)+ (g — t) = =2t provando que o + (—a) = 0*.
Defini¢do (Produto)
e Se «, 3 sdo cortes,

(a-0* =0%, Ya €R

{peQ:30<rca el0<secp tais que p < rs}, a, > 0"
a-f=1 (-a)(=p) se o, f <0

—[(—a)B] sea < 0" e g >0°
— [a(=B)] sea>0" e B <0

o 1*={seQ:s<1}.

Mostre que « - 3 é um corte.
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Nidmeros Reais

R é um corpo ordenado completo.

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo niimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é
irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condicbes (A1) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (0O1) a (04), (OA) e (OM) como na se¢3o anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.
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Nidmeros Reais

R é um corpo ordenado completo.

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo niimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é
irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condicbes (A1) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (0O1) a (04), (OA) e (OM) como na se¢3o anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.

Mostre o teorema acima.
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Modulo de um Ndmero Real

Definicao
Seja x € R. O médulo ou valor absoluto de x é dado por

x| = X, x =0
—X, x < 0.

Disto segue que |x| > 0 e —|x| < x < |x|, para todo x € R.
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Exemplo
Mostre que |x|?> = x2, ou seja, o quadrado de um niimero real njo

muda quando se troca seu sinal.

Exemplo
A equagdo |x| = r, com r > 0, tem como solugbes os elementos do
conjunto {r,—r}.
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Distancia

Sejam P e Q dois pontos da reta real de abscissas x e y
respectivamente. Ent3o a distdncia de P a Q (oude x a y) é
definida por |x — y|. Assim |x — y| é a medida do segmento PQ.
Em particular, como |x| = |x — 0], entdo |x| é a distancia de x a 0.

O préximo exemplo diz que a distancia de x a 0 é menor do que r,
com r > 0, se e somente se x estiver entre —r e r.
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Exemplo
Sejacomr > 0. Entdo |x|<r <= —r<x<r.

A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

x| <r
( . )
A ) e
—r 0 r

O intervalo (—r, r) é o conjunto dos pontos de R que distam de 0
menos que r (‘bola’ de raio r em torno de 0).
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Analogamente |x — b| < r, r > 0, se e somente se,
b—r < x < b+ r. Geometricamente,

Ix—b|<r

i /
\</// 7777 7777 /

b—r b b+r
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Exemplo
Para quaisquer x,y € R, vale

[yl =1 |yl-|

Exemplo (Desigualdade triangular)

Para quaisquer x,y € R, vale

x+yl <Ix[+]yl]

Resolucdo: Somando —|x| < x < | x| e —|y| <y < |y| obtemos
—Ix[ =yl <x+y <[x|+]ylg
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Médulo de um Nimero Real Distancia

Definicao
Um intervalo em R é um subconjunto de R que tem uma das
seguintes formas:
o [a,p))={x€eR:a<x<b} Intervalo fechado,
e (a,b)={xeR :a<x<b} Intervalo aberto,
[a,b):{xeR : a<x<b},
(a,b] ={x€R : a<x< b},
(—oo,b]={x €R : x < b}
(—oo,b) ={x €R : x < b},
[a,400) = {x € R : a < x},

o (a,400) ={x€eR : a<x},
e (—00,+00) =R.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao
Limitacdo de Subconjuntos de R

Limitacao de Subconjuntos de R

Definicao
Um conjunto A C R serd dito limitado, se existir L > 0 tal que
| x| < L, para todo x € A.

Proposicao

Um conjunto A C R serd limitado se, e somente se, existir L > 0
tal que A C [—L, L].
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Exemplo

(a) A=[0,1] é limitado
(b) N no é limitado (serd mostrado mais tarde)

2" -1
(c) B= {2,1 'ne€ N} € limitado

2n—1
(d) C:{nn:neN*} é limitado.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Definicao
Um conjunto A C R serd dito ilimitado, se ele ndo for limitado.
Proposicao

Um conjunto A C R serd ilimitado se, e somente se, para todo
L >0, existir x € A tal que | x| > L.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao
Limitacdo de Subconjuntos de R

Limitante Superior e Inferior

Definicao
Seja A C R.
e A serd dito limitado superiormente, se existir L € R tal que

x < L, para todo x € A.
Neste caso, L sera chamado limitante superior de A.

e A serd dito limitado inferiormente, se existir ¢ tal que x > /,
para todo x € A.
Neste caso, £ sera chamado limitante inferior de A.

Segundo a definicdo acima, podemos notar que A C R serd
limitado se, e somente se, A for limitado superiormente e

inferiormente.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Supremo

Defini¢do (Supremo)
Seja A C R limitado superiormente, A # @&. Diremos que L € R €
o supremo de A (escreveremos L=sup A) se for um limitante
superior de A e para qualquer limitante superior L de A, tivermos
L<L.
e Quando L =supA € A, L serd chamado maximo de A e
escreveremos L = max A.
e Vimos que todo subconjunto n3o vazio e limitado
superiormente de R tem supremo.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Infimo

Definiczo (infimo)
Seja A C R limitado inferiormente, A # @. Diremos que { € R é o
infimo de A (escreveremos {=inf A) se for um limitante inferior de
A e para qualquer limitante inferior ¢ de A, tivermos £ > ¢.
e Quando 7 = inf A € A, 7 serd chamado minimo de A e
escreveremos £ = min A.
e Veremos que todo subconjunto n3o vazio e limitado
inferiormente de R tem infimo.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Proposicao (1)
Dado @ #ACR limitado superiormente, L=sup A se, e somente
se,

(a) L for limitante superior de A e,

(b) para todo € > 0, existir a € A tal que a > L —¢.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Analogamente temos
Proposicao

Seja A C R limitado inferiormente, A #+ &. Entdo L = inf A se, e
somente se,

(a) L for limitante inferior de A.
(b) Para todo € > 0, existir a € A tal que a < L+ ¢.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Teorema (Propriedade Arquimediana de R)

O conjunto A = {nx : n € N} serd ilimitado sempre que x # 0.

Prova: Se x > 0. Suponhamos, por absurdo, que A seja limitado e
seja L=sup A. Como x>0,se geQ e 0< g<x, da definicdo de sup
existe meN tal que L—g<mx e L=supA<mx+qg<(m+1)x, o
que é uma contradic3o.

A prova do caso x < 0 é andloga e serd deixada como exercicio.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Exemplo

(a) Considere A=[0,1). Entdo —2 e 0 s&o limitantes inferiores
de A enquanto 1, m e 101 s3o limitantes superiores de A.

(b) N ndo é limitado (porque?) mas é limitado inferiormente por
0, pois 0 < x, para todo x € N.

(c) B ={x € Q: x < 2} ndo é limitado (porque?), mas é
limitado superiormente por L, onde L > /2.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Corolario (1)

Para todo € > 0, existe n € N tal que
1 1

“<eg, —=<e e 27"<e.

n n\/i

Ja sabemos (por constru¢do) que, entre dois nlimeros reais
distintos existe um ndimero racional.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Provemos que entre dois nimeros reais distintos existe um nidmero
irracional.

De fato: Sejam a e b reais distintos. Se a<b ee=b—a>0, do
Coroldrio (1), escolha n € N tal que f< < e

° SeaEQ,r:a+n—\@€Eea<r<b.

° Seae}l,r:a+%€]1ea<r<b.

Assim, entre dois nimeros reais quaisquer, existe um ndmero
irracional.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Corolario
Qualquer intervalo aberto e ndo-vazio contém infinitos nimeros
racionais e infinitos niimeros irracionais.

Corolario )
Se A= { ‘ne N*}, entdoinfA=0.
n

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Exemplo

(a) Seja A= (0,1]. Entdo 0 =inf A e 1 = maxA.

(b) V2={rcQ:r<0}U{rcQ:r?> <2} éum corte.

(c) Seja C={xcQ: x?><2}. Entio /2=supC e —/2=inf C.
Note que —\/2 e /2 ndo pertencem a C.

Vamos provar que v/2 é um corte. De fato,se 0 <rec Qe r> <2

existe n € N tal que [2r + 1] <2 —r2 e (r + 1)2 < 2. Todas as
demais propriedades de corte est3o satisfeitas trivialmente.

Vamos provar que v/2=sup C. Como todos os elementos x de C
sdo racionais que satisfazem x2 <2, 4/2 é um limitante superior
para C. Agora, se 0 < L < /2, existe um racional r € (L,v/2) e
[?> < r> < 2. Logor & C, e L nio é limitante superior para C e

prova o resultado.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Proposicao

Se @ # A C R for limitado inferiormente (superiormente), entdo
—A = {—x:x € A} serd limitado superiormente (inferiormente) e
inf A= —sup(—A) (supA = —inf(—A)).

De fato: Se A for limitado inferiormente,

e inf(A) < x, para todo x € A e, dado € > 0, deve existir a € A
tal que a < inf(A) + ¢, ou (trocando o sinal),
e —inf(A) > —x, para todo —x € —A e, dado € > 0, deve
existir b= —a € —A tal que —a > —inf(A) —e.
Agora, da Proposi¢do (1), —A serd limitado superiormente e
sup(—A) = —inf(A).

Deixaremos, como exercicio, a prova a outra afirmativa.
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Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Corolario
Todo A # @ e limitado inferiormente de R tem infimo.

Corolario
Todo subconjunto limitado e ndo vazio de R tem infimo e supremo.
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Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao
Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Defini¢do (Vizinhanga)
Uma vizinhanca de a € R ¢é qualquer intervalo aberto da reta
contendo a.

Exemplo (d-vizinhanga)
Sed >0, Vs(a):=(a— 0, a+0) é uma vizinhanca de a € R que
serd chamada d—vizinhanga de a.

Definicdo (Ponto de Acumulagdo)

Sejam AC R e b e R. Se, para todo § > 0, existir a € Vs(b) N A,
a # b, entdo b serd dito um ponto de acumulagao de A.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Exemplo
(a) O conjunto dos pontos de acumulagcdo de (a, b) € [a, b].

(b) Seja B = 7. Entdo B ndo tem pontos de acumulagio.

(c) Subconjuntos finitos de R ndo tém pontos de acumulagdo.

d) O conjunto dos pontos de acumulacdo de Q é R.

Definicdo (Ponto isolado)
Seja BCR. Um ponto be B serd dito um ponto isolado de B, se
existir § > 0 tal que Vs(b) ndo contém pontos de B distintos de b.
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Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Exemplo

(a) Seja B = {1,1/2,1/3,...}. Entdo o conjunto dos pontos de
acumulagdo de B é {0} e o conjunto dos pontos isolados de B
€ o proprio conjunto B.

(b) O conjunto Z possui apenas pontos isolados.

Observacao:

e Existem conjuntos infinitos que ndo possuem pontos de
acumulagdo (por exemplo Z).

e Todo conjunto infinito e limitado possui a0 menos um ponto
de acumulagdo (veja proposi¢do a seguir).
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Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Limitacdo de Subconjuntos de R

Proposicdo (Bolzano-Weierstrass)

Se A € um subconjunto infinito e limitado de R entdo, A possui
pelo menos um ponto de acumulagao.

Prova: Se AC[—L, L] e [ap, by], n€N escolhidos de modo que:
[an+1, bn+1] C [a,,, bn], neN, b():—ao:L, b,,—a,,:2L/2”, neN*
e [apn, by] contém infinitos elementos de A. Seja a=sup{a,:neN}.

Note que [an, by) C [a), bj], j < n e [aj, bj] C [an, by], j > n. Em
qualquer dos casos a, < b; para todo j € N. Logo a < b;, j € N.

Segue que a,<a=sup{a,:neN}<b,, VneN, e aeﬂn>1[an, by].

Dado 6 >0 escolha n€N tal que 2L/2" <. Seque que a€ [ay, bp]
C(a—d,a+0)=V;s(a) e a é ponto de acumulagdo de A
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