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INFORMAGOES ESSENCIAIS ) S
: ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

E-DISCIPLINAS USP

Todas as informagGes e material da disciplina estdo disponiveis em
https://edisciplinas.usp.br/acessar/

PARA O SEU PRIMEIRO ACESSO

ID do Usuario: ID or Mail USP

Senha: Sua senha

Vocé também podera acessar diversas informagdes da disciplina em
https://sites.icmc.usp.br/andcarva/sma0380/Analise_ SMA0380.html
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INFORMAGOES ESSENCIAIS . - - .
: ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

AO DE APRE

EMENTA

Ndmeros (Revisdo):
Ndmeros naturais, inteiros, racionais e corpos
Nimeros reais: Cortes de Dedekind
Seqiiéncias e séries de nimeros reais:
Seqiiéncias: Definicdo e propriedades
Convergéncia de sequéncias
Seqiiéncias de Cauchy e Completamento
Séries: Definicdo e propriedades
Séries de termos positivos
Séries de poténcias
Testes da raiz e da razao
Séries de rearranjadas
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INFORM/ AIS . . .
DE APRENDIZADO ELETRONICO

2 APRENDIZADO

Continuidade:
Fun¢bes Continuas
Limites de funcgdes
Fun¢des continuas
Fungdes continuas e compactos
Fun¢des continuas e conexos
Descontinuidades
A Diferenciabilidade:
Definicdo e propriedades
O Teorema do valor médio

Férmula de Taylor
Séries de Poténcias e analiticidade
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INFORMAGOES ESSENCIAIS

DE APRENDIZADO ELETRONICO

DE APRENDIZADO

As integrais de Riemann-Stieltjes:
Definic3o e propriedades
Integracdo e Diferenciacio

Seqiiéncias e séries de funcoes:
Convergéncia uniforme
Convergéncia uniforme e continuidade
Convergéncia uniforme e diferenciabilidade
Convergéncia uniforme e integracdo
Familias equicontinuas
O Teorema de Stone-Weierstrass
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) AMBIENTE DE APRENDIZADO

AGAO DE APRENDIZADO

Provas

Provas
Prova 1 (Peso 2): 12/04 das 08:10 as 09:50hs

Prova 2 (Peso 2): 17/05 das 08:10 as 09:50hs

Prova 2 (Peso 3): 21/06 das 08:10 as 09:50hs

Prova Substitutiva (do bem): 28/06 das 08:10 as 09:50hs
Periodo de Recuperacdo: 11 a 19 de Julho de 2024
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RMACOES ESSENCIAIS
> ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

NTO
RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

Calendario de Aulas

Horario das Aulas: 08:10-09:50hs (segunda, quarta e sexta)
Local das Aulas: Sala 5-004 - ICMC

Calendario de Aulas

[[ Més ][ Seg [ Qua | Sex ]| Seg | Qua | Sex |[ Seg | Qua | Sex [[ Seg [Qua] Sex [[ Seg [Qua[ Sex ||
[var JoaJos Jos[uu[us[s[[1s[20]2 NN [ [ |
[Ar [l [03 o[B8 [0 ]2 [0 [2[a]6]8] [ ]
[ mai [ S0 o3 [[os [os [ 10 [ 13 [1s [ 17 [[20[22] 24 [[ 27 [20 JEM
[ Jun [T 03 T 05 JO7 [J10 [ 12 [ 14 [[ 17 [ 19 [ 21 [[ 24 [ 26 [ 28 ] [ [ |
([ Jul [ 01 ] [ I [ [ I [ [ T T T I [ T I
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INFORMAGOES ESSENCIAIS : - .
: ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

EMENTA
ATENDIMENTO
RECUPERAGAO DE APRE

ATENDIMENTO

Sala 3-123 - Quarta Feira das 14:00 as 16:00hs.

Entre em contato se precisar de atendimento fora desse
horario.
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INFORMAGOES ESSENCIAIS . - - .
: ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

E
ATE 5
RECUPERAGAO DE APRENDIZADO

RECUPERACAO DE APRENDIZADO

Vocé teve que perder alguma prova?
Caso necessite de recuperacao de aprendizado por razoes
médicas ou algum outro compromisso oficial, vocé devera
fazer a prova substitutiva no dia 28/06 as 08:10hs.
Informe-se na Secretaria da Graduagdo do seu Curso para
saber se vocé pode requerer a recuperacdo de aprendizado e a
documentacdo necessaria.
O periodo de recuperacdo serd de 11 a 19 de Julho de 2024.
A prova serd marcada oportunamente.
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Numeros . 9 q
Numeros Racionais

) nao é completo

Notacao:

= conjunto dos ndmeros naturais
= conjunto dos ndmeros inteiros

= conjunto dos nimeros racionais

O N Z

= conjunto dos nlmeros reais.
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) nao é completo

Os Nimeros Racionais

Os nimeros racionais sdo construidos tomando-se o conjunto
Z x Z* e identificando os pares (a, b) ~ (c, d) para os quais
ad = bc. Representamos um par (a, b) em Z x Z* por 2.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

A somae oproduto dos nimeros racionais ; e 5 sao definidas por:

E+£._ad+bc
b d  bd
a c _ac
b d° bd’

Chamamos adigdo a operagdo que a cada par (x,y) € Q x Q
associa sua soma x + y € Q e chamamos multiplicacao a operacao
que a cada par (x,y) € Q x Q associa seu produto x - y € Q.

"oz

A terna (Q,+, ), ou seja, Q munido das operacdes “+" e “-" é
um corpo, isto é, satisfaz as propriedades:
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) ndo é completo

Propriedades da Adicao

(A1) (associativa) (x+y)+z =x+(y+2z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, V¥ x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x + 0 = x, para
todo x € QQ;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x), tal que
x+y=0;
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) ndo é completo

Propriedades da Adicao

(A1) (associativa) (x+y)+z =x+(y+2z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, V¥ x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x + 0 = x, para
todo x € QQ;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x), tal que
x+y=0;

Mostre as propriedades acima para a adi¢cao em Q.
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) ndo é completo

Propriedades da Multiplicacao

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x, para
todo x € QQ;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x-y =1;
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) ndo é completo

Propriedades da Multiplicacao

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x, para
todo x € QQ;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x-y =1;

Mostre as propriedades acima para a multiplicacdo em Q.
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) nao é completo

Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacao)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) nao é completo

Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacao)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.

Mostre a propriedade acima em Q.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as
operagoes algébricas do corpo Q. Vamos enunciar algumas e
demonstrar outras a seguir.

Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Em Q, vale

‘x—i—z:y—i-z £ x:y‘

e, sez#0

’X-z:y-z — x:y.‘
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Prova:

x=x+0=x+(z+(-2))=(x+2)+ (—2)
=(y+2)+(-2)=y+(z+(-2))=y+0=yg
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Proposicao
O elementos neutros da adicdo e da multiplicacdo sdo tinicos.

As seguintes proposi¢es seguem da Lei do Cancelamento.
Proposicao

O elemento oposto e o elemento inverso s3o tinicos.

Proposicao
Para todo x € Q, x-0=0.

Proposicao
Para todo x € Q, —x = (—1)x.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 Anallise



Nuimeros

Nimeros Racionais
) ndo é completo

Definicao
Diremos que

. [ nao-negativo, sea-b e N
eQe{ g

a
b positivo, sea-beNea#0

e diremos que
~ eee a . ..
nao-positivo, se 5 ndo for positivo

a
b ) a ~ )
negativo, se — njo for ndo-negativo.

b
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Definicao
Sejam x,y € Q. Diremos que x é menor do que y e escrevemos
x < y, se existir t € Q positivo tal que

y=x+t

Neste mesmo caso, poderemos dizer que y é maior do que x e
escrevemos y > x. Em particular, teremos x > 0 se x for positivo e
x < 0 se x for negativo.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Se x < y ou x = y, entdo escreveremos x < y e lemos " x é menor
ou igual ay".

Da mesma forma, se y > x ou y = x, ent3o escreveremos y > x e,
neste caso, lemos "y € maior ou igual a x".

Escreveremos x > 0 se x for ndo-negativo e x < 0 se x for
nao-positivo.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

A quédrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo
ordenado, isto é, também valem as propriedades seguintes:

(01) (reflexiva) x < x, para todo x € Q;

(02) (anti-simétrica) x <y e y < x = x =y, para
quaisquer x,y € Q;

(03) (transitiva) x <y, y <z = x < z, para quaisquer
x,y,z€Q;

(0O4) Para quaisquer x,y € Q, x <y ou y < x;

(OA) x<y = x+z<y+z;

(OM) x<y e z>20 = xz<yz.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

A quédrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo
ordenado, isto é, também valem as propriedades seguintes:

(01) (reflexiva) x < x, para todo x € Q;

(02) (anti-simétrica) x <y e y < x = x =y, para
quaisquer x,y € Q;

(03) (transitiva) x <y, y <z = x < z, para quaisquer
x,y,z€Q;

(0O4) Para quaisquer x,y € Q, x <y ou y < x;

(OA) x<y = x+z<y+z;

(OM) x<y e z>20 = xz<yz.

Mostre as propriedades acima.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Proposicao

Para quaisquer x,y,z, w no corpo ordenado QQ, valem
X<y
a = X+ z< w.
@) L <w } +z<y+

0<x<y
= <
(b) ngéw} xz < yw.
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Prova: Vamos provar o item (b).

0<x<y } (oM) xz L yz

I (03) <
0<z<w - yz<yw - sy
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Numeros a P
Nimeros Racionais

@ nao é completo

Prova: Vamos provar o item (b).

0<x<y } (oM) xz L yz

I (03) <
0<z<w - yz<yw - sy

Mostre a parte a) da proposicdo.
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Numeros a S
Nimeros Racionais

) ndo é completo

Outras propriedades (exercicio):

Sejam x,y,z,w € Q. Ent3o valem
X<y < x+z<y+z
1
z>0 < —->0;
z
z>0 <= —z<0;

Sez>0,entdo x <y < xz < yz

Sez <0, entdo x <y < xz > yz,

0<x<y }

= xz < yw;
0<z<w Y

1 1
D<x<y < 0< —< —;
y X
(tricotomia) x <y ou x=y ou x> y;
(anulamento do produto) xy =0 <= x=0 ou y =0.
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Numeros . 9 q
Numeros Racionais

Q ndo é completo

Q n3o é completo

Os ndmeros racionais podem ser representados por pontos em uma
reta horizontal ordenada, chamada reta real.

4 4
+ +

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

T NI=
T Wi
T Nl

Se P for a representacdo de um niimero racional x, diremos que x
é a abscissa de P. Nem todo ponto da reta real é racional.
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Nuimeros

Nimeros Racionais
Q ndo é completo

Considere um quadrado de lado 1 e diagonal d. Pelo Teorema de
Pitagoras,
d?=1>+12=2.

Seja P a intersecdo do eixo x com a circunferéncia de centro em 0
e raio d.
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Numeros a ]
Nimeros Racionais

Q ndo é completo

Mostraremos que P é um ponto da reta com abscissa x ¢ Q.

Proposicao
Seja a € Z. Temos
2

(a) Se a for impar, entdo a* é impar;

(b) Se a? for par, entdo a é par.
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Numeros a ]
Nimeros Racionais

Q ndo é completo

Prova:

(a) Se a for impar, entdo existe k € Z tal que a =2k + 1. Dai
segue que

a®=(2k+1)? =4k?> + 4k +1=202Kk> +2k) +1=20+1,
N —

l
onde ¢ = 2k? + 2k, e portanto a® também serd impar.

(b) Suponha, por redu¢do ao absurdo, que a ndo € par. Logo a é
impar. Ent3o, pela Proposicio 7 (a), a® também é impar, o
que contradiz a hipétese. Portanto a € par.
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Numeros a ]
Nimeros Racionais

Q ndo é completo

Proposicao

A equacdo x* = 2 ndo admite solucio em Q.
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Numeros a ]
Nimeros Racionais

Q ndo é completo

Prova: Suponhamos, por reducio ao absurdo, que x? = 2 tem

~ - a a
solugao em Q. Entdo podemos tomar x = 5 coma,beZ e 5

. ) a\2 : ,
irredutivel. Logo <7) =2, ou seja, a°> = 2b% e portanto a° é

par. Segue da Proposicdo 7 (b) que a também é par. Portanto
existe k € Z tal que a = 2k.
Mas

a=2k

Portanto b2 é par e, pela Proposicdo 7 (b), b também é par. Mas

} — 2b% = 4k* — b% =2k>.

. . . a , , . o e,
isto implica que 5 ¢ redutivel (pois a e b sdo divisiveis por 2) o

- - ) a a\?2
que € uma contradicdo. Logo nao existe EGQ tal que (B) =2
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Numeros a ]
Nimeros Racionais

Q ndo é completo

Exercicio
Sejam p1, p2, - - - pn ntimeros primos distintos. Mostre que a
equacdo x> = pipo - - - pp ndo admite solug3o racional.
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Corpos

Abstratamente, um corpo é um conjunto n3o vazio [ onde estao
definidas duas operacdes bindrias

+:FxF—TF
(x,y) = x+y
FxF—TF

(x,y) = x-y
que gozam das propriedades (Al) a (A4), (M1) a (M4) e (D).

Se em I estd definida uma relagdo de ordem <, a quadrupla
(F, +, <) é um corpo ordenado se além das propriedades
anteriores, tambem valem (O1) a (04), (OA) e (OM).

(Q,+,+,<) é um corpo ordenado.
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Definicao

Diremos que um subconjunto A de um corpo ordenado
(F,+, -, <) € limitado superiormente se existe L F (chamado
limitante superior de A) tal que a < L para todo a € A.

Se A C F for limitado superiormente, diremos que um niimero
sup(A) € F € o supremo de A, se for o menor limitante superior
de A; ou seja, se a < sup(A) para todoac Ae selF > f <
sup(A), existe a € A tal que f < a.

Um corpo ordenado para o qual todo subconjunto limitado su-
periormente possui supremo é chamado um corpo ordenado
completo.

Nem todo subconjunto limitado superiormente de Q tem supremo;
ou seja, Q é um corpo ordenado que n3o é completo.
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Nimeros Reais

Construcao dos Nimeros Reais - Cortes de Dedekind

O que s3o os nimeros reais?
Como definir adicdo, multiplicacdo de nimeros reais?

O conjunto dos nimeros reais com a adi¢cdo e multiplicacdo é
um corpo?

Como definir relacdo de ordem para nimeros reais?

O corpo ordenado dos niimeros reais é completo?
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Nidmeros Reais

A idéia que queremos usar para construir (a partir de Q) o conjunto
dos nimeros reais R é:

“O conjuntos dos nlmeros reais preenche toda a reta real.”

Os elementos de R serdo os subconjuntos de Q a esquerda de um
ponto da reta real e serdo chamados cortes.

Defini¢do (Cortes de Dedekind-1872)

Um corte é um subconjunto o C Q com as seguintes propriedades
e aftJea#Q,
e SepcaeQ>qg<p entdogcace

e Sep€Eaq, existe rea com p<r.
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Nidmeros Reais

Observacao

Os cortes foram inventados em 1872 pelo matemdatico alem3o
chamado Julius Wilhelm Richard Dedekind que viveu de
06.10.1831 a 12.02.1916)

Exemplo

e Se g € Q definimos qg* = {r € Q : r < q}. Entdo q* €
um corte que chamamos de racional. Os cortes que ndo sdo
racionais serdo chamados irracionais.

o V2={tcQ: t<q para algum g€ Q com g> <2} é irracional.
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Nidmeros Reais

Observacao
Note que:

e Seawéumcorte, pE v eqé¢q,
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Nidmeros Reais

Observacao
Note que:

e Se« éum corte, p € a e q ¢ a,entdo p < q.

o Seaw éumcorte, r¢ a er <s,
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Nidmeros Reais

Observacao
Note que:

e Se« éum corte, p € a e q ¢ a,entdo p < q.

o Seawéumcorte, r ¢ a er <s, entio s ¢ a.

Definicao
Diremos que o < B se a C 3
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Nidmeros Reais

Proposicao
Se a, 3,7 sdo cortes
o < fBef <y implicaquea <.
o Exatamente uma das seguintes relacées € valida: o < [ ou
a=pfoupf<a.
e Todo subconjunto ndo vazio e limitado superiormente de R tem
supremo.
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Nidmeros Reais

Definicao
e Se a, 8 € R definimos o« + B como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € 5.

e 0*={s€Q:s<0}
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Nidmeros Reais

Definicao
e Se a, 8 € R definimos o« + B como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € 5.
e 0*={s€Q:s<0}
Mostre que o + 3 and 0* s3o cortes.

Claramente a adic3o é comutativa e associativa e a + 0* = « para
todo corte a.
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Nidmeros Reais

Definicao
e Se a, 8 € R definimos o« + B como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € 5.

e 0*={s€Q:s<0}
Mostre que o + 3 and 0* s3o cortes.

Claramente a adic3o é comutativa e associativa e a + 0* = « para
todo corte a.

Proposicao
Dado o € R existe um dnico § € R tal que o + = 0*. O corte
€ dado por

B={-p€Q:p—r¢aparaalgumreQ, r>0}

e é denotado por —q.
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Nidmeros Reais

Prova: De fato:
e Sepdaentios=p+1¢ae—se—a,logo—a#0a.
Da definicdo de —a, se p € a entdo —p ¢ —a, logo —a # Q.
e Se —p€ —ae —qg < —p entdo existe Q 3 r > 0 tal que
g>q—r>p—r¢aeportanto —q € —a.
e Agora,se —p € —aexiste Q 22r >0talque p—2r¢ ae
portantop—ré¢ ae—p<-—p+re—a.
Resta mostrar que ao + (—a) = 0*. Se r € @ e s € —«a entdo
—s¢ aer<—s,ouseja, r+s < 0. Segue que o + (—a) C 0*.
Por outro lado, se —2r€0* com r>0, existe um inteiro n tal que
nrea e (n+1)r¢ . Escolha p=—(n+2)r € —« e escreva
—2r = nr + p. Isto conclui a demonstracdo.p
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Nidmeros Reais

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo nimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é
irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condi¢ées (A1) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (01) a (04), (OA) e (OM) como na secdo anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.
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Nidmeros Reais

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo nimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é
irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condi¢ées (A1) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (01) a (04), (OA) e (OM) como na secdo anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.

Mostre o teorema acima.
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