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1 Os Numeros

Os Numeros

Faremos uma apresentacao sucinta do conjunto dos niimeros naturais, in-
teiros, racionais e reais e suas construgoes para servir como base para o que
serda, desenvolvido posteriormente. Faremos também algumas formalizacoes

que ajudam na compreensao dos conceitos que serao desenvolvidos posteri-

ormente.
Escreveremos
N={0,1,2,3,...} =Conjunto dos niimeros naturais,
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} =Conjunto dos nimeros inteiros,

a ) - . , . .
Q= {]— ;a,beZ,b> (,)} = Conjunto dos ntimeros racionais.
h

1.1 Os Numeros Naturais

Os Numeros Naturais = _ . ) ~
Os numeros naturais sao os que utilizamos para contar objetos e sao

caracterizados pelos Axiomas de Peano:
1. Todo nimero natural tem um tnico sucessor.
2. Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

3. Existe um unico natural, chamado zero (denotado por 0), que nao é

sucessor de nenhum ntdmero natural.

4. Seja X CN tal que 0€ X e, se n€ X, seu sucessor (denotado por n+1)
também pertence a X. Entao X = N.

A adicao ¢ definida por: n+0:=n,neN,en+(p+1):=(n+p)+1, n,p € N,

(sabendo somar p sabemos somar p+1).

A multiplicacao é definida por:n-0=0e n-(p+1):=n-p+n, n,peN.
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Prova por Inducao
O quarto Axioma de Peano é conhecido como axioma de inducao e é

frequentemente utilizado em demonstragoes matematicas.

Prova por Indugao: Dado que uma proposi¢ao P(n), definida para todo
n € N, pode ser verdadeira ou falsa, para verificar que a mesma é verdadeira

para todo n € N basta verificar que:
e P(0) é verdadeira e

e Se neN é tal que P(n) é verdadeira, entdo P(n+1) também é.

De fato: Se X denota o conjunto dos niimeros naturais n para os quais
P(n) é verdadeira, entao 0 € X e, se n € X, entdo n+1€ X. Logo X =N
pelo quarto Axioma de Peano.

Exercicio: Mostre que n -1 = n, para todo n € N, e que a adigao e
multiplicacao definidas acima sao comutativas e associativas.

Vamos provar a comutatividade e associatividade da adigao:
Lema 1 (1). Para todon € N, 1+n=n+1e0+n=n+0.

Prova: Faremos ambas as provas ao mesmo tempo. Note que o resultado
¢é valido para n = 0. Suponha que o resultado seja valido para n = k e
mostremos que vale também para n = k+ 1. De fato, da hipétese da inducao
(h) e da definicao de adicao (d),

—
=

1+(k+1):(1+k:)+1@(k+1)+1

0+(k+1):)(0+k:)+1@(k+0)+1@k:+1@(k+1)+0

—

Segue que o resultado vale para todo n € N.

Agora motremos a associatividade.

Lema 2 (Associatividade). Para todo n,p,r € N, (n+p)+r=n-+ (p+r).



Prova: Note que o resultado ¢é valido trivialmente para r = 0 e para r = 1.
Suponha que o resultado seja valido para r = k e mostremos que vale também

para r = k + 1. De fato, da hip6tese da inducao (h) e da defini¢ao de adigao
(d),

nt @+ k+1)) Lt (+h)+ D)L+ (p+k)+1

D nap)+ k) +1 L ntp)+ (k+ 1)

—~
N

Segue que o resultado vale para todo r € N

Por fim provamos a comutatividade
Lema 3 (Comutatividade). Para todo n,p € N, n+p=p+n.

Prova: Note que o resultado é valido para qualquer n e Nep=0oup=1
(Lemma (1)). Suponha que o resultado seja valido para p = k e mostremos
que vale também para p = k + 1. De fato, da hipétese da indugao (h), da
defini¢ao de adi¢ao (d), do Lema (1) (11) e do Lema (Associatividade) (la),

n+(k+1)@(n+k)+1@(k+n)+1

(i)1+(k:+n) @ (1+/€)+n(1:l) (k+1)+n.

Segue que o resultado vale para todo p € N.

Lema 4 (Lei do Cancelamento). Para todo m,n,p € N, m+n = m+p

mmplica n = p.

Prova: Primeiramente mostremos que, 0 # p para todo natural p nao nulo.
Se p#£0, p é sucessor de um natural (denotado por p—1) e 0+p =0+ ((p —
)+1)=0+((p—-1)+1=(p—1)+ 1. Logo, como 0 ndo é o sucessor
de nenhum nimero natural, 0 +0 = 0+ p implicap =0. Se k+0=Fk+p
implica p = 0, temos que

(k+1)4+0=k+(140)=k+0+1)=(k+0)+1
I

——
k+D)+p=k+(0+p =k+(p+1)=((k+p) +1
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Como nuimeros naturais distintos tem sucessores distintos seque gue k +
0 =k + p e portanto p = 0. O restante da prova ¢ deixada como exercicio.n

Ordem

De maneira natural definimos uma ordem em N. Diremos que m < n se

existe p € N tal que n =m + p.
Esta relagao tem as seguinte propriedades:
e O1: Reflexiva: Para todon € N, n < n.
o Oy: Antistmétrica: Se m < n e n < m, entao m = n.
o Os: Transitiva: Se m < n en < p, entao m < p.
e O, Dados m,n € N temos que ou m < n oun < m.
e Os: Sem<nepeN,entaom+p<n+pemp<np.
Mostre as propriedades acima.

Exercicio 1 (Mostre que:). e Todo subjconjunto nao vazio de N tem um

menor elemento.

e 1+3+5+---+(2n—1) =n?, para todo n € N*.

e Todo natural maior que 1 € ‘produto’ de fatores primos.

De fato: Sejam S={neN*:n é primo ou produto de fatores primos}
e A={neN*":n#len ¢ S}. Note que o produto de elementos de
S € um elemento de S. Se A # &, entao A tem um primeiro elemento
a. Como a¢ S devemos ter que a=m.n com m,n € N* distintos de 1.
Note que n<a e m<a e ao menos um deles pertence a A. Isto ¢ uma

contradi¢cao pois a € o menor elemento de A. Seque que A = &.
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1.2 Os Numeros Inteiros

Os Numeros Inteiros

A maneira usual de fazer a construcao dos inteiros a partir dos naturais
consiste em tomar os pares ordenados de ntimeros naturais com a seguinte
identificacdo (a,b) ~ (¢,d) se a+d =0+ c.

Desta forma, podemos representar N = {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),--} e
—N*={--,(0,3),(0,2),(0,1)}.

Tomar o sucessor significa somar 1 a primeira coordenada e, para os

inteiros negativos, voltar a identificar (1,n) com (0,n—1).

1.3 Numeros Racionais

Os numeros racionais sao construidos tomando-se o conjunto Z x Z* e iden-
tificando os pares (a,b) ~ (¢,d) para os quais ad = bc. Representamos um
par (a,b) em Z x Z* por §.

Chamamos adigao a operagdo que a cada par (z,y) € Q x Q associa
sua soma x + y € Q e chamamos multiplicagcao a operagao que a cada par
(x,y) € Q x Q associa seu produto x -y € Q.

A soma e o produto em Q sao dados, respectivamente, por:

g+g'_ad—l—bc
b d b
@ c _ac
b d = bd’

2

A terna (Q, +, -), ou seja, Q munido das operagoes “+7 e “ -7 satisfaz

as propriedades de um corpo. Isto quer dizer que valem as propriedades
seguintes:

Propriedades da Adi¢ao em Q
(A1) (associativa) (z+y)+z=z+(y+2),V z,y,2€Q;
(A2) (comutativa) v +y=y+z,Vz,yeQ;
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(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x40 = z, para todo x € Q;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x), tal que z +y = 0;

Mostre as propriedades acima.

Propriedades da Multiplicagao em Q
(M1) (associativa) (zy)z = x(yz), V x,y,2z € Q;
(M2) (comutativa) zy = yx, para todo z,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que 1 = z, para todo = € Q;

(M4) (elemento inverso) para todo z € Q, z # 0, existe y € Q, (y = 1),

T

talque x -y =1;
Mostre as propriedades acima.
Propriedade Distributiva em Q
(D) (distributiva da multiplicagao) z(y + 2) = zy + xz, V z,y,2 € Q.
Mostre a propriedade acima.
Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as operagoes

algébricas com o corpo Q. Vamos enunciar algumas e demonstrar outras a

seguir.

Proposicao 1 (Lei do Cancelamento). Em Q, vale

‘x+z:y+z == x:y‘

e, se z# 0

‘x-z:y-z — x:y.‘

13



Prova:

x =x4+0=zx+ 2+ (-2)=(x+2)+(—2)
=W+z)+(—2)=y+(z+(-2)=y+0=yq

= (.2).(2) = y.(=.(1)) = 9.1 =y

Proposicao 2. O elementos neutros da adi¢ao e da multiplicagcdo sao unicos.

As seguintes proposicoes seguem da Lei do Cancelamento.
Proposicao 3. O elemento oposto e o elemento inverso sao unicos.
Proposicao 4. Para todo x € Q, x -0 = 0.

Proposicao 5. Para todo x € Q, —x = (—1)x.

Definicao 1. Diremos que

a Q¢ nao-negativo, se a-b €N

— é

b positivo, sea-be N ea #0

e diremos que
~ ol a "

a nao-positivo, se 3 nao for positivo
- Q¢ a
b negativo, se 7 nao for nao-negativo.

Definicao 2. Sejam x,y € Q. Diremos que x ¢ menor do que y e escreve-

mos x <y, se existir t € Q positivo tal que
y=x+t.

Neste mesmo caso, poderemos dizer que y € maior do que = e escrevemos
y > x. Em particular, teremos x > 0 se x for positivo e x < 0 se x for

neqgativo.
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Se xr < y ou x = y, entao escreveremos r < y e lemos “x € menor ou

wqual ay”.

Da mesma forma, se y > = ou y = x, entao escreveremos y > x e, neste

caso, lemos “y é maior ou igual a x”.

Escreveremos x > 0 se x for nao-negativo e z < 0 se x for nao-positivo.
A quédrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo orde-

nado, isto é, também valem as propriedades seguintes:

(01) (reflexiva) z < x, para todo x € Q;

(02) (anti-simétrica) < y e y < * = x = y, para quaisquer
z,y € Q;

(03) (tramsitiva) z <y, y < z = z < z, para quaisquer z,y,z € Q;
(04) Para quaisquer z,y € Q, x <y ou y<x

(OA) z<y = xz+z2z<y+z;

(OM) <y e 220 = zz<yz.

Mostre as propriedades acima.

Proposicao 6. Para quaisquer x,y, z,w no corpo ordenado Q, valem

(a)

<y }
— v+ 2<y+w.
z

0<z<y
b = zz < yw.
UM ey

Prova: Vamos provar o item (b).

T<y } (oM) xz
z<w Yz

Mostre a parte a) da proposicao.

//\ //\

0
0
Outras propriedades:

15



1.3.1 Outras propriedades:

Sejam z,y, z,w € Q. Entao valem

o r LYy — r+z2<y+z

1
z2>0 <= —>0;
z

z2>0 <= —z<0;

Se z >0, entao z <y < w2z <yz;

Se z < 0,entao z <y < w2z >yz;

0<z<y
. = rz < yw,
0<z<w
1 1
e <<y — 0<—-<—;
Y T

(tricotomia) r <y ou z=y ou x > y;

(anulamento do produto) zy =0 <= =0 ou y=0.

1.4 Q nao é completo

Q nao é completo
Os numeros racionais podem ser representados por pontos em uma reta

horizontal ordenada, chamada reta real.

Se P for a representagao de um numero racional z, diremos que = é a

abscissa de P. Nem todo ponto da reta real é racional.

16



Considere um quadrado de lado 1 e diagonal d . Pelo Teorema de Pitagoras,
P=1+1*=2

Seja P a intersecao do eixo x com a circunferéncia de centro em 0 e raio d.

Mostraremos que P é um ponto da reta com abscissa = &€ Q.
Proposicao 7. Seja a € Z. Temos

(a) Se a for impar, entdo a*

€ impar;
(b) Se a* for par, entdo a € par.
Prova:

(a) Se a for impar, entao existe k € Z tal que a = 2k + 1. Dai segue que

a® =2k +1)* =4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 = 20 + 1,
N——

‘
onde ¢ = 2k? + 2k, e portanto a® também serd impar.

(b) Suponha, por reducdo ao absurdo, que a nao é par. Logo a é impar.
Entao, pela Proposicao [ (a), a* também é fmpar, o que contradiz a
hipétese. Portanto a ¢ par.g

Proposigao 8. A equacdo 2% = 2 ndo admite solugio em Q.
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Prova: Suponhamos, por reducao ao absurdo, que 22 = 2 tem solucao em Q.
Entao podemos tomar x = % coma,beZ e % irredutivel. Logo (%)2 =2,
ou seja, a> = 2b® e portanto a? é par. Segue da Proposicao [ (b) que a
também é par. Portanto existe k € Z tal que a = 2k .
Mas
= %2} — = Ak = 0P = 2%
a =2k

Portanto b? é par e, pela Proposigao [7 (b), b também é par. Mas isto

. . a , . ~ e P
implica que 7 ¢ redutivel (pois a e b sdo divisiveis por 2) o que é uma

a a\?
contradi¢ao. Logo nao existe 7 €Q tal que (3) =2

Exercicio 2. Sejam pi,ps,---p, numeros primos distintos. Mostre que a

equacao 2 = pips - - - pn ndo admite solucdo racional.

2 Corpos

Vimos que os numeros racionais com a sua adi¢ao, multiplicagao e relacao

de ordem é um corpo ordenado.

Estaremos também interessados no corpo dos ntimeros reais R e no corpo
dos numeros complexos C. Abstratamente, um corpo é um conjunto nao

vazio F onde estao definidas duas operagoes bindrias

+: FxF—>TF
(z,y) —2x+y

o FxF—>TF
(@, y) -y
que gozam das seguintes propriedades
Propriedades de um Corpo - Adicao

(A1) (associativa) (z+y)+z=2z+(y+2),V z,y,2€F;

18



(A2) (comutativa) z+y=y+z, Vz,yeF;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € F tal que z + 0 = z, para todo z € IF;

(A4) (oposto) para todo z € IF, existe y € F (y = —z), tal que x +y = 0;
Propriedades de um Corpo - Multiplicacao

(M1) (associativa) (z-y)-z=z-(y-2),V z,y,z € F;

(M2) (comutativa) x -y =y -z, para todo z,y € IF;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € F, tal que z -1 = x, para todo x € F;

(M4) (elemento inverso) para todo x € F, = # 0, existe y € F, (y = %),
talque x -y =1;

Propriedades de um Corpo - Distributiva
(D) (distributiva da multiplicacao) z-(y+z) =z-y+z-2, Va,y,z € F.

Se no corpo F estd definida uma relagao de ordem <, a quadrupla (F, +, - | <
) é um corpo ordenado se além das propriedades anteriores, também valem

as propriedades:

(01) (reflexiva) x < z, para todo = € IF;

(02) (anti-simétrica) z <y e y < x = x =y, para quaisquer z,y € F;
(03) (tramsitiva) z <y, y < 2 = =z < z, para quaisquer z,y,z € IF;
(04) Para quaisquer z,y € F, z <y ou y < z;

(OA) 2<y = z+z2<y+z;

(OM) z<y e 220 = z-z2<y- 2.
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Definigao 3. e Diremos que um subconjunto A de um corpo ordenado
(F,+, -, <) €limitado superiormente se existe L €F (chamado limitante

superior de A) tal que a < L para todo a € A.

o Se A C T for limitado superiormente, diremos que um nimero sup(A) €
F ¢ o supremo de A, se for o menor limitante superior de A; ou seja,
se a < sup(A) para todo a € A e, se F > f < sup(A), existe a € A tal
que f < a.

e Um corpo ordenado para o qual todo subconjunto limitado superior-

mente possui supremo € chamado um corpo ordenado completo.

Nem todo subconjunto limitado superiormente de Q tem supremo; ou

seja, Q é um corpo ordenado que nao é completo.

3 Numeros Reais

A idéia que queremos usar para construir (a partir de Q) o conjunto dos

nimeros reais R é:
“O conjuntos dos ntimeros reais preenche toda a reta real.”

Os elementos de R serao os subconjuntos de Q a esquerda de um ponto

da reta real e serdo chamados cortes.

Definicao 4 (Cortes de Dedekind-1872). Um corte é um subconjunto o C Q

com as sequintes propriedades
e £ Jea#Q,
e SepcaeQ3qg<p,entaogeae
e SepEaq, existerEa com p<r.

Exemplo 1. e Se q € Q definimos ¢* = {r € Q:r < q}. Entao ¢* €
um corte que chamamos de racional. Os cortes que nao sao racionais

serao chamados irracionais.
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e V2={qeQ:¢*<2}uU{qeQ:q<0} éirracional.
Observacao 1. Note que:

e Sea éum corte, p € a e q & «, entao p < q.

o Sea € um corte, ¢ a er < s, entao s & a.
Definicao 5. Diremos que o < 8 se a C 3
Proposicao 9. Se a, 8,7 sao cortes

o o< fBef <y implica que av < 7.

o Ezatamente uma das sequintes relagoes € vdlida: o < 8 ou o = [ ou
b < a.

e Todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente de R tem supremo.

Definicao 6. e Se a,f € R definimos o+ B como o conjunto de todos

os racionais da formar+s comr € a e s € [3.
e 0"={s€Q:s5<0}
Mostre que a4+ 8 and 0* sao cortes.

Claramente a adigao é comutativa e associativa e a + 0* = « para todo

corte .

Proposicao 10. Dado o € R existe um tnico 5 € R tal que o + 3 = 0*. O
corte B € dado por

B={-peQ:p—r¢aparaagunreQ, r>0}
e ¢ denotado por —a.

Prova: De fato:

eSep ¢ aentaio s = p+1 ¢ ae —s € —a, logo —a # 2.
Da defini¢ao de —a, se p € a entdo —p ¢ —a, logo —a # Q.
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e Se —p € —a e —qg < —p entao existe Q 3 r > 0 tal que ¢ > q—1r >
p—r ¢ « e portanto —q € —a.

e Agora, se —p € —a existe Q > 2r > 0 tal que p — 2r ¢ « e portanto
p—r¢ae—p<-—p+re—a.

Resta mostrar que o + (—a) = 0*. Ser € a e s € —a entdo —s ¢ a e
r < —s, ou seja, 7+ s < 0. Segue que a + (—a) C 0*. Por outro lado, se
—2r€0* com r >0, existe um inteiro n tal que nr€a e (n+1)r¢a. Escolha

p=—(n+2)r € —aeescreva —2r = nr + p. Isto conclui a demonstragao.p
Definicao 7 (Produto). Se a, 8 sdo cortes,

(00" =0", Va e R

{peQ:30<rea el<sea tais que p < rs}, a,f > 0"
a-f=q(-a)(=8) sea,f <0

—[(—a)p] sea < 0" e >0

—[a(=pB)] sea>0"e g <0"

e I"={s€Q:s<1}.

R é um corpo ordenado completo.
Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e todo

niimero real que ndo é racional é dito irracional (1/2 é irracional).

Teorema 1. A quddrupla (R,+, -, <) satisfaz as condigoes (A1) a (A4),
(M1) a (M}), (D), (0O1) a (04), (OA) e (OM) como na secdo anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.

Mostre o teorema acima.
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4 Mobdulo de um Numero Real

Definicao 8. Seja z € R. O moédulo ou valor absoluto de x € dado por

2] = z, x>0
-, x < 0.

Disto segue que |z| > 0 e —|z| < x < |z|, para todo z € R.

2

Exemplo 2. Mostre que |z|* = 2%, ou seja, o quadrado de um niimero real

nao muda quando se troca seu sinal.

Exemplo 3. A equagio |x| =1, comr > 0, tem como solugdes os elementos

do congunto {r,—r}.

4.1 Distancia

Distancia

Sejam P e () dois pontos da reta real de abscissas x e y respectivamente.
Entao a distancia de P a @ (ou de x a y) é definida por |z — y|. Assim
|z — y| é a medida do segmento PQ. Em particular, como |z| = |z — 0],

entao |z| é a distancia de z a 0.

O proximo exemplo diz que a distancia de z a 0 é menor do que r, com

r > 0, se e somente se x estiver entre —r e r.

Exemplo 4. Seja com r > 0. Entao |z|<r < —-r<z<r.

A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

x| <r
4 )
X / x
—r 0 r
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O intervalo (—r,r) é o conjunto dos pontos de R que distam de 0 menos
que r (‘bola’ de raio r em torno de 0).
Analogamente |z — b < r, r > 0, se e somente se, b —r < z < b+ r.

Geometricamente,

lt —b| <r

<
NP
&

b—r b

Exemplo 5. Para quaisquer x,y € R, vale

|zyl = | 2| |yl

Exemplo 6 (Desigualdade triangular). Para quaisquer z,y € R | vale

x4y < |z + ]y

Resolugao: Somando —|z| <z < |z| e —|y| < y < |y| obtemos —| x| —
lyl <z +y < |z[+]ylg

Definicao 9. Um intervalo em R é um subconjunto de R que tem uma das

sequintes formas:
e [a,b)={zeR:a<z<b} Intervalo fechado,
e (a,0)={zeR:a<xz<b} Intervalo aberto,

e [a,b)={z€R:a<z<b},

(a,b]:{a?ER:a<x§b},
° (—oo,b]:{xe]R:be}

e (—o0,b {xGR:x<b},

)=
[a,400) ={z €R : a <z},

(a,400) ={z €R : a <z},

(—o0, +00) = R.
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5 Limitacao de Subconjuntos de R

Definicao 10. Um conjunto A C R serd dito limitado, se existir L > 0
tal que | z| < L, para todo = € A.

Proposicao 11. Um conjunto A C R serd limitado se, e somente se, existir
L >0 tal que A C [—L, L]

Exemplo 7.
(a) A=0,1] é limitado

(b) N nao é limitado (serd mostrado mais tarde)

(0)32{2"—1

2n

'n € N} ¢ limitado

2n—1.

(d) C = { n e N*} ¢ limitado.

Definicao 11. Um conjunto A C R serd dito ilimitado, se ele nao for
limitado.

Proposicao 12. Um conjunto A C R serd ilimitado se, e somente se, para
todo L > 0, existir v € A tal que |z| > L.

Limitante Superior e Inferior

Definigcao 12. Seja A C R.

o A serd dito limitado superiormente, se existir L € R tal que © < L,
para todo x € A.

Neste caso, L serd chamado limitante superior de A.

o A serd dito limitado inferiormente, se existir ¢ tal que © > ¢, para
todo x € A.

Neste caso, ¢ serd chamado limitante inferior de A.
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Segundo a definicao acima, podemos notar que A C R sera limitado se, e
somente se, A for limitado superiormente e inferiormente.

Supremo

Definigao 13 (Supremo). Seja A C R limitado superiormente, A # &.
Diremos que L € R € o supremo de A (escreveremos L =sup A) se for um

limitante superior de A e para qualquer limitante superior L de A, tivermos
L<L.

e Quando L =sup A € A, L ser4 chamado maximo de A e escreveremos
L = max A.

e Vimos que todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente de R
tem supremo.

Infimo

Definicao 14 (fnﬁmo). Seja A C R limitado inferiormente, A # &. Dire-
mos que { € R € o infimo de A (escreveremos {=inf A) se for um limitante

inferior de A e para qualquer limitante inferior ¢ de A, tivermos £ > (.

e Quando ¢ = inf A € A, { serd chamado minimo de A e escreveremos
¢ = min A.

e Veremos que todo subconjunto nao vazio e limitado inferiormente de R

tem infimo.

Proposicao 13 (1). Dado @# ACR limitado superiormente, L=sup A se,

e somente se,

(a) L for limitante superior de A e,

(b) para todo £ > 0, existir a € A tal que a > L — ¢.
Analogamente temos
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Proposicao 14. Seja A C R limitado inferiormente, A # @. FEntio L =

inf A se, e somente se,
(a) L for limitante inferior de A.
(b) Para todo € > 0, existir a € A tal que a < L+ ¢.

Teorema 2 (Propriedade Arquimediana de R). O conjunto A = {nx : n €

N} serd ilimitado sempre que x # 0.

Prova: Se x > 0. Suponhamos, por absurdo, que A seja limitado e seja
L =sup A. Como z > 0, da definicao de sup, deve existir m € N tal que
L—z<mzxelL=supA<(m+ 1)z, oque é uma contradigao.

A prova do caso x < 0 ¢ andloga e serd deixada como exercicio.

Exemplo 8. (a) Considere A = [0,1). Entao —2 e 0 sao limitantes

inferiores de A enquanto 1, m e 101 sao limitantes superiores de A.

(b) N nao é limitado (porque?) mas é limitado inferiormente por 0, pois
0 <z, para todo v € N.

(c) B={rcQ:x <2} nio é limitado (porque?), mas é limitado
superiormente por L, onde L > /2.

Corolario 1 (1). Para todo € > 0, existe n € N tal que
1 1
—<e —<eg e 27"<e.

n n\/§

J& sabemos (por construgao) que, entre dois niimeros reais distintos existe
um numero racional.
Provemos que entre dois niimeros reais distintos existe um nimero irra-

cional.

De fato: Sejam a e b reais distintos. Se a<b e e=b—a >0, do Corolario

(1), escolha n € N tal que n%/i <i<e
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° SeaeQ,r:a+ﬁﬂ€Hea<r<b.

° Seae]l,r:a+%€]lea<r<b.

Assim, entre dois niimeros reais quaisquer, existe um numero irracional.

Corolario 2. Qualquer intervalo aberto e nao-vazio contém infinitos nimeros

racionais e infinitos nUmMeros irracionais.

Corolario 3. Se A = {l 'n e N*}, entdo inf A = 0.

n

Exemplo 9. (a) Seja A= (0,1]. Entdo 0 =inf A e 1 = max A.
() V2=1{reQ:r<0}U{reQ:r?<2} éum corte.

(¢c) Seja C={xeQ:2?<2}. Entio 2=supC e —/2=inf C. Note que
—V/2 e /2 nao pertencem a C.
Vamos provar que v/2 é um corte. De fato, se 0 < r € Q e r?2 < 2 existe

n € Ntal que [2r+1]+ <2—7r% e (r+1)? < 2. Todas as demais propriedades

de corte estao satisfeitas trivialmente.

Vamos provar que v/2 = sup C. Como todos os elementos z de C' sdo
racionais que satisfazem 22 < 2, v/2 é um limitante superior para C. Agora,
se 0 < L < /2, existe um racional r € (L,v/2) e L? < r?> < 2. Logor € C, ¢

L nao é limitante superior para C' e prova o resultado.

Proposicao 15. Se @ # A C R for limitado inferiormente (superiormente),
entio —A = {—x : x € A} serd limitado superiormente (inferiormente) e
inf A = —sup(—A) (sup A = —inf(—A)).

De fato: Se A for limitado inferiormente,

e inf(A) <z, para todo z € A e, dado € > 0, deve existir a € A tal que

a < inf(A) + ¢, ou (trocando o sinal),
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e —inf(A) > —uz, para todo —x € —A e, dado € > 0, deve existir b =
—a € —A tal que —a > —inf(A) —e.

Agora, da Proposigao (1), —A serd limitado superiormente e sup(—A) =

—inf(A).
Deixaremos, como exercicio, a prova a outra afirmativa.

Corolario 4. Todo A # & e limitado inferiormente de R tem infimo.

Corolario 5. Todo subconjunto limitado e nao vazio de R tem infimo e

supremo.

5.1 Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagao

Definicao 15 (Vizinhanga). Uma vizinhanga de a € R € qualquer intervalo

aberto da reta contendo a .

Exemplo 10 (§-vizinhanga). Se § > 0, Vs(a) := (a — 0, a + 0) € uma

vizinhanc¢a de a € R que serd chamada d—vizinhanca de a.

Definigao 16 (Ponto de Acumulagao). Sejam A C R e b € R. Se, para
todo § > 0, existir a € Vs(b) N A, a # b, entdo b serd dito um ponto de

acumulagao de A.

Exemplo 11. (a) O conjunto dos pontos de acumulagdo de (a,b) € [a,b).
(b) Seja B =7Z. Entio B nao tem pontos de acumulagao.
(c) Subconjuntos finitos de R nao tém pontos de acumulagado.

d) O conjunto dos pontos de acumula¢ao de Q é R.

Definicao 17 (Ponto isolado). Seja BCR. Um ponto be B serd dito
um ponto isolado de B, se existir § > 0 tal que Vs(b) nao contém

pontos de B distintos de b.
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Exemplo 12. (a) Seja B = {1,1/2,1/3,...}. Entdo o conjunto dos pon-
tos de acumulagao de B € {0} e o conjunto dos pontos isolados de B é

o proprio conjunto B.

(b) O conjunto Z possui apenas pontos isolados.
Observacao:

e Existem conjuntos infinitos que nao possuem pontos de acumulagao

(por exemplo Z).

e Todo conjunto infinito e limitado possui ao menos um ponto de acu-

mulacdo (veja proposigao a seguir).

Proposigao 16 (Bolzano-Weierstrass). Se A é um subconjunto infinito e

limitado de R entdo, A possui pelo menos um ponto de acumulacado.

Prova: Se AC[—L, L] e [a,, by],n €N escolhidos de modo que: [ay11, by11] C
[an, bn], n€N, by=—ag=1L, b,—a,=2L/2", neN* e [a,,b,] contém infinitos
elementos de A. Seja a=sup{a,:neN}.

Note que [a,, b,] C [aj,b;], 7 < nela;,bj] C [ay,by], j > n. Em qualquer
dos casos a, < b; para todo j € N. Logo a <b;, j € N.

Segue que a, <a=sup{a,:n€N}<b,, ¥neN, e a €[, 5 [an, bn).

Dado 0 > 0 escolha n € N tal que 2L/2™ < §. Seque que a € [ay,, by)
C(a—0,a+6)=V;s(a) e a é ponto de acumulagao de A
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6 Seqiiéncias e Séries

6.1 Seqiiéncias

Definigao 18. Uma seqiiéncia € uma func¢ao definida no conjunto dos nimeros

naturais, que a cada n € N associa um niumero a, € R.
N={0,1,2,3,...}

N — R

n o~ a,

G,
Notacoes: {an}
{ao,al,aQ, ey Qpy . }
Exemplos:
1
e Sendo a, = R para todon € N, temos a seqiiéncia {1 , % , % AR }
n

e Sendo a, = 6, para todo n € N, temos a seqiiéncia constante:

{6,6,...6,...}

e Sendo {a,} onde
aoni1 = 7, para todon € N e
a9, = 4, para todo n € N.
temos

{4,7,4,7,4, ..}

Consideremos as seqiiéncias:

B 1
S on+17

Como funcoes eles podem ter os seus graficos tragados, mas estes geral-
mente sao pouco significativos.
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Qn
/B’I’L ’yn

Uma representacao para seqiiéncias que pode ser mais conveniente é

obtida colocando-se os pontos a;, as, as, ... sobre uma reta.
| I | ‘ > I | | >
0 a1 a a3 pr=pFz= -0 [Bo=L4=--
| L 1 1 L,
0 747372 M

Esta representacao pode mostrar para onde a seqiiéncia “tende”.

A seqiiéncia (o) “diverge” para infinito, a seqiiéncia (f,) é dita “os-

cilante”e a seqiiéncia (7,) “converge para 0”.
Todas estas frases podem ser definidas precisamente, e é o que faremos.

Definicao 19. A seqiiéncia {a,} € dita convergente com limite £ se para
cada € > 0 dado, 3N = N(¢) € N tal quen > N |a, — | < €.

Note que: |a, —l| <o —cec<a,—l(<esl—c<a, </l+e.

( 1 | A
T 1 1 7
l—¢ U an (4¢
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A partir de um certo N todos os a,, estao no intervalo ({—e,(+¢).

Da arbitrariedade do € os a,, vao se juntando em torno de /.

Notacao: lim a,=/¢ ou a, —fou a, — .
n—oo

Observacao 1. Note que a definigao anterior é extatamente a mesma que
lim f(z) =/, vista no célculo para fungoes definidas em conjuntos que nao

T—r00
sao limitados superiormente no caso em que este dominio é N.

Observacao 2. (Quando uma seqiiéncia tem limite 0 ela sera dita, fre-

quentemente, infinitésima.

Exemplos:

. ln_>—o>00
n

De fato: Dado ¢ > 0, da propriedade Arquimediana da reta, existe
N € N* tal que Ne > 1. Logo, para todo n > N temos

1 1
0—e<—-—<—=x<0 .
15 2SN + e

N nooco
1

n+1
De fato: Dado e > 0.

n
Queremos encontrar N € N* tal que n>N = il —1|<e
n
mas |—— — 1} = —L_ ¢, da propriedade Archimediana da reta, existe

n+1 n+1
N € N* tal que (N 4 1)e > 1. Logo, sen > N

1—€<L<1+€.
n+1

Definicao 20. Uma seqiiéncia {a,} serd divergente quando ela nao for

convergente.
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(I) Seqiiéncia divergente para +oo
Uma seqiiéncia {a,} é dita divergente para +oo quando dado K > 0,
arbitrario, 3N € N Tal que n > N — a,, > K .

(IT) Seqiiéncia divergente para —oo
Uma seqiiéncia {a,} é dita divergente para —oo quando dado K > 0,
arbitrario, 3N € N Tal que n > N — a,, < —K .

(III) Seqiuiéncia oscilante
Uma seqiiéncia {a,} é dita oscilante quando diverge, mas nao diverge

para +00 e nem para —oo.

6.2 Operacgoes com Seqiiéncias

Observacao: Como seqiiéncias sao fungoes elas podem ser multiplicadas por
uma constante e duas seqiiéncias podem ser somadas ou multiplicadas.

Operagoes com Seqiiéncias

Assim, dadas duas seqiiéncias {a, } e {b,} e um ntimero real ¢, definimos:

o {an} +{bn} = {an + b}
e c-{a,} ={c-a,}
e {a,} - {bn} = {an b}

eecseb,#0, VneN, Eg:i’:{Z—:}

Definigao 21. Seja {a,} uma seqiéncia de nimeros reais. Diremos que

{a,} € limitada se sua imagem for um subconjunto limitado de R.
Teorema 3. Seja {a,} uma seqiiéncia de nimeros reais.

— . 5 )
e a)a, =3 a < toda vizinhanca de a contém todos exceto possivelmente

um numero finito dos a,,’s.
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e b) O limite é unico.
e ¢){a,} é convergente, entao {a,} € limitada (nao vale a volta).
e d) Se a, =% a >0, existe N € N tal que a,, >0, Yn > N.

e ¢) Se ACR ea éum ponto de acumulagdo de A, entdo eziste uma

seqiiéncia {a,} de elementos de A que converge para a.
. n—oo n—oo ~
Teorema 4. Seja a, — a, b, — b e c € R, entao

° a)an+bn7H—o>oa—l—b.

n—oo

e b)ca, — ca

e c)a,b, % ab.

e d) Seb#0 eb, #0 para todon €N, a,/b, == a/b.

6.3 Propriedades

Definicao 22 (Subseqiiéncia). Seja {a,} uma seqiéncia de nimeros reais.
Diremos que {b,} € uma subseqiiéncia de {a,} se existir uma fun¢ao estri-
tamente crescente s : N — N tal que by, = ayy) para todo k € N.

Definicao 23 (Seqiiéncias de Cauchy). Seja {a,} uma seqiiéncia de niimeros
reais. Diremos que {a,} € de Cauchy se, dado € > 0 existir um nidmero

natural N = N(e€) tal que |a, — a,,| < € sempre que n,m > N.

Teorema 5. e a) Uma seqiiéncia {a,} € convergente se, e somente se,

toda subseqiiéncia de {a,} € convergente (com mesmo limite).

e b) Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.
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e ¢) Toda seqiiéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.
e d) Toda seqiiéncia de Cauchy € limitada.

e ¢) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem uma subseqiiéncia convergente é

convergente.
e f) Toda seqiiéncia de Cauchy € convergente.
e g) Toda seqiiéncia crescente e limitada é convergente.
e 1) Toda seqiiéncia decrescente e limitada é convergente.
e a) Uma seqiiéncia {a,} é convergente se, e somente se, toda sub-
seqiiéncia de {a,} é convergente (com mesmo limite).
De fato: Se toda subseqiiéncia de {a,} é convergente como {a,} é uma
particular subseqiiéncia dela mesma segue o resultado.
Reciprocamente, se {a,} é convergente com limite a,
dado € > 0 existe N = N(¢) € N tal que |a, —a|] <¢,Vn > N.

Se {b,} é u ma subseqiiéncia de {a,}, seja s : N — N uma funcao estri-

tamente crescente e tal que b, = a,().

Claramente s(n) > n e portanto |b, — a| = |asm) — al <€, Vn > N. Isto

mostra que {b,} é convergente com limite a.

e b) Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.

De fato: Se {a,} é convergente com limite a,
dado € > 0 existe N = N(e) € N tal que |a, —a| < §,Vn > N.
Assim

€ €
|an—am|<|an—a|—l—|a—am|<§—|—§=e, Vn > N.
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e c¢) Toda seqiiéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.
De fato: Se {a,} ¢ limitada o conjunto I = {a, : n € N} dos valores da
seqiiéncia pode ser finito ou infinito.

Se [ ¢ finito, para algum elemento a € I, a,, = a para infinitos n. Seja

N = {n:a, = a} e tomemos s(0) =menor elemento de N'. Uma vez con-

struidos s(0), s(1), - - - , s(n—1) seja s(n) o menor elemento de N'\{s(0), s(1), - - -

1)}. Segue que {by}, b, =asm)=a, é uma subseqiiéncia convergente de {ay}.

Se I é infinito, do Teorema de Bolzano-Weierstrass, I tem um ponto de
acumulacao a. SejaNg={n:a, € (a—1,a+1),a, # a} e s(0) o seu menor
elemento. Seja e; = ms(gi)—a\’ Ny={n:a,€(a—e1,a+e),a,#a}

e s(1) o menor elemento de Nj.

_ |as(n71) —(l|

Construidos s(0),s(1),---,s(n—1) e €1, -,€,-1 s€ja €, = —"5— e s(n)
o menor elemento de N, ={n:a, € (a—e¢,,a+¢,),a,#a}.
Claramente N; 2 Ny 2O N3 D -+ e {b,}, com b, = a4z, ¢ uma sub-

seqiiéncia de {a,}. Além disso, dado ¢ > 0, se N € N é tal que ey < e.
Assim, s(n) € Ny e |asm) —a| < €, <€, Vn > N. Isto mostra que {asq}
é uma subseqiiéncia convergente (com limite a) de {a,}. Observe ainda que

todos os elementos da subseqiiéncia {ay,} sao distintos.

e d) Toda seqiiéncia de Cauchy ¢ limitada.

De fato: Se {a,} de Cauchy existe N € N tal que |a, — a,,| <1,V n > N.
Se M = max{|a1], -, |an-1], |ax + 1|, |any — 1|}, a,, € [-M, M],V n € N.

e ¢) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem uma subseqiiéncia convergente

é convergente.
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De fato: Se {a, } de Cauchy, dado € > 0, existe N; € N tal que |a, —a,,| < 3,
Vn > Ni. Se {b,} = {ayn } é uma subseqiiéncia convergente (com limite
a) de {a,}, existe No € N tal que |agm —al < §, Vn > Ny Seja N =
max{ Nz, N1} e n > N. Logo

lan, — a| < |an — asm)| + |as@m) —al < % + % =e.

Isto mostra que {a,} converge para a.

e f) Toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

De fato: Isto segue diretamente de d), ¢) e e).
Exercicio 3. Seja {a,} uma seqiiéncia. Dado p € N, mostre que e {a,} €
convergente (de Cauchy) se, e somente se, {an,} € convergente (de Cauchy).

e g) Toda seqiiéncia crescente e limitada é convergente.

De fato: Seja {a,} uma seqiiéncia crescente e limitada e a = sup{a, : n €
N}. Da definigao de sup e do fato que {a,} é crescente, dado € > 0 existe
N eNtalquea—e <ay < a, <a Logo|a, —al <e,VneNe{a} é

convergente com limite a.
e h) Toda seqiiéncia decrescente e limitada é convergente.

Exercicio: Mostre h).
Exemplo

Mostre que
e {a,a,a,---}, a € R, é convergente
e {0,1,0,1,0,1,---} ndo é convergente.
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e {{n} nao é convergente.

Exemplo
Se R 3 a > 0 mostre que a seqiiéncia {a™} é convergente se 0 < a < 1e

divergente se a > 1.

De fato: Sea>1,a:1+hcomhn>0. Logo
=(1+h)" =Y (})h* >1+nh.

k=0
Da propriedade Archimediana da reta, a seqiiéncia {a"} é ilimitada e

portanto divergente.

Se 0 < a < 1, {a"} é decrescente e limitada inferiormente por 0. Segue de
h) que {a"} é convergente com limite ¢ € [0,1). Ainda a** = a™ - a". Logo,
de a) e das propriedade do produto de seqiiéncias convergentes ¢ = (2. Segue
que £ = 0.
Exemplo

Mostre que, se a # 1, 1 +a+a?> + ---a" = L™ g que a seqiiéncia

1-a
1“—} é convergente se 0<a<1 e divergente se a>1.

De fato: Note que , se s,=+a+a*+---a", (1—a)s,=1—a"* es,=1 laa -,
sempre que a # 1. O resultado agora segue do exemplo anterior.
Exemplo

Mostre que, a seqiiéncia {a,} com a, =141+ 3 4+ 3 + -+ + -, para

todo n € N, é convergente.

De fato: E claro que {an} é crescente e que - i < 2n ==, paran > 2. Logo a, <

1+ oo =1 + - 2"“ < 3. Segue que {a,} é convergente. Denotaremos
2

o seu limite por e.

Exemplo

Mostre que a seqiiéncia {(1 + %)n} é convergente.

De fato: Em primeiro lugar note que b, = {(1+ )"} =Y}_ (#)n* ou

seja
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n(n—1) _n(n—1)---1

) 2! ) X - n!
bp=1+(Mn"+ (3) n 24+ )™ 4 (M)n ™
! 1 1 1 2 n—1
(1= 1-2)(1=2)(1—
- +2'< TI>+ +n/!( n n> ( n )
—n—1
1 1 1

2l " 3l

Como cada termo da soma que define b, é crescente obtemos que b,, é cres-

n!

cente. Segue que {b,} ¢ convergente com limite ¢ = sup{b, :n € N} <e
Exemplo

n 1 L
Mostre que a seqiiéncia {an }, com a > 0, é convergente.

1 7’ / . / . .
De fato: Recorde que a» é o tinico nimero real positivo z tal que x™ = a.

n+1

1 _1
Logo se = a» e y = a=+1 temos z"T!=y - e portanto,

n+1
oSeO<a<1,entéo:c<1e(%) =r<lez<uy.

n+1
oSea>1,entéox>1e<%) =rx>lex>y.

1y o .

Logo, se a < 1, {an} é crescente e limitada superiormente por 1 portanto
1y, .. . .

convergente e, se a > 1, {an} é decrescente e limitada inferiormente por 1.

1
Em qualquer dos casos é convergente com limite ¢ > 0. Note que a0 =
1

= de a) e das propriedades do quociente de seqiiéncias, ¢ = 1.
ant

Exemplo

Mostre que a seqiiéncia {c¢,} comcog =1e ¢, = nw,n > 1, é convergente.

De fato: Recorde que, paran > 3, n > by, ) Logo, para n > 3,

n+1

S

_I_
e

+\H

= (1
n > (n + 1)" e, consequentemente, n > (n+

Isto mostra que {n%} é decrescente e limitada inferiormente por 1. Segue
de h) que {c¢,} é convergente com limite ¢ > 1. Ainda (2n)2:(2n)z =

(2n)n = 2wnn e portanto, de a) e do exemplo anterior, 2 = (e ¢ = 1.
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Teorema 6. Se {a,} ¢ limitada e {b,} € infinitésima, entao {a, - b,} €

infinitésima.

Prova: Como {a,} é limitada seja M > 0 tal que |a,| < M, para todo
n € N. Como {b,} ¢ infinitésima, dado € > 0 seja N € N tal que [b,| < 7,
para todo n > N. Segue que

\an-bn\<M|bn\<M~%:e, Yn > N.

Isto prova que {a, - b,} converge para 0 e conclui a demonstragao.

Exemplo

Mostre que {"£<%"} é convergente.
Teorema 7 (Comparacio). Se a, — a, b, — b e existe N € N tal que,
para todon > N, a, < b,, entao a < b.
Prova: Dado € > 0 existe N; > N tal que, para todo n > Ny,
a—e<a,<a+te e b—e<b, <b+e

Logo, V n > Ny,
a—e<a,<b,<b+e

Disto segue que a — b < 2¢ para todo € > 0 e, portanto, a — b < 0

Teorema 8 (Sanduiche). Se a, =3 / cn "X ¢ e existe N € N tal que,
para todon = N, a, < by, < ¢, entdo b, —3 (.

Prova: Dado € > 0 existe N; > N tal que, para todo n > Ny,
(l—e<a,<l+ee l—e<c,</l+e

Logo, V n > Ny,
(l—e<a,<b,<c,</l+e

41



Disto segue que |b, — | < €,V n = Ny e que {b,} é convergente com limite /.

Exemplo.

an bn
-

1 N \"
:lim(1—|—1+ 5t =)= lm <1+—) =/
n

n—00 21 n! n—00

De fato: Como a,, > b,, Vn € N, do Teorema (Comparagao), e > ¢. Por
outro lodo, se n > p > 2,

1 1 1 1 2 p—1
b,=>1+1 1—— 1—I)1=2)..-(1=
145l — )+ +p,( L= ) -

)

do Teorema (Comparacao) ¢ = lim, ., b, > a,, Vp € N. Segue que { =

lim,, o b, = sup{a, : n € N} = lim,,_,, a, = e. Isto mostra que ¢ = e.

6.4 Comparagao e Confronto

Teorema 9 (Comparacio). Se a, — a, b, — b e existe N € N tal que,

para todo n > N, a, < b,, entdo a < b.

Prova: Dado € > 0 existe N; > N tal que, para todo n > Ny,
a—e<a,<a+te e b—e<b, <b+e

Logo, V n > Ny,
a—e<a, <b,<b+e

Disto segue que a — b < 2¢ para todo € > 0 e, portanto, a — b < 0.

Teorema 10 (Confronto). Se a, X0, ¢, =30 e existe N € N tal que,
para todon > N, a, < b, < ¢,, entao b, .

Prova: Dado € > 0 existe N; > N tal que, para todo n > Ny,
l—e<a,<l+ece l—e<c,<l+e
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Logo, V n > Ny,
l—e<a,<b,<c,<l+e

Disto segue que |b, —{| < ¢, ¥ n > Ny e que {b,} é convergente com limite .
Exemplo.

bn

an
o\

1 N 1\"
e:=1m (1+1+=+---+—)= lim (1+—) =/
n

n—00 21 n! n—00

De fato: Como a,, > b,, Vn € N, do Teorema (Comparagao), e > ¢. Por
outro lodo, se n > p > 2,
2 p—1

1.1 1.1
b2 l4l4+—(1— )4 A—(1—=)(1=2)--(1—
Flag(l= 44— (=) -

)

do Teorema (Comparacao) ¢ = lim, .. b, > a,, Vp € N. Segue que { =

lim,, o b, = sup{a, : n € N} = lim,,_,, a, = e. Isto mostra que ¢ = e.

Definigao 24. Seja {a,} uma seqiiéncia. Um nimero real a é um valor de
aderéncia de {a,} se a seqiéncia {a,} possui uma subseqiiéncia convergente
com limite a.

Ja vimos que o conjunto dos valores de aderéncia de uma seqiiéncia lim-

itada é nao vazio.

Definigao 25. Seja {a,} uma seqiéncia limitada. Definimos o limite supe-
rior lim sup a,, (limite inferior liminf a,) da seqiéncia {a,} por
n—00 n—oo
limsup a,, = lim supa, = inf sup ay
n—00 Nn—00 k>n neN p>p
liminf a, = lim inf a, = sup inf a;

n—00 n—oo k>n neN k2n

Também escreveremos lim a, ou lim a, para denotar o limite inferior
n—00 n—oo

e o limite superior.

43



Teorema 11. Se {a,} ¢é uma seqiiéncia limitada, entéo a = lim a, e b=
n—oo

lim a,, sao valores de aderéncia de {a,}.
n—oo

Para provar o teorema acima basta verificar que, dada uma vizinhanga
V, de a (ou V, de b) temos que a, € V, (a, € V}) para infinitos indices n e
proceder como antes para construir a subseqiiéncia.
De fato: Dada vizinhanca V,, de a e 7 > 0 tal que (a—r,a+7r) C V,, seja
N € N tal que infy>nar € (a—r,a+7r) para todo n > N. Logo, existe
ki > n tal que ay, € (a—r,a+r). Tomando ny > N e n; > k; temos
que infysp,ar € (@ —r,a + r) e portanto existe ko > ny > ki tal que
ag, € (a—r,a+r), tendo construido ay, - - -ay, tomamos ny11 > N en,y >k,
e portanto in fy>n,,,ar € (@ — 7,0 + 1) e existe kyy1 > nyp >k, tal que

ag, ., € (a —r,a+ 7). A seqiiéncia {ay,} estd inteiramente contida em V,

p+1

mostrando o resultado.

Exercicio 4. Mostre que o b = lim a, é um valor de aderéncia
n—o0

Segue to Teorema (Confronto) que

Teorema 12. Se a é um valor de aderéncia da seqiéncia {a,} entdo

liminfa, <a < limsup.
n—o0 n—o00

Além disso, uma seqiiéncia é convergente se, e somente se, liminf, . a, =

lim sup,,_, -

Corolario 6. Uma seqiiéncia {a,} € convergente se e, somente se,

liminf a, = limsup .
n—o0 n—00

Em seguida apresentamos o método das aproximagcoes sucessivas

Teorema 13 (Aproximagoes Sucessivas). Se k€[0,1), {a,} € uma seqiiéncia

tal que, para todon € N, |apro—ani1| < Napi1—ay|, entdo {a,} € de Cauchy.
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Prova: Se m > n sao naturais, m = n + p para algum p € N*,

|Onip = n| < |pip = Qnip1]| + -+ |Gn1 — Gy
< K" ay — ag| 4+ -+ K"ay — ag
< KMEPTN -+ 1]ar — ag

HTL

/N
—_

lay — agl.
— K

Dado € > 0 escolha N € N tal que %\al —ag| < €. Segue que, se m,n > N,
|y, — a,| < € e {a,} é de Cauchy.
Exemplo: Seja a > 0 e {a,} a sequéncia definida por ag = ¢ > 0 e a,11=

: (an+ain). Mostre que {a,} é convergente com limite \/a.

De fato: Note que

1 a 1 1
(pto — Qpi1 = §(Gn+1 —ay) + \a @
n-+ n

1 a ( )
=(5—5——) (ans1 — an
2 2a,a,4)

Note que, para todo t > 0, 5 (t+4) > /3. Logo a, > /3, para todo
n > 1. Disto segue que 2a, a,+1 > a e que

1

- — < —.
2

‘ 1 a

2 2apa,4

Logo, do Método das aproximagdes sucessivas {a,} é convergente e o limite
{ deve satisfazer £ = 1 ((+ %), ou seja (* = a.

6.5 Limite Superior e Limite Inferior

Definigao 26. Seja {a,} uma seqiiéncia. Um nimero real a é um valor de
aderéncia de {a,} se a seqiéncia {a,} possui uma subseqiiéncia convergente
com limite a.

Ja vimos que o conjunto dos valores de aderéncia de uma seqiiéncia lim-

itada é nao vazio.
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Vimos também que se a é um ponto de acumulacao do conjunto I = {a,, :
n € N} dos valores da seqiiéncia {a,} entdo a é um valor de aderéncia da

seqiiéncia {ay,}.

Definicao 27. Seja {a,} uma seqiiéncia limitada. Definimos o limite supe-
rior limsup a,, (limite inferior liminf a,,) da seqiiéncia {a,} por
n—00 n—00
lim sup a,, = lim supa, = inf sup ay
n—o00 N—=00 >np neN p>p
liminf a, = lim inf a; = sup inf a;

n—o0 n—oo k>n neN k>n

Também escreveremos lim a, ou lim a, para denotar o limite inferior
n—00 n—o0

e o limite superior.

Teorema 14. Se {a,} ¢é uma seqiiéncia limitada, entéo a = lim a, e b=
n—oo

lim a,, sao valores de aderéncia de {a,}.
n—oo

Para provar o teorema acima basta verificar que, dada uma vizinhanga
V, de a (ou V, de b) temos que a, € V, (a, € V}) para infinitos indices n e
proceder como antes para construir a subseqiiéncia.
De fato: Dada vizinhangaV, de a e r >0 tal que (a—r, a+r) CV,, seja N € N
tal que infrspar € (a—r,a+7) para todo n > N. Logo, existe k; > N tal

que ay, € (a—r,a+r).

Tomando n; > N e ny > k; segue que in fysn,ax € (a —7,a+1) e portanto

existe ky > ny > ky tal que ay, € (a —r,a+r),.

Tendo construido ay, - --ay, tomamos n,.1 > N e ny > k,. Segue
que infizn, 0k € (@ — 71,0+ 1) € existe kpy1 = npy1 > Ky tal que ay,, €
(a—r,a+r).

A seqiiéncia {ay, } estd inteiramente contida em V, mostrando que V,

contém a,, para infinitos indices n.
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Exercicio 5. Use isto para mostrar que a € um valor de aderéncia de {a,}

e mostre que o b= lim a,, também é um valor de aderéncia de {a,}.
n—oo

Segue to Teorema (Compagao) que

Teorema 15. Se a é um valor de aderéncia da seqiéncia {a,} entdo

liminfa, <a < limsup.
n—0oo n—00

Além disso, uma seqiiéncia é convergente se, e somente se, liminf, . a, =

lim sup,,_, -

Segue to Teorema (Confronto) que

Corolario 7. Uma seqiiéncia {a,} € convergente se e, somente se,

lim inf a,, = lim sup .
n—00 n—00

6.6 Seqiiéncias divergentes para +o0o ou —c.
Recorde que

Definigao 28. Diremos que a seqiiéncia {a,} diverge para +oo (—o0) se,
dado M > 0, existe N € N tal que a, > M (a, < —M) para todon > N.

Escreveremos lim a,, = +00(—00) 0t a, — +00(—00).
n—o0

Diremos que a seqiiéncia{a, } é eventualmente positiva (negativa)se existe
N € N tal que a, >0 (a, <0), para todo n > N.

Teorema 16. a) Se a,"~300 e {b,} € limitada inferiormente, entio a,+

n—oo
b, — 0.

b) Se a, oo eliminfb, > 0, entdo lim ay, - b, = +oo.
n—oo n—oo
c) Seja {a,} uma seqiéncia com a, # 0, Yn € N. {a,} € eventualmente

cy . n—oo n—oo
positiva e a,—0 se, e somente se, — — +00.

Qn
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d) Sejam {a,} e {b,} sdo eventualmente positivas, b,#0, VneN.

dy) Seliminfa,>0 e b, =30, entdo lim %:%—oo.

n—oo n—oo n
n o ~ aTL n o
dy) Se{an} € limitada e b,"~3+o0 entaob— =30.

n

— s 1. . . . ~ —
a) Se a, —%00 e {b,} é limitada inferiormente, entao a, + b, — 0o.

De fato: Como {b,} ¢ limitada inferiormente existe um nimero real
¢ > 0 tal que b, > —¢, Vn € N. Como a, — o0, dado M > 0 existe N € N
tal que a, > M + ¢, VYn > N. Logo

Qp +b, =>2M+{—0=M, Yn>N
Isto mostra que a,+ b, —00.

b) Se an =0 e liminf b, > 0, entdao lim a,, - b,, = +00.
n—oo n—oo

De fato: Como a, =300 e liminfb, = r > 0 existe N; € N tal que

n—oo

infy>, b, > 5 para todo n > N;. Como anrH—ofoo dado M > 0 existe

N, € N tal que a,, > 22 para todo n = N,. Disto segue que, paran > N =

max{ Ny, N}
2M
Q- by > ~— M, Vn>=N.
ro2
c) Seja {a,} uma seqiiéncia com a, # 0, Vn € N. {a,} é eventualmente

positiva e a,, —>0 se, e somente se, — — 00

Qn

De fato: Se {a,} ¢é inﬁnitésima e eventualmente positiva, dado M >0 seja
NeN tal que 0<a, <+, Vn>N. Logo = - >M,Vn > N, mostrando que

1 oo
— — Q.
Qn

1 .
Reciprocamente, se — 7H—°>°oo dado € > 0, seja NV € N tal que ai > %,
a n

Vn > N. Segue que 0 < a, < €, Vn > N. Isto prova o resultado.
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d) Sejam{a,}e{b,}sdo eventualmente positivas, b, #0, YneN.

dy) Se liminfa,>0e b, =30, entdo lim Gn =+00.

n—oo n—oo

aTL n—oo

d>) Se{a,}é limitada e b,"—300 , entdo T 0.

De fato:

dy) Se liminfan =r >0, existe N; € N tal que a, > 3, Vn > Nj, dado
M >0 seJaNgeNtalqueO<b <2M, Vn = N,. Logo 3* >3- M _ M,

VYn> N =max{ Ny, No}, mostrando que b_ ¥ .

n

dy) Seja L > 0 tal que |a,| < L, ¥n € N. Como b, =300, dado € > 0
existe N € N tal que b,, > L (ou 3 l < ), Vn > N. Logo,

Z—n—O‘ <LE =¢, Vn > N. Mostrando que %TH—%OO.
Se a, =X 0 e b, —3—00 nada podemos afirmar de lim (a,+b,).

n—oo
Neste caso tudo pode ocorrer, {a,}pbn pode convergir para qualquer
nimero real, pode divergir para 400 or —oo ou pode oscialar.

Exemplo 13. Se a, = v/n+1 e b, = —/n, para todo n € N, € facil ver

n—,oo

n—oo oA .
que a, — o0 e b, — —oo . Para ver o que ocorre com a seqiiéncia {a, }pbn

observe que

—— o WaFl-yerleyn) 1
ntl-vn= Vntl+n o Vntl+yn

Segue de dy) que {a,}pbn € infinitésima.

Exemplo 14. Se a > 1, entdo a seqiéncia {a,} com a, = %L diverge para
+00.

De fato: Basta ver que a =1+ h com h > 0 e escrever

n 1+h)" 1 h?
a—zuz——l-h—l—(n—l) + Sp.
n n n 21

O resultado segue aplicando a).
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Exemplo 15. Se a > 1, entdo a seqiéncia {a,} com a, = C% diverge para
+00.

De fato: Basta escolher ng tal que “2 > 2 e escrever, para n > ng, a, =

ng! n! 1
a0 nOI a™—"no *

ng!
a”LO

Se r =

temos que

—1)-.-- 1
Ay, = rn(n ) O(no ) =r2""" 45, =r(n+1—ng) + 5.
an—n

O resultado segue aplicando a).
Exemplo 16. Seja {a,} construida indutivamente por a; = /2 € apy1 =
V24 a,, n> 2. Mostre que {a,} € convergente com limite 2.
Vamos inicialmente verificar que {a,} é crescente. De fato:
(1) ar < a

(ii) Suponhamos vélido para n — 1, isto é: a,_1 < a,

U =\/2+ ap 1 < V24 an = apis -
Assim a,, < a1, portanto {a,} é crescente.

A seguir vamos verificar que 3 é limitante superior para o conjunto dos

valores da seqiiéncia {a, }:
(1) a; = \/§ <3

(ii) Suponhamos a,-; < 3. Entao

Un =/2+ an_1 <V2+3<V9=3.

Como {a,} ¢é crescente e limitada superiormente segue que ela é con-
3 n—oo
vergente. Se ¢ é tal que a, — {, como a,11=+/2+a, , temos

a’, =2+a, e P=2+1.
Isto nos da /=2 ou {=—1. Como ¢>0 segue que lim a,=2.
n—oo
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, e n—oo , . . . ~
Exercicio 6. a)Sea, — —o0 e{b,} é limitada superiormente, entao a,+

n—oo

b, — — 0.

b) Se an =3 —00 e liminfb, > 0, entdo lim a, - b, = —00.
n—00 n—00

c) Seja {a,} uma seqiéncia com a, # 0, Vn € N. {a,} € eventualmente

. n—r0oQ, n—oo
negativa e a, —0 se, e somente se, — — —00.
anp

d) Sejam {a,} e {b,} sao eventualmente negativas, b, #0, YneN.

n (o) ~ . an
dy) Seliminfa,<0 e by =30, entio lim — =+4o00.
n—oo n—oo n

dy) Se{ayn} é limitada e b, —o0 , entio % 20

e) No item d) analise a situagiao em que {a,} € eventualmente positiva e

{b,} € eventualmente negativa.
7 Séries

1
Exemplo 17. o Considere s,, =14+ —=+---+—. Prove que {s,} — oc.
n

2
Resolugao: Como {s,} é crescente, basta mostrar que é ilimitada:
1 1 1 1
=1 =14+-=3-= =1+-+c
S1 , S2 +2 3 2,83 —|—2+3,
1 1 1 1 1 1
— 444>l —g=4.=
S4 +2+3—|—4> +2—|—2 5
1—0—1+1—|—1+1—|—1+1—|—1>1+1—|—1+1 ) L
S8 = — — — — — — — — — — = _
2 3 45 6v7 8 2 2 2 2

Pode-se mostrar, por indu¢ao, que soe > (k+2)-1, VkeN.

Assim {s,} nao é limitada superiormente, portanto: lim s, = co.
n—oo
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7.1 O que é uma série?

Consideremos a seqiiéncia {a,}.
A partir da seqiiéncia {a, } vamos construir a seqiiéncia {s,} (das somas

parciais) da seguinte forma:
S1 =
So = a1 + a2

S3=a1+as+ as

Sp=01+a+az+as+---+a,

Definicao 29. A seqiiéncia {s,} das somas parciais é chamada série associ-
ada a seqiéncia {a,}. Cada s, é chamado soma parcial ou reduzida de

ordem n. Os termos a, sao chamados os termos da série .

Notacao:
Zan ou Y a, ou Zan ou ay+as+---+a,+---
n>1 n=1

Observagao: As vezes consideraremos séries que comecam com a,,, em lugar
o0

de a;. Neste caso escreveremos E ap, por exemplo.

n=ng
Exemplos:
— 1
o {an} ={(=D""}.
Construimos a seqiiéncia das somas parciais (série):
S1 = a1 = 1
Sg = a1 +az = 0

33:a1+a2+a3:1

cos-{)
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Construimos a seqiiéncia das somas parciais (série):

81:1
1
82:1+§
LTI
Sn: — — “ .. —
2 3 n

o= {8

Construimos a seqiiéncia das somas parciais (série):
s1=20,6

59 =0,6+0,06 =0,66

s3 = 0,66 + 0,006 = 0, 666

n—oo

Observe que s, —

[GCR )

Escrevemos

2
5 =0.640,06+0,006+ .

Definigao 30. A série) a, € dita convergente se a seqiéncia{s,} é con-

vergente. Caso contrdrio a série é dita divergente.

Se a seqliéncia {s,} é convergente para S dizemos que a série Y |°a, ¢

convergente com soma S.

Claramente podemos definir a soma e multiplicacao de séries e das pro-
priedades de seqiiencias podemos deduzir a convergéncia da série soma, pro-
duto, etc.

Notacgao: Z a, = S.

n=1

53



o0

Portanto, quando escrevemos g a, = S queremos dizer que

n=1

n=1
Note que,
S
sn: N N P
1.2 2.3 n(n+1)
1 1 1 1 1
— (1= = i T -
( 2)+(2 3)+ (n n—|—1)
B 1
B n+1
. . o . 1 - 1 .
Assim Jl—glos" —nh_glo (1 - n—+1) =1le Zm =1.
n=1
o Z(—l)" ¢ divergente.
1
Aqui s, = —1 para n impar e s, =0 para n par.

Portanto {s,} nao converge.

. 22” diverge. Aqui s, =2+ 224 -+ + 2"
1

{s,} nao é limitada e assim nao é convergente.

1
. Z — diverge - Série Harmonica. Aqui s, = 1+%+~ ct
n

n=1

S |-

, . . n o
J&a vimos anteriormente que s, — 0.
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Algumas séries sdo importantes pois servem como referéncia para o estudo
de outras. A Série Telescépica, a Série Harmoénica sao exemplos deste tipo.
Outro exemplo seria a Série Geométrica que veremos a seguir

A Série Geométrica Z ar" ' =a+ar+ar’+--- (a#0) é conver-

n>1
, ., a
gente se, e s6 se, |r| < 1, caso em que sua soma é )
—r
Assim
2 n a
a+ar+ar®+---+ar’ 4. = T Ir| <1 (%)
—r

onde r ¢é dito razao de Série Geométrica.
De fato:

(i) Ser =1entdo s, =a+a+---+ a = na, que tende a 0o ou —oo,

conforme a > 0 ou a < 0. Portanto a série é divergente.
(ii) Se r # 1, temos:
S, = a+tar+ar’+---+ar"!
rs, = ar-+ar’4+ard—+---+ar’.
Subtraindo membro a membro:
sp(l=r)=a—ar" =a(l—1r").

(I—7rm) a a
ortanto s, =a-—— T, 1=, "

— 0

3

e Se |r| < 1, como vimos anteriormente, r" — 0 e assim
. . a a a
lim s, = lim - | =
n—00 n—soo \ 1 — 1 1—17r 1—7r
e Se |r| > 1 our = —1, como vimos anteriormente, (r") é divergente e,

consequentemente, {s,} também é, ou seja, a série é divergente.
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Teorema 17. Se E a, € uma série convergente entdo lim a, = 0. A
n—oo

reciproca € falsa.

Prova: Note que, se {s,} com s, =a; + -+ s, é convergente, temos
n—o0o
Ap = Sp — Sp—1 — S—85=0

e o resultado estd provado. Para ver que nao vale a volta considere a série

harmonica.
o o
Exercicio 7. Se E a, € uma série convergente se, e somente se, g ay €
n=1 n=ng
convergente.

Teorema 18. Se a,, > 0, Vn € N, E a, € uma Série convergente se, €

somente se, a sequéncia das somas parciais € limitada.

Teorema 19 (Comparagao). Sejam > a, e > b, séries de termos positivos.

Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < c¢-b,, para todo n > ngy, entao

e Se > b, é convergente, entao Y a, € convergente.
e Se > a, ¢ divergente, entao Y b, € divergente.

Exemplo 19. Ser > 1, Y L ¢ convergente.

Solucgao: Simplesmente note que

1+ 1+1 + 1+1+1+1 +
Son_1 = J— R R R J— R
2l or ' 3r gr B U gr

+ ORI S —
(2n _ 2n—1)r (2n _ 2)7’ (2n _ 1)7’
1
—on—
1 2 4 gn—1
<1+ ? + 4— +--+ W
IR I L
=1+ or—1 + 4r—1 +o Tt 2(n—1)(r-1) = 1— 1

or—1
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Segue do fato que uma seqiiéncia é convergente se, e somente se, ela é de

Cauchy que o seguinte resultado vale.

Teorema 20 (Critério de Cauchy para Séries). Y a, € convergente se, e

somente se, dado € >0 existe N €N tal que
lan + -+ Qpap| < €

para todo n > N e para todo p € N.

Defini¢ao 31. Uma série Y a, € absolutamente convergente quando . |ay|

¢ convergente.
Segue facilmente do critério de Cauchy que

Teorema 21. Se > a, € absolutamente convergente, entio »_ a, € conver-

gente.

Nao vale a volta.

De fato: Note que ) % nao é absolutamente convergente mas é con-

vergente. Para concluir que é convergente note que

1 1 1 1 1 1 1 1 1

— - sy =(1==)+ (=== — (1= ) (== (= =)
Sendo assim, Sy < §4 < Sg < +++ < Sop < -+ € {S2,} é crescente limitada
(por 1) e portanto convergente. Por outro lado

1 1 1 1 1 1
=1 =1 __ 1z =1 4z ). ...
Sendo assim, s; > s3 > S5 > -+ > Syp_1) > -+ € {s9,-1} ¢ decrescente
limitada e portanto convergente.
o 1 n—00 (=™ .
Por outro lado sg,11 — Sop = — 0 e portanto > ~—> ¢ conver-

2n+1
gente.
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Exercicio 8. Seja {a,} uma seqiiéncia infinitésima de termos ndo negativos

que € decrescente. Mostre que > (—1)"a, € convergente.

Sugestao: Repita a prova acima substituindo % por a,.

Exercicio 9. e Seja > b, uma série convergente de termos ndao nega-
tivos. Se existem k > 0 e ng € N tais que |a,| < kb, para todo n > ng

entdo a série Y a, ¢ absolutamente convergente.

e Se existem c € (0,1), k > 0 eng € N tais que |a,| < k- " para todo

n = ng entao a série Y a, € absolutamente convergente.

1
n —

Teorema 22 (Teste da Raiz). Se {a,} é uma seqiiéncia limitada e lim |a,,

c <1 entdo > a, é absolutamente convergente.

De fato: Existe N € N tal que sup,.,, lap|x < r = el < 1paratodon > N.
Logo |a,| < r™ para todo n > N. Segue do Teorema da Comparacao que

> |an| é convergente, ou seja, > a, é absolutamente convergente.

Exemplo 20. Sep € N entao Y nPa" é convergente para |a| < 1 e divergente

para |a] > 1.

~ Y. 1 . .
Solugao: Basta ver que lim [nPa"|» = |a|] < 1 e aplicar o Teste da Raiz.
Para ver que a série é divergente para |a| > 1 basta notar que a seqiiéncia

dos termos da série nao converge para zero neste caso.

7.2 Critérios de convergéncia para séries

1
n —

Teorema 23 (Teste da Raiz). Se {a,} € uma seqiiéncia limitada e lim |a,,

c <1 entdo > a, é absolutamente convergente.

De fato: Existe N € N tal que sup,.,, lag|t <1 = <1 < 1paratodon > N.
Logo |a,| < r™ para todo n > N. Segue do Teorema da Comparagao que

> |an| é convergente, ou seja, > a, é absolutamente convergente.
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Exemplo 21. Sep € N entao > nPa™ é convergente para |a| < 1 e divergente

para |al > 1.

~ Era. 1 . .
Solugao: Basta ver que lim|nPa™|n = |a| < 1 e aplicar o Teste da Raiz.
Para ver que a série é divergente quando |a| > 1 basta notar que a seqiiéncia

dos termos da série nao converge para zero neste caso.

Teorema 24 (Teste da Razao). Se > b, € uma série convergente de termos
positivos e Y a, € uma série de termos nao nulos tais que existe ng € N tal

que
|an+1 | brt1
K
\
|an] bn

entdo Y a, € absolutamente convergente.

) VTL?noa

Em particular, se lim % =c < 1, entdo Y a, € absolutamente conver-
n

gente.

De fato:

|am)+1| < bno-i-l |am)+2| < bno+2 |am)+3| bm)-i-?»

<
‘ano‘ h bno ’ |ano+1‘ h bno-l-l’ |ano+2‘ h bn0+27

b
L |an0 +p‘ < 20 +p
0go —‘ano rS —bno

paracgao. O caso particular segue tomando b, = ¢".

e o resultado segue utilizando o Teorema da Com-

Exemplo 22. 3" ™a" ¢ convergente para |a| < e.

n’!L

(n+1)! (n+1)
(D ¢ 1
Zan| Ty

n

resultado agora segue do Teste da Razao.

De fato: Note que, para a # 0,

_|a] =X 40
) e

Exemplo 23. Considere a série > a, com ag, = 2a*" " e ag,_, = a®>™ V.

Vamos aplicar o critério da raiz e o critério da razao para esta série.

zk‘

_ lagk+1] _ _|a _ld
o Sen=2k Tl AT 2
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— lagi| _ 2Ja*1]
[ ] Se n—2k - ]. 2k \az(k 1)‘ —2|CL|

? agp—1]

Segue que lim ‘n+|1\ = 2|a|. Por outro lado /a, —> |al.

Desta forma, o teste da Raiz nos dd convergéncia para |a| < 1 enquanto

que o teste da razao nos da convergéncia apenas para |a| < %

Isto indica uma possivel melhor eficacia do Teste da Raiz que é provada

no resultado a seguir.

Teorema 25. Seja {a,} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais nao nulos.
Entao

. 1 1 .—
< lim|a,|7 < lim|a,|» < lim

. . Y. 1 ~ .
De fato: Mostremos primeiramente que lim |a,|» < lim ‘“|Z+|1| Se nao, seja

anJrl‘

¢ > 0 com M'W < ¢ < Tim |a,|=. Logo, existe N € N tal que

Disto segue que |ani,| < |an|c™NeNTP para todo p € N*. Sendo assim

1 , .o~
» < ¢ o que é uma contradicao.

c < lim|a,

lant1]
lan]

que, para algum ¢ > 0 lim = > ¢ > lim |a,|#. Logo existe N € N tal

lan|

1 . .
» procedemos de modo similar supondo

Para ver que lim < lim |a,

que % >c, V=N, elaniy > |lan|cNeN TP para todo p € N*. Logo

¢ > lim |ap|= > ¢ e temos uma contradicdo.

Corolario 8. Seja {a,} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais nao nulos.
~ . . . l Ve .
Se existe o limite lim ‘“|”+‘1| entdo o limite lim|a,|» também eziste e ambos
Qn

tem o mesmo wvalor.

Exemplo 24.




De fato: Seja a, = "H—T e note que (an)% = —2-. Note também que

(nhn

(n+1)nt! n
i1 _ (et _ (041" (1+ l)n oo
n

nmn n
o n
n.

(&
Qn

O resultado desejado agora segue do coroldrio acima.

Teorema 26 (Dirichlet). Seja > a,, uma série (nao necessariamente conver-
gente) e s, = a;+---+an, n € N as suas somas parciais. Se {s,} € limitada
e {b,} € uma seqiiéncia de niumeros reais positivos que € nao-crescente e

infinitésima, entao Y a,b, € convergente.
De fato: Segue facilmente por inducao que, se s, = a; + - - + @y,
Zakbk = albl + a2b2 + -+ anbn
k=1
= Sl(bl—bg)—l-SQ(bg—bg) + -+ Sn—l(bn—l_bn) + Snbn

-1

= Z Sk (bp —br41) + spby
=1

3

Seja M = sup{|s,| : n € N}. Como > (b, —b,+1) é uma série convergente

’ . ~ . n—oo
de ntmeros reais nao negativos e s,b, — 0, temos que

|55 (b —brg1)| < M (b, —bry1),

o
segue que Z Sn(bn—bny1) € convergente e que Y ayb, é convergente.q
n=1
Exemplo 25. Para cada nimero real x que nao € multiplo inteiro de 2w, as

séries Y % ey %nm) sio convergentes.

Solugao: Para ver que {d ,_,cos(nz)} (ou {d> ;_, cos(nz)}) é limitada
utilizamos que (j& que e # 1)

1 — itz

e tomamos parte real e parte imaginaria. O resultado agora segue do Teorema
(Dirichlet).

1+eix+6i2x+___einx:
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Teorema 27 (Abel). Seja Y  a, uma série convergente e {b,} uma seqiiéncia
ndao crescente de miumeros positivos (ndo precisa ser infinitésima) entdo a

série Y anb, € convergente.

De fato: Seja c=limb, =inf,enb, € s,=ay + - -+ + a,. Note que

Zakbk = Zak(bk—c) + cZak
k=1 k=1 k=1

Do Teorema (Dirichlet), Zan(bn —c¢) é convergente com soma s. Logo
n=1
Yoanby =Ss+¢> ang

Teorema 28 (Leibiniz). Seja {b,} uma seqiiéncia nao crescente e infinitésima.

Entao a série Y (—1)"b, € convergente.

De fato: E facil ver que, se a, = (—1)" e s, = ay + -+ + ap, entao {s,} é
limitada (embora nao seja convergente). Segue do Teorema (Dirichlet) que
> (=1)"b, é convergente.

Teorema 29. Seja {a,} uma seqiiéncia nao-crescente de nimeros reais ndao
negativos. A série Y a, € convergente se, e somente se, a série Y 2Xaq ¢

convergente.

De fato: Sejam {s,} e {5, } sdo as seqiiéncias das somas parciais de Y a, e
3" 2%a.. Entao, Vn € N,

Sp=a1+as+ -+ ay,

Son_1=a1+ (ag+as)+(ag+as+ag+ar)+- -+ (agn-1+- - +agm_1)

NN

§n—1 < gn

Logo, se {§,} é limitada segue que {s,} é limitada.

62



Agora note que, Vn € N,
Sgn=a1 + az + -+ asn

a1
> ?+a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+ag)+- A (agn-1y4q 4+ - Fagn)

1
2%—l—a2+2a4+4a8—|—---+2"_1a2n:§§n.

Logo, se {s,} é limitada segue que {3,} ¢ limitada.

Exemplo 26. Do resultado anterior, a série » # é convergente se, e so-

s . n — 7’
mente se a série Y 2= = > 207" € convergente se, e somente se, p > 1.

1

————— ¢ convergente se, e somente se p > 1.
n(logn)?

Exemplo 27. A série Z
n=2

De fato: Do resultado anterior, basta notar que

> S~ 2 et
= 2n(log(2m))r = (log2)n?
é convergente se e somente se p > 1.

O ntmero e ¢ iracional

1

Exemplo 28. e¢:= )" = ¢ iracional.

De fato: Seja sn:1+1+%+%+~-~+%. Sendo assim,

1 1 1
V<=t ey P T
1 1 1 1 1
R Ry L=yl epre A gy et
1 11
(n—l—l)!l—#l_nn!

Agora, suponha que existem inteiros positivos p e ¢ tais que e = 1?;' Segue

que
1

0<qlle—s,) < -

q

Por hipétese gle é ium nteiro e como ¢!s, também ¢é inteiro segue que ¢l(e—s,)

1.

N

é inteiro em (0, 1) e temos uma contradicao.
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Exemplo 29. Considere a série {a,} com as, = 2% € A1 = %

Note que
n 3\" nseo " 1 /2\" oo
Gn (2 i>+ooea2+1:—— =20
A2p—1 2 Qan, 3\3
1 oo 1 1\ 77 oo 1
2n/a n = —— —S — e 27L71/a n—1l = — _
NG V2 o (3) V3
Logo, lim,_, s a;—:l = 400 e limy,_y00 /A, = % O teste da raiz indica

convergencia enquanto que o teste da razao nao se aplica.

Teorema 30 (Teste da Raiz - Revisitado). Se {a,} € uma seqiiéncia limitada
eTim|an|n = ¢ < 1 entio 3" a, € absolutamente convergente. Se Iim |a,|= =

¢ > 1 entao > a, é divergente. Se ¢ =1 nada podemos concluir.

De fato: A primeira parte ja foi provada anteriormente. Vamos mostrar

n=c> 1, entdo > a, é divergente. Isto segue do fato que

que, se lim |a,
1

existe ¢ : N — N estritamente crescente tal que {|ag)|?™ } converge para

c > 1 e portanto {|a)|} ndo converge para zero. Para ver que nada pode

ser dito quando ¢ = 1 tome as séries Y 1 e 3 ;.

Teorema 31 (Teste da Razao - Revisitado). Se >_ a,, € uma série de termos
ndo nulos e lim % =c <1, entao ) a, € absolutamente convergente.
n

Por outro lado, se existe ng € N tal que lansi] 5 para todo n = ng entao

lan|

a série € divergente.

7.3 Séries de Poténcia

Dada uma seqiiéncia {a,} de nimeros reais, a série

o0
E anx”
n=0
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é chamada uma série de poténcias. Os numeros a, sao chamados de coefi-

cientes da série e z é um numero real.

Dependendo da escolha de x a série pode convergir ou divergir. Vamos
tentar determinar o maior conjunto de valores de x para o qual a série de

poténcias é convergente.

o
Teorema 32. Dada a série de poténcias g a,x" seja a = lm {/|a,|.
n—o0
n=0

Defina

1
R=—se0<a< oo,
Q@

R=0sea=x e,

R=o00sea=0
o0
Entao, Zan:c" converge se |r| < R, diverge se |x| > R e nada podemos
n=0
afirmar de |z| = R.
De fato: Basta notar que lim {/|a,2"| = |z| lim {/|a,|= |z|a e aplicar o
n—oo n—oo
teste da raiz.

Exemplo 30. Vamos analisar a convergéncia das séries de poténcias

° Zn”x", R=0.
ZZ—T:C", R=c¢1

n

Z%,R:oo.
Zx”,R:

Z%,p>O,R:1.
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7.4 Séries rearranjadas

Seja > a, uma série. Defina as seqiiéncias
e {af} comal =a, sea,>0eaqa; =0sea, <O0.
e {a,} coma, =—a,sea,<0ea, =0sea,=>0.

As seqiiéncias {a;} e {a } serdo chamadas de parte positiva e parte negativa

de {a,}. Sendo assim |a,| = af +a;, a, = af —a; e |a,| = a, + 2a .

Note que, se Y a, é absolutamente convergente entao Y al e > a, sdo
convergentes. Reciprocamente, se Y al e > a. sao convergentes entao »  a
: ’ n n n

¢é absolutamente convergente.

Além disso, se > a, é convergente mas nao é absolutamente convergente,
segue facilmente das relagdes acima que ambas Y al e Y a sdo divergentes.
Seja {a,} a seqiiéncia dos termos da série > a,, £ : N — N uma bije¢ao

e by, = ag@n). A série ) b, é chamada uma série rearranjada de ) a,.

(=nn+t brio &
. Mostramos que esta série é

Exemplo 31. Considere a série y

convergente. Se s € a sua soma (s =log?2), temos

_i(—1)"+1_1 LA S S S SN W SR SRS SN SN S
T4 T 23 AT 6T 8T 10 12
1 (=1t 1 1 1 1 1 1
5s_nzzle_OJrTro—Z+0+6+0—§+0+1—0+0—EJF'-'
35 = (—1)"t! 1 1 1 1 1 1 11
7_27_1+0+§—§+3+0+?—1+§+0+ﬁ—6+---

3
Il
—

Logo uma série rearranjada pode ter soma distinta da série original. Isto

nao ocorre se a série for absolutamente convergente.

Teorema 33. Toda série rearranjada de uma série absolutamente conver-

gente é convergente com mesma Soma.
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De fato: Se a, > 0, Vne€N, {:N—N é uma bijecao e b, = ag(), dadon € N
seja m,, = max{{(1),---,&(n)}, entao

TS IE

n=1

e > b, é convergente com Z < > a,. Por outro lado, dado

=1 " n=1
m € N seja n,, = max{&" (1), -+, & 1( )}. Sendo assim
Z ap < ) bp <
k=1 k=1 n=1

e ian < ibn. Isto mostra que Zan = an.
n=1 n=1

Para o caso geral note que

o o (o]
Dan = 6=
n=1 n=1 n=1
e portanto
o o o o o o
D= G =) =) b= b= bug
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Teorema 34. Se > a, € convergente e nao € absolutamente convergente,
entao
e Dado ceR, existe bijecao &:N—N tal que >~ | ag () =c¢

o Existem bijecoes &4 e &_ tais quey | e, (n) diverge para+o0o ey " | Ge_(n)
diverge para —oo

De fato: Seja {p,} a seqiiéncia dos termos positivos de {a,} na ordem em
que eles aparecem e {q,} a seqiiéncia dos termos nao positivos de {a,} na
ordem em que eles aparecem. Sabemos que Y p, e > ¢, divergem e que

lim a, = 0. Dado ¢ € R seja ny o primeiro inteiro tal que

n—oo
ni
E Pn > C.
n=1
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Em seguida escolha m; o nenor inteiro tal que
ni mi
D Pt e
n=1 n=1

e prossiga com este processo.

Desta forma, para todo k£ > 1,

ni mi ng m2
0<ij+2qj+ ij+ Z 45
j=1 j=1

j=ni1+1 J=mi1+1
mi Nk+4+1
Fek ) Gt ) DS Purr e
J=mp_1+1 J=ni+1
ni mi na m2
0>>"pi+d g+ > pit+ >, 4
j=1 j=1 j=ni1+1 j=mi+1
ng my,
Fob > Pt Y G G,
Jj=ng_1+1 j=mp_1+1

Agora, como ¢, — 0 e p, —3 0 o resultado segue desta reordenacao.

Um processo semelhante prova a segunda parte do resultado.
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8 Funcoes - Limites e Continuidade

Definigao 32 (Limite). Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma
fun¢io e p um ponto de acumulag¢io de D. Diremos que o limite de f(z)

quando x tende p € L se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que
re€De 0<|z—p|l<d = |f(x)—L|<e.
Dito de outra forma, dado € > 0 existe § = d(e,p) > 0 tal que
f(DN(p—46,p+d)\a) C (L—¢ L+e).
Note que:

e Se nao existe um numero real L tal que lim f(z) = L diremos que
T—p

lim f(x) nao existe.
T—p

e O ponto p nao precisa pertencer a D e mesmo que pertenga o valor de

f em p nao é importante para a definicao acima.

e Apenas os valores de f em pontos arbitrariamente préximos a p sao

importantes para a definicao.

Teorema 35. Seja f: D — R uma funcdao e p um ponto de acumulagao de
D. O limite de f(z) quando x tende a p, caso exista, € unico. Este limite

serd denotado por

lim f(z) = L.
T—p
De fato: Se L e L' sao limites de f(z) quando z tende a p, dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que

r€De O0<|r—p|<d, = |f(x)—Ll<e e |f(x)—L|<e.

Logo, dado € > 0, com a escolha de § acima e x € D satisfazendo 0 <

|z — p| < 9, temos
IL—L'|=|L—f(z)+ f(x) = L'| <[f(z) = LI+ [L" = f(z)] < 2e.

Isto mostra que L = L'
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Quando nos referimos a uma fungao, fica implicito que ela tem um dominio

especificado.

Dada a fungao f: D — R, dado D’ C D denotaremos por f|p : D' — R
a funcao definida por f|p/(z) = f(z), para z € D'.

Nos referiremos a f|p como a restricao de f: D — R a D',

Segue imediatamente da definicao que

Teorema 36 (1). Seja D um subconjunto de R, f: D — R uma fun¢ao, D' C D

e p um ponto de acumulagdo de D'. Se lim f(z)=L entao lim f|p(x)=L
T—p T—p

8.1 Critério negativo para existéncia de limites

Teorema 37. Seja f : D — R uma funcao, D' e D" subconjuntos de D e
p € R um ponto de acumulagao de D' e de D".

o Se

— um dos limiteslim f|p/(x) oulim f|pr(x) ndo existe ou
T—p T—p

— ambos existem e lim f|p/(x) # lim f|pn(2)
T—p T—p

entao o limite lim f(x) nao eziste.
T—p

e Se (D'UD")\{p} = D\{p}, o limite lim f(x) existe se, e somente se,
T—p
lim f|p/(x) e im f|pr(x) existem e lim f|p/(x) = lim f|pr(x).
T—p T—p T—p T—p
Prova: A prova da primeira parte segue diretamente de (1). Para a segunda

parte, existe lim f(x) = L se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que
T—p

reD 0<|z—p <d = |f(x)—L|<e,
se, e somente se, dado € > 0, existe d > 0 tal que
reD, 0<|zr—p|<d = |f(x)—Ll<e = |f|lp(x)—L|<e
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reD" 0<|z—p|<d = |f(x)—Ll<e = |f|lp(z)—L|<e

se, e somente se,

glcljgfb’(ff) = iljgfb”(if)ﬂ

8.2 Limites Laterais

Se D CR, diremos que p€R é um ponto de acumulagao a direita (esquerda)
de D se é um ponto de acumulagao de D = DN(p,00) (D, =DN(—00,p)).

Seja f : D — R uma fungao e p é um ponto de acumulagao a direita
(esquerda) de D. O limite de f(z) quando = tende a p pela direita
(esquerda) é

z—pt

i, f(o) = lim flo (o) (i f(o) = i 1,0

Corolario 9. Seja f : D — R uma fungao e p € um ponto de acumulacdo a
direita e a esquerda de D. FEntao

lim f(2)

exriste se, e somente se, existem os limites laterais a direita e a esquerda e

lim f(z)= lim f(x).

z—pt T—p—

Teorema 38. Seja D C R, f: D — R uma funcao e p um ponto de acu-

mulagao de D. Se existe lim f(x) = L entao f € limitada em uma vizinhanga
T—p

de p, isto €, existem M > 0 ed > 0 tais quex € D, 0 < |[x —p| < § =
|f ()] < M.

De fato: Existe 0 >0 tal que z€ D, 0<|z—p|<d=|f(z) — L|<1. Logo
|f(x)] < |f(x) = L|+|L|<1+|L|=M, Yee D, 0<|z—p|l<dp
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Teorema 39 (Confronto). Seja D C R, f,g,h : D — R funcgdoes e p um
ponto de acumulacdo de D. Se existe o9 > 0 tal que, para todo x € D,
0 < |z —p|l < do, flz) <glx) <h(z) e ilg}]f(:c) = glcllgh(:c) = L entao
lim g(z) = L.

T—p

De fato: Dado € > 0 existe 69 >d >0 tal que z € D, 0 < |[x—p| < I =
|f(x) — L|<e e |h(x) — L|<e. Logo

L—e< f(x)<g(x)<h(r)<L+e YreD, 0<|z—p| <o
Segue que L —e<g(z)<L+e€ Vr e D,0< |r—p| <. Ou ainda
lg(z) —L| <€, VxeD,0<|z—p|<dp

Teorema 40 (Conservacao do Sinal). Seja D C R, f: D — R uma fun¢ao
e p um ponto de acumulagao de D. Se lim f(x) = L > 0 entao eziste 6 > 0
T—p

tal que f(x) > 0 para todo x € D com 0 < |x — p| < 0.

De fato: Dado € = é existe 6 > 0 tal que
L L
_= L <z
5 < f(z) <3
para todo z € D, 0 < |z — p| < §. Logo 0 < é < f(x) para todo x € D,
0<|z—p|<dg

Teorema 41 (Comparagao). Seja D C R, f,g: D — R uma fun¢do e p um
ponto de acumulag¢ao de D. Se existe § > 0 tal que f(x) < g(x) para todo
reD,0<|r—p| < e exvistem lim f(x) = Ly entdo Ly < L,.

T—p

De fato: Dado €>0 existe 0 >0 tal que r€ D, 0<|x — p|<d =
€

€
Ly—5 < J(@) <gla) < Lo+ 5

Segue que Ly — Ly < € e como € > 0 é arbitrario o resutlado segue.
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Teorema 42 (Limite por seqiiéncias). Seja D C R, f: D — R uma fung¢do

e p um ponto de acumulagdo de D. O limite lim f(x) = L se, e somente se,
T—p

lim f(z,) existe para toda seqiiéncia {x,} em D\{p} que converge para p.
n—oo

De fato: Se ilin f(x) = L e {x,} é seqiiéncia em D\{p} com z, = p,
dado € >0, poderzr)los encontrar § >0 tal que |f(z)—L| <e, para todo x € D,
0<|z—p|<é.

Seja N €N tal que |z, —p| <d para todo n>N. Logo | f(z,)—L| <e, para
todo n > N. Isto mostra que lim f(z,) = L.g

Para a reciproca primeirarﬁ;;?e note que, se lim f(x,) existe para toda
seqiiéncia {z,} em D\{p} que converge para p go_()io;s as seqiiéncia {f(z,)}
tém o mesmo limite pois se duas tais seqiiéncias tem imagens pela f com
limites distintos, alternando os seus elementos contruimos uma seqiiéncia

{Z,} em D\{p} que converge para p e tal que {f(Z,)} nao converge.

Agora, se lim f(x) ndo é L, existe € > 0 e para todo n € N*, z,, € D,
Z'_>p

0 < |z, — p| < = tal que |f(z,) — L| > €. Logo lim f(z,) ndo é L.
n—oo

8.3 Propriedades do Limite

Sejam f; : Dy, =+ R, ¢ =1 e 2, fungdes. Suponha que p seja um ponto de
acumulac@o de Dy, N Dy, e que lim f;(z) = L;, i = 1,2. Entao:
T—p

1) lim(fi+ f2)(x) = lim (o) + i fofa) = Lo + Lo

2) lim k fi(x) =k Ly onde k = constante.

T—p

3) lim fi(z) - fa(z) = iig;fl(:c) ~91Ei£gf2(x) =Ly - L,.

T—p

lim fi(x)
. fil®) e _ Ly
VI RG T ImAw L * BT
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Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o nosso tra-
balho, vamos fazer a demonstracao das mesmas para poder utiliza-las, livre-

mente.
Prova de 1): lim(f; + f2)(z) = lim fi(z) + lim fo(x) = Ly + Lo
T—p T—p T—p

Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que

reDy, 0<|z—p| < = |filr)—L| < 5,i=12.
Escolha § = min{d;,d} . Entao

LL’EDflme2 :Df1+f2, 0< |x—p\ <0 =

(it f2) (@)= (L4 L) < | (@) = L] + falw) —La| <545 =e.

ou seja glcig;)(fl + f2)(x) = L1 + Lo.

Prova de 2): lim k fi(x) = kL, onde k = constante
T—p
Se k = 0 o resultado é trivial. Se k # 0, dado € > 0 seja § > 0 tal que
v €Dy, 0<|z—p[<d = [filz) - L] < 7.

Entao

r€Dy, 0<|z—p| <6 = |kfi(x) — kL1|=|k| | f1(z) — L1| <|k| =€
ou seja lim(kf1)(x) = kL.

T—p

Prova de 3): glﬂig;)(fl(x) - fa(z)) = glﬂii%fl(a:) ilir;) fa(z) = Ly - Lo

Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que
r€ Dy, 0<|z—p/ <& = |filr)—Li < min{m,l}.
e 03 > 0 tal que

€Dy, 0<|t—p| <& = |folz) = Lo| < min{m,l}.
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Logo |fa(x)| < |fo(x) — Lo| 4+ |La| < |Ls| + 1 sempre que & € Dy, 0 <
|z — p| < ds.
Logo, se 6 =min{dy,d2} , para x€ Dy NDy, =Dy, .4, 0<|z—p| <9I,

[(f1 - fo)(@) = (L1 - L2)| < |(fi(x) — Li) fa(2) + La(fo(x) — L)
< |fi(z) = Lil|f2(x)| + | La]| f2(x) — Lo
< |fu(@) = La| (|La|+1)+[La] | fo(x) — Lo

< gy (el + 1) + 1L gz
cELf_
5ty =¢
ou seja lim(f; - fo)(x) = Ly - Lo.
T—p

Lo fi(z) _ TP ( Ly
Provade d): I b)) “Tm @) In

T—p

se Ly #0.

Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que

ZL’GDf1aO<|:L'—p|<51 = |f1(l')—L1| < %

e 0o > 0 tal que

. € 2
2E€Dy, 0<|z—p| <& = |foz)—Lo| < mm{M\LLfF\H)’ILz_zl}.

Logo, se x € Dy,, 0<|z—p| <ds
| Lo| < [fa() = Lo| + [ fo()] < % +1f2(0)] e 1B < |foa)].
Logo, se §=min{d;,d2}, para x€ Dy, NDys, =Dy, .4, 0<|z—p| <9,
|f1(I)_L1 _CA ) = L) Lo+ (Lo — fo(2)) La|

) L [f2()] | L]
< N1(@) = L[ Lo| + [ Lo = fo() || L]
N | La| | L2|/2

[f1(@) — L4 | L4 |
<o UL oLy — fo(x
|L2| | 2 fZ( >‘|L2|2

€|Ly| 1 9 e|Lol*  |La| € €_
4 |Ly| "MLy [+ 1) [Le2 T2 2

<2 €.

75



ou seja lim(f; - fo)(x) = Ly - Lo.
T—p

Teorema 43 (Critério de Cauchy). Seja D C R, f : D — R fun¢des e p

um ponto de acumulagao de D. O lim f(z) existe se, e somente se, f € de
T—p

Cauchy em p, isto €, dado € > 0 existe § > 0 tal que z,y € D, 0< |z —p|<d

e 0<[y—p|<d = [f(z) = fy)] <e

De fato: E claro que se ilin f(z) = L entao f é de Cauchy em p. Recip-
rocamente, se f é de Cauch; em p e {z,} é uma seqiiéncia em D\{p} que
converge para p, { f(z,)} é de Cauchy e portanto convergente.

Limites no infinito

Seja D um subconjunto ilimitado superiormente de Re f: D —R uma
func@o. Diremos que o limite de f(z) quando = tende para infinito é L € R
se, dado € > 0, existe M = M(e) > 0 tal que

reD, x>M=|f(x)—L| <e.

Escreveremos

lim f(x) = L.

T—00

De modo andlogo, quando D ¢ ilimitado inferiormente, definimos

lim f(x)= L.

T—r—00
O limite de uma seqiiéncia é um caso particular de limite infinito. Neste caso
D = N ¢ ilimitado superioremente.
Limites infinitos
Seja D um subconjunto R e f : D — R uma fungao. Se p é um ponto de
acumulagao de D diremos que f(z) diverge para +oo quando z tende para
p se, dado M >0, existe e=¢€(M)>0 tal que

reD, 0<|z—pl <e= f(x)> M.
Escreveremos

lim f(z) = 4o0.

T—p
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De modo analogo definimos

lim f(x) = —o0.

T—p

Se D ¢ ilimitado superiormente (inferiormente) definimos também

lim f(z)= 400 ( lim f(z)= £o0).

T—+00 Tr—r—00

8.4 Limites Superior e Inferior

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma funcao. Se p é um ponto de

acumulagao de D. Suponha que exista um dy > 0 tal que
sup{f(z) :z € D,0 < |x —p| <o} < o0
Entao, existe (ou diverge para —oo) o limite

lim f(z) := 6li>r£1+sup{f(x) cx € D,0< |r—p|l <}

T—p

Escrevemos lim f(z) =+o00 quando f nao é limitada superiormente em nen-
T—p

huma vizinhanca de p.

Semelhantemente, se

inf{f(z):x € D,0<|x—p| <} >—o0,
definimos (podendo ser +00)
lim f(x) := lim inf{f(z) :x € D,0 < |z —p| <}
T—p 6—0t

Escreveremos lim f(z) = —oo quando f nao for limitada inferiormente em
T—p

uma vizinhanca de p.

Valor de Aderéncia

Definicao 33. Dizemos que y € R é um valor de aderéncia de f no ponto p
n—oo

se existe seqiéncia {x,} em D\{p}, x, — p e lim f(z,) =y.
n— o0

Teorema 44. Seja D CR, f: D — R uma funcao epum ponto de acumula¢ao
deD.
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e 1) Se ( é um valor de aderéncia de f em p, lim f(z) <(<lim f(z).

T—p T—=p

e 2)Se f é limitada em uma vizinhanga de p entdo lim f(z) e lim f(x) sao
z—p T—p
valores de aderéncia de f.

e 3) lim f(x) ewiste se, e somente se, f é limitada em uma vizinhanga
T—p

de p e o conjunto dos valores de aderéncia de f em p € unitdrio.

e 4) Se f ¢é limitada em uma vizihanga de p, dado € > 0 existe 6 > 0
tal que lim f(z) — € < f(x) < lim f(x) + € para todo x € D com
0<l|z—p|<od.

Prova de 1): Se limf(x) =l e lim,_,,f(x) = L, dado € > 0 existe §. > 0

T—p

tal que
l—e<inf{f(z):z2eD,0<|z—p|<d}<l+e
L—e<sup{f(z):ze€eD,0<|x—p|<d}<L+e

V0 <6 <. Escolha g < d.. Se £ é um valor de aderéncia de f em p, existe

n—oo

2, € D\{p}, z, =3 p, com f(x,) =3 £. Seja N € N tal que |z, — p| < d,
Vn > N. Logo, Vn > N,

l—e<inf{f(z) :2 € D,0<|z—p| <}
< f(zy) <sup{f(z) 1z € D,0< |z —p| <} < L+e

Segue que [ — e < ¢ < L + € para todo € > 0 e portanto [ < ¢ < L.

Prova de 2): Note que, para algum dy > 0 temos que
—oco<inf{f(z):z€D,0<|x—p|<dp} <sup{f(z):x€D,0<|z—p|<dp}<o0.

Como

(0,00) 20— inf{f(x):x€D,0<|x—p| <0} é ndo-decrescente e
(0,00)20—sup{f(z):z€D,0<|z—p|<d} é nao-crescente,
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existem os limites
lim inf{f(z):z € D,0< |z —p|<d}=le
6—0T

lim sup{f(z):x € D,0< |z —p|<dé} =1L

6—0t

Como p é um ponto de acumulagao de D seja {z!} e {zL} seqiiéncias em

D tais que 0 <max{|z! —p|, |zL—p|} < %0 e

1
inf{f(x):xED,0<\x—p\<%}Sf(qu)ﬁinf{f(az):xeD,O<]a:—p]<(;—0}+ﬁ
1
sup{f(a:):xeD,O<]a:—p]<i—o}—ﬁSf(mﬁ)Sinf{f(m):xeD,0<\x—p\<%}

O resultado agora segue tomando o limite nas espressoes acima.
Prova de 3): Se o limite existe entdo f é limitada em uma vizinhanga

de p e todos os valores de aderéncia coincidem e em particular o lim f(z) =
T—p

lim f(z). Por outro lado, se f é limitada em uma vizinhanga de p e o conjunto
T—p

dos valores de aderéncia é unitério lim f(z) = lim f(x) e todos os valores de
—=p T—p

aderéncia coincidem. Disto segue que o limite existe.
Prova de 4): Se limf(x) =1 e lim,,,f(r) = L, dado € > 0 existe §. > 0

T—p

tal que

[—e<inf{f(z):x2€D,0<|x—p| <} <l+e
L—e<sup{f(z):xeD,0<|xr—p/ <0} <L+e

V0 < <d. Segue que, parad < d.ex € D, 0 < |z —p| <9,

l—e<inf{f(z): 2z € D,0<|z—p| <} < f(z)
<sup{f(z):ze€D,0< |z —p| <} <L+ep
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9 Continuidade

9.1 Funcoes - Limites e Continuidade

Definigao 34 (Continuidade). Seja f : Dy — R wma fung¢do e p € Dy.

Diremos que f(x) é continua em p se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que
v€Dyelr—pl<ds, = |[fla)-flp)|<e.
Observacao 2. Note que,

e sepc Dy € um ponto de acumulacdo de Dy, entao f € continua em p
se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p) e

e sep € um ponto isolado de Dy entao f € continua em p.

Exemplo 32. (a) A fun¢io f(z) = k é continua em x = p para cada
peR.

(b) A fungio f(x) =z € continua em x = p para cada p € R.
(c) A fungio f(x) =z + 1 € continua em x = p para cada p € R.

(d) A funcao f(x) = x* é continua em x = p para cada p € R.

2?2 —1
1 .
(e) A funcio f(x) =< x—1 sez 7 nao é continua em x = 1 pois
0 sex =1

lim f(x) =2 # 0= f(1).
z—1
Exercicio: Verifique cada uma das afirmativas do exemplo anterior uti-

lizando os resultados dos exemplos anteriores para as mesmas fungoes.

9.2 Propriedades do Limite

Recordemos as propriedades do limite.
Sejam f;: Dy, =R, i=1 e 2, fungoes. Suponha que p seja um ponto de
acumulagao de Dy, N Dy, e que lim f;(x) = L;, i = 1,2. Entao:
T—p
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1) glﬂig]l?(fl + fo)(z) = i{l;lgfl(!)f) + glﬂi_fgfz(if) = L1+ Ls.

2) lim k fi(x) =k Ly onde k = constante.

T—p

3) glgfll)fl(if) - fa(z) = i{l;lgfl(!)f) 'glﬂig;)fz(if) =Ly Ly.

lim f;(z)
fi(x) TP Ly
e Ty A A R

Corolario 10. Sejam f;: Dy, = R, i =1 e 2, funcoes. Suponha que p €
Dy N Dy, e que f e g sejam continuas em p. Entdo fi+ fo, k- f1, f1- f2 e,
se fo(p) # 0, fi/f2 sao continuas em p.

Teorema 45 (Limite da Composta). Sejam f : Dy - R eg: D, - R
fungoes tais que Im(g) C Dy e L € Dy. Se p € um ponto de acumulagdo de
Dy, limg(x)=L e f
r—
¢ continua em L , entao
i (0(0)) = f (1)) = £(2).
T—p T—p
De fato: Como f é continua em L, dado €>0 existe 67 >0 tal que
ye Dy, |y—LI<d = [fly)—fL)] <e
Como lim g(z) = L, dado 7 > 0 existe d, > 0 tal que
T—p
reD,, 0<|z—pl <o, = |g(x)—L|<dy.
Desta forma, como Im(g) C Dy, Dyoy = D, €
2€Dg=Dyog, 0<|z—p| <dg=|g(x) — L| <by= | f(g9(x))—f(L)| <e.

Logo lim f (9(z)) = f(L)g

9.3 Funcoes continuas: Resuldados fundamentais

Recorde que:
Definicao 35 (Continuidade). Seja f: Dy - R wma fungio e p € Dy.
Diremos que f(x) é continua em p se, dado e > 0 existe um § >0 tal

que
r€Dy e |r—pl<d, = |[flx)-flp)l<e
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e Se p ¢ um ponto de acumulacao de Dy, f é continua em p se, e somente
s€, hmx—)p f(ZL') = f(p)

Diremos que f é continua se for continua para todo p € Dy.

Soma, produto, quociente e composicao de func¢oes continuas é uma

funcao continua.

e Funcoes racionais e fungoes trigonométricas sao continuas.

9.4 O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema 46 (Teorema da Conservacao do Sinal). Seja f : Dy — R uma
fungdo continua e T € Dy tal que f(Z)>0 (f(Z) <0). Entdo, existe 6 > 0
tal que f(x) >0 (f(x) <0) sempre que x € Dy e x € (T —0,T + 9).

De fato: Como f ¢ continua em Z, dado € = f(z) > 0 existe 6 > 0, tal
que
v €Dy, we(T—0,1+0)= f(r) e (f(7) =€ f(Z) +€) = (0,2f(7)).

Isto prova o resultado.

9.5 O Teorema do Anulamento
Teorema 47 (Teorema do Anulamento). Se

fila,b] = R é continua e f(a)< 0 < f(b)
(f(a) > 0> f(b), entdo, existe T € (a,b) tal que f(Z) = 0.

De fato: Faremos apenas o caso f(a) <0 < f(b). Seja
A={x€la,b]: f(s)>0, para todo s€[x,bl]}.

Note que @ # A C [a,b] (pois f(b) > 0). Seja z=inf A. Do Teorema da
Conservagao do Sinal, z € (a,b) e z¢ A. Portanto f(z)<0.

Por outro lado, do Teorema da Comparacao, f(z) = lim f(z) >0
(pois >z=x€ A= f(x)>0). Logo, f(2)=0q .
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9.6 O Teorema do Valor Intermediario

Teorema 48 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R uma
funcao continua e tal que f(a) < f(b) (f(a) > f(b)). Se f(a) <k < f(b)
(f(a)>k> f(b)), entao existe T € (a,b) tal que f(T) = k.

De fato: Considere a fungao g(x) = f(z) — k. Entao
g :la,b] — R é continua, g(a) < 0e g(b) >0
e do Teorema do Anulamento, existe = € [a,b] tal que g(z) = 0. Portanto
f(@)=kp
9.7 O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

Teorema 49 (de Weierstrass ou do Valor Extremo). Se f : [a,b] — R for

continua, existirao p,q € |a,b] tais que
f(p) < f(x) < f(a), para todo x € [a, b].
De fato: Verifiquemos, inicialmente, que Im(f) é limitada .

Se este nao fosse o caso , dado n €N, existiria x,, € [a, b] tal que, o € [a, b]
e |f(zp)|>max{n,|f(z,-1)|},neN Seja A={x,:neN}.

Segue que A C [a,b] tem um ponto de acumulagao r € [a,b] .

Como f é continua em r, existe 6 > 0 tal que,
re(r—=46r+d)Nfa,bl=B = |f(x)— f(r) <1

Segue que f(B) ¢é limitado e contém infinitos pontos de f(A) e isto é uma

contradi¢ao. Segue que Im(f) é limitada.

Seja m=inf{f(x):x€[a,b]}. Entao f(z) >m, V x € [a,b]. Se f nao é

constante, m é ponto de acumulacao de {y€Im(f):y>m}.
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Seja xp € [a, b] tal que 0 < f(xg)—m e xy € [a,b] tal que 0 < f(xr)—m <
min{3, f(x,_1)—m}, para keN*.

O conjunto A = {x} : k € N} é infinito e limitado , portanto A tem um
ponto de acumulagao p.
Como f é continua em p , para cada n € N*, existe §,, > 0 tal que
€ [a,0], |z —p| <6, = |f(x) = f(p)| < 5
Em particular, escolha 7, € A com k > n e tal que |z — p| < 0,
1 1 1 2
m—=< f(zy)—2<f(p)<f(zp)+2 <m+—+—<m+-.
n n k n

Concluimos que f(p) = m.

A afirmativa restante segue de —infIm(—f)=supIm(f). g
Como uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediario e do Teorema
de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Corolario 11. Seja f:[a,b]—R uma funcdo continua. Se
m=min{ f(x):x€[a,b]} e M =max{f(x):x€[a,b]},

entao

Im(f):f([a>b]):[m>M]'
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10 Topologia da Reta

10.1 Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Definigcao 36. Seja A C R.
1) Um ponto a € A é interior a A se exister > 0 tal que (a—r,a+71) C A.
2) O conjunto A € aberto se todos os seus pontos sao interiores.
3) O conjunto A € fechado em R se seu complementar é aberto.
4) O interior A° de A € o conjunto dos pontos interiores a A.
5) O fecho A de A € a intersecdo de todos os fechados que contém A.
Teorema 50. Seja A um conjunto e {Ax}rea uma familia de conjuntos.
1) Se cada Ay € aberto, Uxep Ay € aberto.
2) Se cada Ay € aberto e A é um conjunto finito, Nyxep Ay € aberto.
3) Se cada Ay € fechado, Nyxepn Ay € fechado.
4) Se cada Ay € fechado e A € um congunto finito, Uyepn Ay € fechado.

Exemplo 33. Todo intervalo aberto é aberto. O interior de |a,b] € (a,b). O
interior A° de A é o maior aberto contido em A. O fecho de A é o menor

fechado que contém A.

Teorema 51. Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira unica,

como uniao enumerdvel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada X\, I, =
(ay,by) é um intervalo e p € Nyeply entdo Uyealy = (a,b) onde a = infyep
e b = sup,,. De fato, é claro que Uyealy C (a,b). Para provar a outra

inclusao note que p € (a,b) e se x € (a,b), ou z < p ou x > p. Agora,
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e se v < p, do fato que a = infycpa, < =z, existe pu; € A tal que
a,, <x <p<b,.

e sc x > p, do fato que b = supyc, by > z, existe puy € A tal que
Auy < p < < by,.

Em qualquer dos casos © € Uyeply.
Para o restante da prova, dado x € A seja I, a uniao de todos os intervalos

abertos contidos em A e que contém x. Segue que
1) I = (ag,b:) C A,
2)sex,ye A,oul,Nl,=1,=I,oul,Nl,=e
3) Ugeal, = A.

Tomando, para cada intervalo desta decomposi¢cao um tinico racional ve-
mos que A pode ser escrito como uniao enumeravel de intervalos disjuntos.
Para ver que esta decomposicao ¢ tinica basta notar que cada intervalo aberto
de uma tal decomposicao esta contido em algum dos I, e nao pode ser distinto
de I,

Corolario 12. Se I é um intervalo aberto e I = AU B onde A e B sao

conjuntos abertos e disjuntos entao um deses conjuntos é vazio.
Teorema 52. Seja A um conjunto e {Ax}rea uma familia de conjuntos.
1) Se cada Ay € aberto, Uyep Ay € aberto.
2) Se cada Ay € aberto e A € um conjunto finito, Nxean A € aberto.
3) Se cada Ay ¢é fechado, Nyxepn Ay € fechado.
4) Se cada Ay € fechado e A € um conjunto finito, Uyepn Ay € fechado.

Exemplo 34. Todo intervalo aberto é aberto. O interior de |a,b] € (a,b). O
interior A° de A € o maior aberto contido em A. O fecho de A é o menor

fechado que contém A.
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Teorema 53. Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira inica,

como uniao enumerdvel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada A, I, =
(ax,by) é um intervalo e p € Nyealy entao Uyealy = (a,b) onde a = infyep
e b = sup,.,. De fato, é claro que Uyealy C (a,b). Para provar a outra

inclusao note que p € (a,b) e se € (a,b), ou x < p ou x > p. Agora,

e se v < p, do fato que a = infycpa, < =z, existe pu; € A tal que
ay, <o < p<by,.

e sc x > p, do fato que b = supyc, by > 7, existe puy € A tal que
Auy < p < < by,.

Em qualquer dos casos © € Uyeply.
Para o restante da prova, dado x € A seja I, a uniao de todos os intervalos

abertos contidos em A e que contém x. Segue que
1) I, = (az, b)) C A,
2)sex,ye A,oul, NI, =0, =I,oul,Nl,=e
3) Ugeal, = A.

Tomando, para cada intervalo desta decomposi¢cao um tnico racional ve-
mos que A pode ser escrito como uniao enumeravel de intervalos disjuntos.
Para ver que esta decomposicao é tinica basta notar que cada intervalo aberto
de uma tal decomposicao esta contido em algum dos I, e nao pode ser distinto
de Ix-l]

Corolario 13. Se I é um intervalo aberto e I = AU B onde A e B sao

conjuntos abertos e disjuntos entao um deses conjuntos é vazio.

Definicao 37. Seja A C R um ponto p € R é aderente a A se existir

seqiiéncia {x,} em A tal que z, =3 p.
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Sabemos que se p é ponto de acumulacao de A entdao p é aderente a A.
Se p é aderente a A e p nao é ponto de acumulacao de A entao p € A. Todo

ponto interior a A é aderente a A e é um ponto de acumulacao de A.

Teorema 54. Um ponto p € R € aderente a A se, e s6 se, AN(p—e, p+e€) # &
para todo € > 0.

Corolario 14. Se A C R € limitado superiormente (inferiormente) entdo
sup A (inf A) € aderente a A.

Teorema 55. O fecho A~ de A C R ¢ o conjunto A dos pontos aderentes
de A.

Prova: De fato, se 2 ¢ A, existe € > 0 tal que (z—¢, 2+€)NA = & segue que
A éfechadoe A~ C A. Sex ¢ A™ existe e > 0 tal que (z —€,2+€)NA =
exr ¢ A 0O

Definigao 38. Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Diremos que
A € denso em B se B C A~

Teorema 56. Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Sao equivalentes

e Todo ponto de B ¢ aderente a A.
e Todo ponto de B € limite de uma seqiiéncia de pontos de A.

e Paratodoe>0ebe B (b—eb+e)NA#QD.

Teorema 57. Todo subconjunto B de R contém um subconjunto A que €

enumeravel e denso em B.

+1
Prova: Dado n € N* temos que R = U [B,p—). Para cada p € Z
sz Lnn
e n € N* escolha z,, € [%, p—j;l) N B quando esta intersecao for nao vazia.

O conjunto A desses pontos é claramente denso em B (para cada n € N* e
b € B existe a € A tal que |[a—b| < 1) e é enumerdvel (a cole¢ao de intervalos
{[z Zil) :p € Zen €N} éenumerdvel).p

n’ n
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Teorema 58. Seja ' C R um conjunto fechado, nao vazio e sem pontos

1solados. Entao F € nao enumerdvel.

Prova: Sejam z,y € F distintos, r = |z —y|/2 e F, = FN (z —r,z+7).
Segue que F ¢ nao vazio e nao contém pontos isolados. Seja F), a uniao de
Fy com os pontos de acumulacao de F no conjunto {x —r,z +r}. F, é

claramente fechado e nao tem pontos isolados, é limitado e y ¢ F.

Se F' O {y1,Y2,ys,- - - } seja F,,. Tendo escolhido F,,---F, ., sey, ¢
F,

Yn—1

sem pontos isolados tal que vy, ¢ F, C F, ,. Para cada n € N seja

escolhemos F, = F,

w1 € se y, € F, | escolhemos F, fechado e

x, € F,,. A seqiiéncia {z,} é limitada e portanto tem uma subseqiiéncia
{Zom) } convergente com limite z. E claro que Z € NpenF,, € T # y, para
todon € N

10.2 Coberturas e Compactos

Definigao 39. Seja A C R e A um conjunto, uma cole¢ao {Ax}ren de

conjuntos é chamada uma cobertura de A se A C UycpA,.

Se {Ax}ren € uma cobertura e N C A e A C Uyear Ay, {Ax}ren € dita
uma subcobertura da cobertura {A)}cx.

Se 0s conguntos da cobertura sao todos abertos a cobertura € dita uma

cobertura aberta.

Teorema 59 (Borel-Lebsegue). Dada uma cobertura {I}xea de [a,b] onde

cada Iy é um intervalo aberto existe ' C A finito tal que [a,b] C Uyeprly.

Prova: Seja A = {z € [a,D] : existe A’ C A finito com [a, 2] C UyenIy}. E
claro que A # @. Seja s = sup A. E claro que s € [a,b] e que existe A tal
que s € I,,. Como I, é aberto I, N A # &. Segue que s = b e que [a,b]

estd contido em uma unido finita de I3s.
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Corolario 15. Dada uma cobertura aberta {Ax}rea de |a,b] existe N C A
finito tal que [a,b] C UyearAy.

Basta lembrar que cada aberto da cobertura pode ser escrito como uniao
enumeravel de intervalos abertos (disjuntos).

Corolario 16. Dada uma cobertura aberta {Ax}ren de um conjunto fechado
e limitado F existe N' C A finito tal que F' C Uyepn Ay,

De fato: Como F' é fechado e limitado F' C [a,b]. Como A = F© é aberto e
[a,b] C UyepAy U A temos que existe A’ C A finito tal que

la,b] C UnearANUA e F CUyenAxg
Teorema 60. Dado K C R sao equivalentes:
1) K € fechado e limitado.
2) Toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita.

3) Todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acumulagdo per-
tencente a K.

4) Toda seqiiéncia de pontos de K possui uma subseqiiéncia que converge
para um ponto de K.

Prova:
e 1) = 2): Segue diretamente do corolario anterior.

e 2) = 3): Se A C K ¢ infinito e ndo tem pontos de acumulagao em K,
para cada k € K existe I, = r; > 0 tal que (k —rg, k+ 1) NA = {k}
ou I NA =g. Segue que Upcglp DO K é uma cobertura aberta sem
subcobertura finita.
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e 3) = 4): Dada uma seqiiéncia de pontos {k,} em K ela pode ter um
nimero finito ou infinito de valores. Em qualquer dos casos possui uma

subseqiiéncia convergente.

e 4) = 1): E claro que K é limitado pois caso contrdrio existiria uma
seqiiéncia {z,} em K com xy € K e |z,| > |r,-1] + 1 e esta nao teria
subseqiiéncia convergente. Para ver que K é fechado simplesmente
note que se x € K~ existe seqiiéncia z,, € K tal que z, i x, de 4),
T €K

Definicao 40. Um conjunto é compacto se satisfaz uma das condigoes do

teorema anterior.

Corolario 17 (Teorema de Bolzado-Weierstrass). Todo conjunto infinito e

limitado de niumeros reais possui um ponto de acumula¢ao.
Corolario 18. Toda seqiiéncia decrescente de compactos nao-vazios tem in-

tersecao nao vazia.

10.3 Medida Exterior

Se I = (a,b) defina ¢(I) = b—a. Dado A C R existe uma familia contavel de
intervalos abertos que cobrem A. Seja %4 a colecao de todas as coberturas

contaveis de intervalos abertos de A.

m*(A) = inf {Ze(fn) I} e %A}

E claro que m*(@) = 0, m*((a,b)) < b—a, m*({z}) =0, Vz € R e que, se
A C Bm*(A) < m*(B).

Lema 5. m*[a,b] = m*(a,b] = m*[a,b) = m*(a,b) = b— a.

Prova: Como [a,b] C (a — §,b+ §), Ve > 0 temos m*([a,b]) < b — a.
Por outro lado se {I,,} € %, existe uma subcolecao finita {I,,,, -, I, }
de {I,} tal que UF_,1,. D [a,b] e
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ie(fm) <> e

Podemos tomar uma subcobertura de {I,,,---,I,, } de forma que a €
I, = (y1,21) e, recursivamente, se x; < b, z; € L\, = (Yj+1, xj+1) parando

para jo < k tal que I 2 b. Assim, como y; < xj_1 < zj,

Jo
ZE([%) = Z(z] —y;) >xj,—y1 >b—a
j=1
m*([a,b]) =b—ap
Lema 6. Se {A,} € uma familia contdvel de subconjuntos de R entao
m* (U An) < Zm*(A
Prova: S6 temos que considerar o caso em que Y m*(A,) < oc.

Como m*(A,,) é finita, dado € > 0, seja {I,,;}, € %a, tal que A, C U, In;
e > ;i l(1n:) <m*(A,) +27". Logo {In;},; € %a, €

m* (U An) <Y ) = 30D ) < 3 (m*(Au) + e27)
= Z m*(A

Como € ¢ arbitréario o resultado segue.

Coroldrio 19. 1) Se A C R € enumerdvel, m*(A) = 0.

2) Se {A,} é uma familia contdvel de subconjuntos de R e m*(A,) = 0,
Vn entao m*(J,, An) =0

Exercicio 10. Seja [; = [aj,b;], 1 < j<n comb; <ajy, 1 <j<n-—1

(U ) ;b—a]

j=1

Mostre que

3
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10.4 O Lema do Recobrimento de Vitali

Lema 7 (Recobrimento de Vitali). Seja E' C [a,b], consequentemente m*(E) <
b—a. Se 7 ¢ uma cobertura de E por intervalos nao degenerados e tal que,
dados v € E ee > 0, existe I € & tal que x € I e {(I) < €. Entdo, dado
€ > 0, eziste uma colegao finita e disjunta {Iy,...,In} C . tal que

m* <E\ n@l In> <e.

Prova: Basta considerar o caso com cada intervalo de . fechado (caso
contrario tomamos o seu fecho). Podemos assumir que ¥ 35 [ C O =
(a—1,b+1)eque INE #2,VI € 7.

Escolhemos uma seqiiéncia {I,} de intervalos disjuntos de .# da seguinte
forma: Seja I, € . qualquer e se [,..., I, ja foram escolhidos seja 7, o
supremo dos comprimentos dos intervalos de . que nao interseptam nenhum
dos I,...,1,.

Claramente r, < ((O). Se E ¢ |J;_, I;, encontramos I,,4, € . disjunto
de I1,..., I, e tal que ¢ (I,,41) > %rn.

Asim {I,,} é uma seqiiéncia disjunta de intervalos em .# e, como | JI,, C
O, > ((I,) <4(0O). Logo, existe N € N tal que

Seja

Mostraremos m*(R) < €. Se x € R, como F = |J_, I,, é fechado e x ¢ F,
existe [In £,z elelNlF =0.
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Agora, se INI; = @ para i < k, temos (1) < r, < 20 (I.y1). Como
lim ¢ (1) = 0, o intervalo I deve intersectar pelo menos um dos intervalos
K—00
L.

Seja m o menor inteiro tal que I N [, # &. Claramente n > N, e ((I) <
Tno1 < 20(1,). Como z € I e INI, # & a distancia de x ao ponto médio de
I,, é no méximo ((I) + 20(I,) < 20(1,).

Logo x pertence ao intervalo J, tendo o mesmo ponto médio que I,, e 5

vezes o comprimento. Desta forma

R C GJ" e
N+1

o

0(J) =5 i (L) < eq

n=N+1 n=N-+1

m*(R)

(]
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11 Funcoes - Limites e Continuidade

Definigao 41 (Limite). Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma
fun¢io e p um ponto de acumulag¢io de D. Diremos que o limite de f(z)

quando z tende p € L se, dado £ > 0 existe um 6 > 0 tal que

re€De O0<|z—p|<d = |f(x)—L|<e.

Dito de outra forma, dado € > 0 existe 6 = §(e,p) > 0 tal que

fON(p—dp+i)\a)C(L—cL+e)
Note que:

e Se nao existe um ndmero real L tal que lim f(x) = L diremos que
T—p

lim f(x) nao existe.
T—p

e O ponto p nao precisa pertencer a D e mesmo que pertenga o valor de

f em p nao é importante para a definicao acima.

e Apenas os valores de f em pontos arbitrariamente préximos a p sao

importantes para a defini¢ao.

Teorema 61. Seja f: D — R uma funcdao e p um ponto de acumulagao de
D. O limite de f(x) quando x tende a p, caso ezista, € unico. Este limite

serd denotado por

lim f(z) = L.

T—p

De fato: Se L e L’ sao limites de f(z) quando z tende a p, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que

re€De 0<|z—p|<d = |f(x)—Ll<e e |f(z)—L|<e.
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Logo, dado € > 0, com a escolha de § acima e x € D satisfazendo 0 <

|x — p| < 6, temos
IL—L|=I|L—f(x)+ flz) = L| <|f(x) = LI+ |L" = f(z)| < 2e.

Isto mostra que L = L'
Quando nos referimos a uma fungao, fica implicito que ela tem um dominio

especificado.

Dada a fungao f: D — R, dado D" C D denotaremos por f|p : D' — R
a fungao definida por f|p(z) = f(z), para x € D'.

Nos referiremos a f|p como a restricao de f: D — R a D'.

Segue imediatamente da definicao que

Teorema 62 (1). Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma fungdo,
D' C D e p um ponto de acumulagdo de D'. Se lim f(x) = L entdo

T—=p
T—p

11.1 Critério negativo para existéncia de limites

Teorema 63. Seja f : D — R uma fungdo, D' e D" subconjuntos de D e
p € R um ponto de acumulacao de D' e de D”.

o Se
— um dos limites lim f|p/(x) ou lim f|pr(x) nao existe ou
T—p T—p
— ambos existem e lim f|p/(x) # lim f|pn(2)
T—p T—p
entdo o limite lim f(x) nao existe.
T—p

o Se (D'UD")\{p} = D\{p}, o limite lim f(x) eziste se, e somente se,
T—p

lim f|p(z) e im f|pr(z) existem e lim f|p(x) = im f|pn(z).
T—p T—p T—p T—p

96



Prova: A prova da primeira parte segue diretamente de (1). Para a segunda
parte, existe lim f(x) = L se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que
T—p

reD 0<|r—p|l<d = |f(z)—L|<e,
se, e somente se, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

reD 0<|z—pl <d = |f(x)—Ll<e = |flp(x)—L|<e

reD" 0<|zr—p|<d = |f(z)—Ll<e = |f|lp(z)—L|<e

se, e somente se,

lim f|p(z) = lim flp(@).g

T—p

11.2 Limites Laterais

Se D C R, diremos que p € R é um ponto de acumulagao a direita (esquerda)
de D se é um ponto de acumulagao de D = DN (p,00) (D, = DN(~0o0,p)).

Seja f : D — R uma funcao e p é um ponto de acumulacao a direita
(esquerda) de D. O limite de f(z) quando = tende a p pela direita
(esquerda) é

z—pT

i, f(o) = lim flog (@) (Jim f(0) = i 1))

Corolario 20. Seja f : D — R uma funcdo e p € um ponto de acumulagcao

a direita e a esquerda de D. Entdo

lim f(x)

T—p

exriste se, e somente se, existem os limites laterais a direita e a esquerda e

lim f(z)= lim f(x).

z—pT T—p~
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Teorema 64. Seja D C R, f: D — R uma funcao e p um ponto de acu-

mulagao de D. Se existe lim f(x) = L entdo f € limitada em uma vizinhanga
T—p

de p, isto €, existem M > 0 ed > 0 tais quex € D, 0 < |[x —p| < § =
|f ()] < M.

De fato: Existe 6 > Otalque z € D, 0 < |z —p| < = |f(x) — L| < 1.
Logo

[f(@)] < [f(2) = LI+ |Ll 1+ [L] = M, Ve eD,0<|z—p|<dig

Teorema 65 (Confronto). Seja D C R, f,g,h : D — R funcies e p um
ponto de acumulacdo de D. Se existe o9 > 0 tal que, para todo x € D,
0 < |z —p| <do, flx) < glz) < h(x) e glglin f(x) = glglin h(z) = L entdo
lim g(z) = L. ’ ’

T—p

De fato: Dado € > 0 existe 09 > d >0 talquex € D, 0 < |[x —p| < 6 =
|f(z) — L| <eelh(x)— L| <e Logo

L—e<f(x)<glr)<h(z)<L+e YreD 0<|z—pl <
Segue que L —e < g(x) < L+¢, Ve € D, 0 < |z —p| < 4. Ou ainda
lg(z) —L| <e, VxeD,0<|z—p|<dp

Teorema 66 (Conservacao do Sinal). Seja D C R, f: D — R uma fun¢ao
e p um ponto de acumulagao de D. Se lim f(x) = L > 0 entao existe 6 > 0
T—p

tal que f(x) > 0 para todo x € D com 0 < |x — p| < 0.

De fato: Dado € = é existe 6 > 0 tal que

L L
_z L <z
R
para todo z € D, 0 < |z — p| < 6. Logo 0 < £ < f(x) para todo = € D,

2
0<|z—pl<dg
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Teorema 67 (Comparagao). Seja D C R, f,g: D — R uma fun¢do e p um
ponto de acumulag¢ao de D. Se existe § > 0 tal que f(x) < g(x) para todo
reD,0<|r—p| < e exvistem lim f(x) = Ly entdo Ly < L,.

T—p

De fato: Dado e > O existe § >0 talquex € D, 0 < |z —p| <6 =
€ €
Lf—igf(:c)ég(x)éLg—l—a

Segue que Ly — Ly, < € e como € > 0 é arbitrario o resutlado segue.

Teorema 68 (Limite por seqiiéncias). Seja D C R, f: D — R uma fun¢ao
e p um ponto de acumulagdo de D. O limite lim f(z) = L se, e somente se,
Z'_>p

lim f(x,) existe para toda seqiiéncia {x,} em D\{p} que converge para p.
n—oo

De fato: Se liin f(x) = L e{x,} éseqiiéncia em D\{p} com z,, == p, dado
e >0, podenﬁosp encontrar § > 0 tal que |f(z) — L| < ¢, para todo = € D,
0<|z—p|<é.

Seja N € N tal que |z, — p| < § para todon > N. Logo |f(z,) — L| <,
para todo n > N. Isto mostra que lim f(z,) = L.g

Para a reciproca primeiramenteanoo‘se que, se lim f(z,) existe para toda
seqliéncia {z,} em D\{p} que converge para p go_()iO;s as seqiiéncia {f(z,)}
tém o mesmo limite pois se duas tais seqiiéncias tem imagens pela f com

limites distintos, alternando os seus elementos contruimos uma seqiiéncia

{Z,} em D\{p} que converge para p e tal que {f(Z,)} ndo converge.
Agora, se lim f(x) ndo é L, existe € > 0 e para todo n € N*, z,, € D,
T—p

0 < |z, —p| < £ tal que |f(z,) — L| > €. Logo lim f(z,) ndo é Lp
n—oo

11.3 Propriedades do Limite

Sejam f; : Dy, — R, ¢ =1 e 2, funcoes. Suponha que p seja um ponto de
acumulagao de Dy, N Dy, e que lim fi(x) = L;, i = 1,2. Entao:
T—p
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1) glﬂijg(fl + fo)(z) = i{%fl(!ﬁ) + glﬂi_fgfz(if) = L1+ Ls.

2) lim k fi(x) =k Ly onde k = constante.

T—p

3) glﬂig;)fl(:v) - fa(z) = i{%fl(!ﬁ) 'glﬂig;)fz(if) =Ly Ly.

lim fi(z)
- fi(xz) e _ Ly
4) il{g)ﬁ@) _ii{}]l)ﬁ(f) I se Ly #0.

Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o nosso tra-
balho, vamos fazer a demonstracao das mesmas para poder utiliza-las, livre-

mente.
Prova de 1): il{g(fl + fo)(z) = glglgll,fl(z) + il{};.)fé(x) =L+ Ly
Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que
zeDy, 0<|z—pl <6 = |fi(z)— L] < g i=1,2.
Escolha § = min{d, d»}. Entao

T e Df1 me2 :Df1+f2, 0< ‘Sl?—p‘ <0=
€
|(f1+ fo)(x) — (L1 + Lo)| < |fi(z) — La| + | fo(w) — Lo| < 5t

€

226.

ou seja glﬂig})(fl + f2)(z) = Ly + Lo.
Prova de 2): lim k fi(z) = k Ly onde k = constante
T—p
Se k = 0 o resultado ¢é trivial. Se k # 0, dado € > 0 seja & > 0 tal que

€

re€Dys, 0<|z—p|l<d = |filz)— L] < 7

Entao

€
x€Dys,0< |z —p| <d=|kfi(x)—kLi| = |k|| f1(z) — L] < \k\@ =€
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ou seja glﬂlirll)(k:fl)(:z) =kL;.
Prova de 3): glcilg(fl(a:) - fa(z)) = 91613;1) fi(z) '}:i_rgfg(l’) =1Ly Ly

Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que

€Dy, 0<|z—p| <8 = |fi(z)— L <min{m,l}.
e 0o > 0 tal que

€Dy, 0<|z—p| <6 = |folz)— Lo <min{m,1}.
Logo |fa(x)| < |fo(x) — La| + |Lo| < |La| + 1 sempre que = € Dy,, 0 <
|z — p| < do.

Logo, se § = min{dy,d2}, para x € Dy, N Dy, = Dy,.4,, 0 < |z —p| < 0,

[(f1 - fo)(@) — (L1 - L2)| < |(fi(x) — L) fo(2) + La(fo(x) — Lo)|
< |fi(z) = Lillfa(z)| + |La[| fo(z) — Lo
< [fi(x) = Li|(|L2| + 1) + [Lq]| foz) — Lo

€ €
< —— (Lo + 1) + | Lz
AT A AR T Ay
<€+€
—+-=e
2 2

ou seja glcijg(fl - f2)(@) = Ly - Ly.
fi(z) lim f, ()

T—p

Prova de 4): lim = - :—1, se L 0.
) T—p fQ(SL’) glcll}’}l)fg(l’) L2 2 %

Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que

L
ZL’EDfl, 0<|l’—p|<51 = |fl(I)_L1|<€‘42‘
e 09 > 0 tal que
: €| Lo|? |L2|}
x €Dy, 0<|z—p|<d = 2) — Lol < min 7 '
o 0< |z —pl <8 = |fale) ~ L {4(|L1|+1) 2

101



Logo, se x € Dy,, 0 < |x — p| < &2

| Lo |

| La| < |fa(2) = Lol + | fo(2)] < == + | fa(z)] e

L
Pl < oo
Logo, se § = min{dy,d2}, para x € Dy, N Dy, = Dy,.p,, 0 < |z — p| < 0,

file) Ly, [(hi(@) = L) Le + (Ly = fo(@)) L]

fox) Ly | f2(@)]| Lo
< 1) = L[ Lo| + [ L2 — fo(2)[| L]
N | Lo|| Lo /2
| fi(x) — L] | L]
<ML P 9L, — fol
|L2| ‘ 2 fZ( ) |L2|2
ol 1y dil bl e e

4 |Lo|  A(|L1|+1)|Lef> 2 2
ou seja lim(f; - fo)(x) = Ly - Lo.
T—p

Teorema 69 (Critério de Cauchy). Seja D C R, f : D — R fun¢des e p

um ponto de acumulagao de D. O lim f(z) existe se, e somente se, f € de
T—p

Cauchy em p, isto €, dado € > 0 eziste 6 > 0 tal que xz,y € D, 0 < |[z—p| < I

e0<ly—pl<d=|[f(z)—fly)l<e

De fato: E claro que se lim f(x) = L entao f é de Cauchy em p. Recip-

T—p
rocamente, se f é de Cauchy em p e {x,} é uma seqiiéncia em D\{p} que

converge para p, { f(z,)} é de Cauchy e portanto convergente.

Limites no infinito

Seja D um subconjunto ilimitado superiormente de Re f: D — R
uma funcdo. Diremos que o limite de f(z) quando x tende para infinito é
L € R se, dado € > 0, existe M = M(e) > 0 tal que

re€D, x>M=|f(x)—L| <e.

Escreveremos

lim f(x)= L.

T—00

102



De modo analogo, quando D é ilimitado inferiormente, definimos

lim f(z)= L.

r——00

O limite de uma seqiiéncia é um caso particular de limite infinito. Neste caso
D = N ¢ ilimitado superioremente.

Limites infinitos

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma fungao. Se p é um ponto de
acumulagao de D diremos que f(z) diverge para +oo quando z tende para
p se, dado M > 0, existe € = e(M) > 0 tal que

re€D, 0<|zr—p|l<e= f(z)> M.

Escreveremos
lim f(z) = 4o0.

T—p

De modo analogo definimos

liin f(z) = —o0.

Se D é ilimitado superiormente (inferiormente) definimos também

lim f(z) =400 ( lim f(z)= £o0).

T——+00 r——00

11.4 Limites Superior e Inferior

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma funcao. Se p é um ponto de

acumulagao de D. Suponha que exista um dy, > 0 tal que

sup{f(z) 1z € D,0 < |x —p| <o} < o0

Entao, existe (ou diverge para —oo) o limite

lim f(z) := 5li>rgl+sup{f(x) cx € D,0< |x—p|l<d}

T—p
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Escrevemos lim f(z) = 400 quando f ndo é limitada superiormente em
T—p
nenhuma vizinhanga de p.

Semelhantemente, se
inf{f(z):x € D,0 < |z —p| <d} > —o0,

definimos (podendo ser +00)

lim f(x) := 61_i)r(1)1+inf{f(:c) cx € D,0< |x—p|l <d}

T—p

Escreveremos lim f(z) = —oo quando f nao for limitada inferiormente em
T—p

uma vizinhanca de p.

Valor de Aderéncia

Definicao 42. Dizemos que y € R € um valor de aderéncia de f no ponto p
n—oo

se existe seqiéncia {x,} em D\{p}, x, — p e lim f(z,) =y.
n—oo
Teorema 70. Seja D C R, f : D — R uma funcdo e p um ponto de

acumulacao de D.

1) Se ¢ é um valor de aderéncia de f em p, lim f(z) < ¢ < lim f(z).

T—p T—p

2) Se f € limitada em uma vizinhanga de p entdo lim f(x) e lim f(x) sdo
T—=p x—p
valores de aderéncia de f.

3) lim f(z) existe se, e somente se, f € limitada em uma vizinhan¢a de p
T—p

e o conjunto dos valores de aderéncia de f em p € unitdrio.

4) Se f € limitada em uma vizihanga de p, dado € > 0 eziste § > 0 tal que
lim f(z) —€ < f(z) < lim f(z)+€ para todo x € D com 0 < |z —p| < 4.
Prova de 1): Se lim f(z) = [ e lim,_,, f(r) = L, dado € > 0 existe J. > 0

T—p

tal que

l—e<inf{f(z):zeD,0<|z—p|<d}<l+e
L—e<sup{f(z):zeD,0<|x—p/ <0} <L+e
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V0 <6 <. Escolha g < d.. Se £ é um valor de aderéncia de f em p, existe

n—oo n—oo

x, € D\{p}, r, — p, com f(x,) — £. Seja N € N tal que |z, — p| < dy,
Vn > N. Logo, Vn > N,
l—e<inf{f(z) :2€ D,0<|z—p| <}
< f(zn) <sup{f(x) :x € D,0<|z—p| <dy} < L+e

Segue que | — e < £ < L + € para todo € > 0 e portanto | < ¢ < L.

Prova de 2): Note que, para algum dy > 0 temos que
—oo < inf{f(z):x € D,0 < |z —p| < do} <sup{f(z):x € D,0<|z—p| <d} < 0.

Como

(0,00) 2 6 — inf{f(z) : x € D,0 < |x — p| < §} é ndo-decrescente e
(0,60) 2 0 — sup{f(z) :x € D,0 < |z — p| <} é ndo-crescente,

existem os limites
lim inf{f(z):z€ D,0< |z —p|<d}=le
6—0T

lim sup{f(z):z € D,0<|z—p|<d} =1L
6—07t

Como p é um ponto de acumulagao de D seja {2}, } e {zL} seqiiéncias em
D tais que 0 < max{|z}, — p|, |2k —p|} < 2 ¢
1

0 0
inf{f(z) :z2 € D,0< |z —p| < Eo}éf(xil) <inf{f(z):z2 € D,0< |z —p| < zo}—l—g

0 1 0
sup{f(z) ;2 € D,0< |z —p| < EO}_E < fh)y <inf{f(z):2€D,0< |z —p| < EO}

O resultado agora segue tomando o limite nas espressoes acima.p
Prova de 3): Se o limite existe entdo f é limitada em uma vizinhanga

de p e todos os valores de aderéncia coincidem e em particular o lim f(z) =
T—p

lim f(x). Por outro lado, se f é limitada em uma vizinhanca de p e o conjunto
T—p

dos valores de aderéncia é unitario lim f(z) = lim f(z) e todos os valores de
z—=p T—p

aderéncia coincidem. Disto segue que o limite existe.
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Prova de 4): Se lim f(x) = [ e lim,_,, f(zr) = L, dado € > 0 existe J. > 0
T—p

tal que

[—e<inf{f(z):x€D,0<|x—p| <} <l+e
L—e<sup{f(z):xe€eD,0<|x—p|<d}<L+e

V0 < <d. Segue que, para d < d.ex € D, 0 < |z — p| <4,

l—e<inf{f(z): 2 € D,0<|x—p| <} < f(x)
<sup{f(z):z2e€D,0< |z —p| <} < L+ep
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12 Continuidade

Definigao 43 (Continuidade). Seja f : Dy — R wma fung¢do e p € Dy.

Diremos que f(x) é continua em p se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que
z€Dyelr—pl<d, = [fla)-flp)l<c.
Observacao 3. Note que,

e sepc Dy € um ponto de acumulacdo de Dy, entao f € continua em p
se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p) e

e se p € um ponto isolado de Dy entao f é continua em p.

Exemplo 35. (a) A funcio f(z) = k é continua em x = p para cada
peR.

(b) A funcao f(x) = x é continua em x = p para cada p € R.
(c) A fungio f(x) =z + 1 € continua em x = p para cada p € R.

(d) A funcao f(z) = x* é continua em x = p para cada p € R.

2?2 —1
1 .
(e) A funcio f(x) =< x—1 sex 7 nao é continua em x = 1 pois
0 sex =1

lim f(x) =2 # 0 = ().

Exercicio: Verifique cada uma das afirmativas do exemplo anterior uti-

lizando os resultados dos exemplos anteriores para as mesmas fungoes.

12.1 Propriedades da Continuidade

Recordemos as propriedades do limite.
Sejam f; : Dy, = R, 7 =1 e 2, funcoes. Suponha que p seja um ponto de
acumulagao de Dy, N Dy, e que lim fi(x) = L;, i = 1,2. Entao:
T—p
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1) glﬂijg(fl + fo)(z) = i{%fl(!ﬁ) + glﬂi_fgfz(if) = L1+ Ls.

2) lim k fi(x) =k Ly onde k = constante.

T—p

3) lim fi(x) - fo(2) = lim f1(2) - lim fo(x) = Ly - L.

fi(z) }E}Il,fl(z)

) ) = :{ig;ﬁ(ff) :L_2 , se Ly #0.

Propriedades da Continuidade

Corolario 21. Sejam f; : Dy, =+ R, @ = 1 e 2, funcoes. Suponha que
p € Dy, N Dy, e que f e g sejam continuas em p. Entao fi+ fo, k- f1, fi- fo
e, se fo(p) #0, fi/f2 sao continuas em p.

Teorema 71 (Limite da Composta). Sejam f : Dy - R eg: D, - R
fungoes tais que Im(g) C Dy e L € Dy. Se p é um ponto de acumulagdo de
Dy, limg(x)=L e f
T—p
€ continua em L , entao
1 £(9(0)) = 1 (B ale) ) = S(0)
De fato: Como f ¢ continua em L, dado € > 0 existe 5 > 0 tal que

yeDy, Jy—Ll<d = |fly) - fL)| <e

Como lim g(z) = L, dado 7 > 0 existe d, > 0 tal que

T—p
reD, 0<|z—p|l<d, = |g(z)—L| <.
Desta forma, como Im(g) C Dy, Doy = Dy e
# € Dy = Dyoy,0 < |2 — p| < 6, = lg(x) — L < &5 = |f(g(x)) — F(L)] <.
Logo lim f(g(2)) = £(L)g
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12.2 Funcoes continuas: Resuldados fundamentais

Recorde que:

Definicao 44 (Continuidade). Seja f : Dy — R uma funcao e p € Dy.

Diremos que f(x) é continua em p se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que
x€Dy e |r—p[<d = |f(x)-flp)<e

e Se p é um ponto de acumulagao de Dy, f é continua em p se, e somente
s€, hmx—>p f([l?) = f(p)

Diremos que f é continua se for continua para todo p € Dy.

Soma, produto, quociente e composi¢ao de fungoes continuas é uma

funcao continua.

e Funcoes racionais e fungoes trigonométricas sao continuas.

A prova do teorema a seguir segue da definicdo de continuidade e da

caracterizagao de limites por seqiiéncias.

Teorema 72. Seja D um subconjunto de R, f: D —-R epe D. A funcgao
f € continua em p se, e somente se, para toda seqiéncia {x,} em D com

T, =3 p existe o limite lim f(z,).
n—oo

Corolario 22. Seja D um subconjunto de R, f: D — R epe D. A funcao
f € continua em p se, e somente se, para toda seqiéncia {x,} em D com

n—oo

Ty == p temos flx,) — f(p).

12.2.1 O Teorema da Conservagao do Sinal

Teorema 73 (Teorema da Conservacao do Sinal). Seja f : Dy — R uma
fungdo continua e T € Dy tal que f(z) > 0 (f(z) <0). Entao, existe § > 0
tal que f(x) >0 (f(z) < 0) sempre que x € Dy ex € (T —6,T + 0).
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De fato: Como f é continua em z, dado € = f(&) > 0 existe 6 > 0, tal

que
r€Ds, xe(T—6,2+9)= flx)e (f(Z)—¢€ f(Z)+¢€) =(0,2f(2)).

Isto prova o resultado.

12.2.2 O Teorema do Anulamento

Teorema 74 (Teorema do Anulamento). Se
f:[a,b] = R € continua e f(a) <0< f(b)
(f(a) > 0> f(b)), entdo, existe T € (a,b) tal que f(Z) = 0.
De fato: Faremos apenas o caso f(a) < 0 < f(b). Seja
A={z€la,b]: f(s) >0, para todo s € [x,b]}.

Note que @ # A C [a,b] (pois f(b) > 0). Seja z = inf A. Do Teorema da
Conservacao do Sinal, z € (a,b) e z ¢ A. Portanto f(z) < 0.

Por outro lado, do Teorema da Comparagao, f(z) = lim+ f(z) >0
T—z

(pois z >z =2z € A= f(z) > 0). Logo, f(2) =0q

12.2.3 O Teorema do Valor Intermediario
Teorema 75 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R uma
funcao continua e tal que f(a) < f(b) (f(a) > f(b)). Se f(a) < k < f(b)
(f(a) > k> f(b)), entao existe T € (a,b) tal que f(T) = k.
De fato: Considere a fungao g(x) = f(z) — k. Entao
g : [a,b] — Ré continua, g(a) < 0e g(b) >0

e do Teorema do Anulamento, existe = € [a,b] tal que g(Z) = 0. Portanto

(@) = kg

110



12.2.4 O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes
Teorema 76 (de Weierstrass ou do Valor Extremo). Se f : [a,b] — R for

continua, existirao p,q € la,b| tais que

f(p) < f(x) < f(a), para todo x € [a, b].
De fato: Verifiquemos, inicialmente, que Im(f) é limitada.

Se este nao fosse o caso, dado n € N, existiria x,, € [a, b] tal que, zy € [a, D]
e |f(zn)| > max{n, |f(x,—1)|}, n € N* . Seja A ={z, :n € N}.

Segue que A C [a,b] tem um ponto de acumulacao r € [a, b].
Como f é continua em r, existe 6 > 0 tal que,
re(r—=46r+d)Nfa,bl=B = |f(x)— f(r)] <1

Segue que f(B) é limitado e contém infinitos pontos de f(A) e isto é uma

contradi¢ao. Segue que Im(f) é limitada.

Seja m = inf{f(x) : © € [a,b]}. Entao f(z) > m,V = € [a,b]. Se f nao é

constante, m é ponto de acumulacao de {y € Im(f) : y > m}.
Seja xg € [a,b] tal que 0 < f(zg) —m e xy € [a,b] tal que 0 < f(xr)—m <
min{+, f(zx_1) — m}, para k € N*.

O conjunto A = {x; : k¥ € N} é infinito e limitado, portanto A tem um

ponto de acumulagao p.
Como f é continua em p, para cada n € N*, existe 9,, > 0 tal que

€ a.bl, o —pl < 60 = 1) ~ F@) < -

Em particular, escolha z; € A com k > n e tal que |z — p| < 0y,

1 1 1 1 1 2
m——< flxzx) — =< f(p) < flxzp) + = <m+—+—-<m+ —.
n n n n k n
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Concluimos que f(p) = m.

A afirmativa restante segue de —inf Im(—f) = sup Im(f).
Como uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediario e do Teorema

de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Corolario 23. Seja f : [a,b] = R uma fun¢ao continua. Se
m =min{f(z) :z € [a,b]} e M = max{f(x):z € [a,b]},

entao

Im(f) = f([a,b]) = [m, M].
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12.3 Continuidade e Abertos

Definicao 45. Seja A C R e B C A diremos que B € aberto em A se para
cada b € B existe um ry, > 0 tal que AN (b—ry, b+ 1) C B.

Note que.
e Todo conjunto é aberto nele mesmo.

e Se ACRe B C A, Béaberto em A se, e somente se, existe um aberto
Op de R tal que B=0gnN A.

e Se A é aberto, B C A é aberto em A se, e somente se, B é aberto em
R.

Recorde que, se f : D — R é uma funcao, f~1(O) = {d € D : f(d) € O}.

Teorema 77. Seja D C Re f: D — R. A funcao f é continua se, e
somente se, para todo aberto O de R, f~1(O) ¢é aberto em D.

Prova: Se f : D — R ¢é continua, O é um aberto de R e d € f~1(0),
entao f(d) € O e dado € > 0 tal que (f(d) — ¢, f(d) +¢) C O, existe
d > 0 tal que f((d—6,d+ )N D) C (f(d) —e¢, f(d) + ¢€). Isto mostra que
(d—6,d+d6)ND C f~1(O) e que f~1(O) é aberto em D.

Por outro lado de f~(0) é aberto em D para dada O aberto em R, se
d € D, dado € > 0 seja O = (f(d) — ¢, f(d) +¢€). Como d € f~1((f(d) —
e, f(d) + €)) que é aberto em D existe § > 0 tal que (d —d,d + ) N D C
FH(f(d) = €, f(d) + €)), ou seja

v €D, |r—d <8=|f(z) - f(d)] < e

e f ¢é continua em d.
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12.4 Continuidade e conexos

Teorema 78. Se I C R € um intervalo e f: I — R é uma funcao continua

entao f(I) é um intervalo.

Prova: Basta notar que, dados dois pontos f(a) # f(b) em f(I) com
a < b, tomando a restricdo de f ao intervalo [a,b], do teorema do valor
intermedidrio, para todo k entre f(a) e f(b) existe um ¢ € (a,b) tal que

f(c) =k, ouseja f(I) é um intervalo.

12.5 Continuidade e Compactos

Teorema 79. Se K C R é um conjunto compacto f : K — R € uma fungao

continua entao f(K) € compacto.

Prova: Seja {O, : A € A} uma cobertura aberta de f(K). Como, para
cada A € A, f71(0O,) é aberto em K existe U, aberto em R tal que Uy N
K = f7Y0O,). Assim {Uy : A\ € A} é uma cobertura aberta de K. Como
K é compacto, existe A’ C A finito tal que Uyen Uy D K. Segue que
{Oy : XN € A’} é uma subcobertura finita da cobertura {O, : A € A} de
f(K). Isto mostra que f(K) é compacto.g

Outra Pova: Seja {y,} uma seqiiéncia em f(K). Entao existe seqiiéncia
{z,} em K tal que y, = f(x,). Como K é compacto, {x,} tem uma sub-
seqiiencia {Z4(m) } (¢ : N = N estritamente crescente) convergente com limite
_ n—00 n—00

Tz € K. Como Zym)y — T, Ystm) = [(@om)) — f(Z) e {yn} tem uma
subseqiiéncia convergente com limite em f(K'). Logo, f(K) é compacto.

Teorema 80 (Weierstrass). Se K C R é um conjunto compacto e f : K — R
¢ continua, existem x1,x2 € K tal que f(z1) < f(x) < f(x2) para todo
re K.
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De fato: Como f(K) é compacto, L =sup{y:y € f(K)} el =inf{y:y €
f(K)} pertencem a f(K). Logo, existem 1,z € K tais que f(x1) = ¢ <
f(x) < L = f(xq), para todo x € K

Teorema 81. Se f : K — R € continua e injetiva e C = f(K) entao
f~t:C — R € continua.

De fato: Se C 3 ¢, = f(kn) = ¢ = f(k) € C entdo {k,} é uma seqiiéncia
em K e portanto tem uma subseqiiéncia convergente com limite em K. Para
qualquer ¢ : N — N estritamente crescente e tal que {k4(,)} é convergente

com limite £k, temos que

n—)oow_/
=Cp(n)
Logo, o conjunto dos valores de aderéncia da seqiiéncia {k,} é o conjunto
unitério {k} e portanto f~'(c,) = k, — k = f~'(c). Isto mostra que

f~1:C — R é continua.

Teorema 82. Se I ¢ um intervalo e f : I — R é continua e injetiva entao

f € estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Prova: Sejam a,b,c € [ com a < b < ¢. O resultado segue mostrando que
ou f(a) < f(b) < f(c) ou f(a) > f(b) > f(c). Provaremos isto usando o
Teorema do Valor Intermedério.

o (f(a) <f(c):|Se f(b) < f(a) existe d € (b,c) tal que f(d) = f(a) e
se f(b) > f(c) existe d € (a,b) tal que f(d) = f(c). Em qualquer dos
casos isto contradiz a injetividade. Logo f(a) < f(b) < f(c).

e (f(a) > f(c):| Se f(b) > f(a) existe d € (b,c) tal que f(d) = f(a) e
se f(b) < f(c) existe d € (a,b) tal que f(d) = f(c). Em qualquer dos
casos isto contradiz a injetividade. Logo f(a) > f(b) > f(c)g

Teorema 83. Se f : D — R ¢ tal que, dado € > 0 existe funcao continua
g: D — R tal que |g(x) — f(x)| < € para todo x € D, entdo f é continua.
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Prova: Seja d € D, e > 0e g : D — R uma funcao continua tal que
|f(z) —g(z)| < 3, Vo € D. Como g é continua em d, existe § > 0 tal que
v € D, |z —d|l < ¢ implica [g(z) — g(d)| < §. Logo, v € D, |v —d| <
implica

[f(z) = f()] < [f(z) = g(x)| + [g(z) — g(d)| + |g(d) — f(d)| < eg

12.6 Continuidade Uniforme

Definigao 46 (Continuidade Uniforme). Se D C R e f: D — R € uma

fungado, dizemos que f € uniformemente continua se, dado € > 0 existe 6 > 0
tal que x,y € D, |x —y| < § implica |f(x) — f(y)| < e.

Note que:

e Nem toda funcao continua é uniformemente continua.

Exemplo: f: (0,00) — R, f(z) = 1 ndo é unformemente continua em

(0, 00) mas é uniformemente continua em [r,00) para qualquer r > 0.

e Seja f: D — R uma fungao tal que existem contantes C' > 0e 6 € (0, 1]
tais que |f(z) — f(y)| < Clz —yl?, Va,y € D. E fcil ver que f é
uniformemente continua. Dizemos que f é Holder continua se 6 € (0, 1)

e Lipschitz continua se 6 = 1.

Exemplo: f:[0,00) = R, f(z) = +/z é Holder continua com expoente

=1

Teorema 84. Se f : D — R € uniformemente continua entdo f leva

sequiéncias de Cauchy em seqiéncias de Cauchy.

De fato: Seja {z,} uma seqiiéncia de Cauchy em D (note que o limite desta
seqliéncia nao precisa estar em D). Da continuidade uniforme, dado ¢ > 0
existe 0 > 0 tal que,sex,y € De|r—y| < dentao |f(z)—f(y)| <e. SejaN €
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N tal que |z,, — x,,| < § para todo n,m > N. Segue que |f(x,) — f(xn)| <,
para todo n,m > N. Isto mostra que {f(z,)} é de Cauchy

Corolario 24. Se f : D — R ¢ uniformemente continua entao para cada

ponto de acumulagdo d' de D existe o limite liI% f(z).
z—d’

Teorema 85. Se L C R é compacto e f : K — R € continua entao [ : KK —

R € uniformemente continua.

Prova: Dadoe > 0ek € K, existe 6, > Otal que,sexz € Kex € (k—20,, k+
20,) entao |f(x) — f(x)] < 5. Se I, := (K — 0x, K + 0x), como Uxexl, D K
e K ¢é compacto existem n € N* e sy, -+, K, tais que Ul I,, D K. Seja

(5 - Hlin{(sf‘él7 e ?(5/‘in}'

Logo, se v,z € K e |k —z| < § entdo, k € I, paraalgum i € {1,--- ,n}e
|k—ki| < 0n, € |z—r;| < |v—K|+|k—k;| < 20;. Desta forma |f(k)—f (k)] < 5
e |f(x) = f(x;)| < §. Da desigualdade triangular temos |f(x) — f(z)| < e

Teorema 86. Toda func¢ao uniformemente continua f : D — R admite uma

unica extensao continua a D™. FEsta extensdo € uniformemente continua.

Prova: Se z € D defina f(z) = f(z) e se d’ é ponto de acumulaciao de D

que ndo pertence a D defina f(d') = lirrdl f(z). Mostremos
x—d’

que f é uniformemente continua.

Dado € > O existe § > Otal quez,y € D, [v—y| <d = |f(z)—f(y)] < 5.
Agora, se T,y € D™, |z — y| < 0, {x.}, {yn} sdo seqiiéncias em D,
T, =3 T ey, = j existe N € N tal que |z, — yn| < 8, ¥n > N. Logo,

|f(wn) — f(yn)| < §, ¥n = N e, passando o limite, If(z) — f(y)] < 5 <€

Qualquer outra extensao continua coincide com f em D e portanto nos

pontos de acumulagao de D que nao pertencem a D.g
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12.7 Descontinuidades

Definicao 47. Seja f : D — R uma fun¢ao. Um ponto de descontinuidade
ou uma descontinuidade da funcdo f € um ponto d € D no qual f ndo é
continua. E claro que descontinuidades sao pontos de acumulacao de D.
Uma descontinuidade d € de primeira espécie se o limite lirfll+ f(x) (sed
xr—r
¢ um ponto de acumulagdo a direita) existe e o limite lim f(z) (se d é um

z—d~
ponto de acumulagdo a esquerda) eziste.

Uma descontinuidade que nao é de primeira espécie é de sequnda espécie.

Escreveremos f(d¥) = lirgli f(z) quando o limite existir.
T—
Teorema 87. Seja f: D — R uma fungao mondotona.
1) f nao admite descontinuidades de sequnda espécie.

2) Se f(D) é denso em algum intervalo I, entao f é continua.

Prova: 1)Dado d € D, como f é monétona, lim, .4+ f(z) (se d é ponto de
acumulagao a direita) existe e lim, .4~ f(x) (se d é ponto de acumulagao a

esquerda) existe.

2) Se f é nao-decrescente e f(d") # f(d™) e para todo x € D, x > d,
f(z) = f(d")eparatodox € D, x < d, f(x) < f(d~)logo I D [f(d™), f(d")]
e ou (f(d7), f(d)) ou (f(d), f(d")) é um intervalo aberto e nao vazio que
nao contém pontos de D contradizendo a densidade de D em I. Segue que

f(d") = f(d™) e f é continua em d. O caso f nao-crescente é andlogo.q

Teorema 88. Seja f : D — R uma funcao cujas descontinuidades sao
todas de primeira espécie o conjunto dos pontos de descontinuidade de f
¢ enumerdvel. Em particular, se f € mondtona o conjunto dos pontos de

descontinuidade de f € enumerduvel.
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Prova: Seja o(x) = max{|f(z)— f(z7)|,|f(z)— f(z")|}, z € D. O conjunto
das descontinuidade de f é S = {x € D : o(x) > 0}. Se S, = {xr € D :
Mostremos que os pontos de .S,, sao todos isolados.
Seja s € S,. Se s ¢ um ponto de acumulagao a direita de D. Da defini¢ao

de f(s7), dado n € N* existe 6 > 0 tal que s < z < s+ 0, € D, implica

f(sT) =4 < f(x) < f(sT)++. Logo, paracada x € (s,s+6)ND, o(x) < 5.

Semelhantemnte, se s é um ponto de acumulacao a esquerda de D, existe
d > 0 tal que o(z) < %, para cada z € (s — J,s) N D. Segue que s é um

ponto isolado de S,,.

Disto segue que S,, é enumeravel e portanto S é enumerével.

12.8 Semicontinuidade Superior e Inferior

Recorde que, se D C R, ¢ é um ponto de acumulacao de De f: D — R é

uma func¢ao que é limitada em uma vizinhanca de ¢ € R, definimos

lim f(x) := lim sup{f(z):2 €D, 0<|z—c| <7} e

T—C r—0+
lim f(z):= lim inf{f(z):x € D, 0< |z —c| <r}.
T—cC r—0+

Definimos também, para qualquer ponto ¢ € D,

Lim f(x) := lim sup{f(z):z € D, |z —c|<r} e

T—c r—0t
Lim f(z) := lim inf{f(z):z € D, |zt —¢| <r}
T—C r—0+

Definicao 48. Seja f: D — R ec € D. Entao, f € semicontinua superior-

mente em c se

fle)=Limf(x)  (f(o) > lim f())

Tr—cC Tr—cC

e f € semicontinua inferiormente em c se

fle) = Lim f(x)  ( f(e) <lim f(x) ).

Tr—cC Tr—cC
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Se f € semicontinua superiormente (inferiormente) em todos os pontos de D

dizemos simplesmente que f € semicontinua superiormente (inferiormente).

Teorema 89. Seja f : D — R uma funcao semicontinua superiormente

(inferiormente). Se k € R entdo existe um aberto Oy de R tal que

OxND={xeD: f(x) <k} (OxND={xeD:f(zr)>k})

=f71((—o0,k)) =f"1((k,00))

Prova: Parac € D com f(c) < k, da definigdo da semicontinuidade superior,
existe r. > 0 tal que f(x) < k para todo x € D, |x — ¢| < r.. Seja I. =
(¢ =re,c+71.) e defina

Ok = Uee=1((~oo b e
E claro que, para todo z € Oy N D = f~'((—o0, k)). Demonstre a character-

izagao da semicontinuidade inferior como exercicio.p
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13 Derivadas

Definigao 49 (Derivada). Sejam f : Dy — R uma funcdo e p € Dy um

ponto de acumulacao de Dy. Se existir o limite lim %{)(p) = L € R,
T—p

diremos que L ¢ a derivada de f em p e escreveremos

F(p) = L= lim fl) = fw) _ o flet+h) — flp)

T—p xr—0p h—0 h

Se f admitir derivada f’(p) em p, diremos que f é derivavel ou difer-

enciavel em p.

Se f admitir derivada em todo ponto de A C Dy, diremos que f é de-

rivavel ou diferenciavel em A C Dy.

Se A = Dy, diremos simplesmente que f ¢ derivavel ou diferenciavel.

Se f : D — R possui derivada num ponto d € D que é também um ponto
de acumulagao de D, para h € R tal que d + h € D, excrevemos (resto da
aproximacao)

r(h) = f(d+h) = f(d) = f'(d)h.

Nesses pontos, definimos r : {h € R : d+ h € Ds} — R e escrevemos

F(d+h) = f(d) + f'(d)h+7(h) e, fazendo a(h) = "2 h 2 0, lim o () = 0.

E facil ver que f é diferencidvel em d se, e somente se, existe funcao o
com lim o(h) = 0 tal que f(d+ h) = f(d) + [f'(d) + o(Rh)]h.

h—0

Definigao 50 (Derivada & Direita e a Esquerda). Sejam f : Dy — R uma

funcao e p € Dy um ponto de acumulagdo a direita de Dy. Se existir o limite

lim+ %_g(m = Lt € R, diremos que Lt € a derivada a direita de f em
T—p

p € escreveremos

f'(p™) =L" = lim M: lim f(ijh)_f(p)‘

z—pT xr—p h—0t h

De maneira semelhante definimos a derivada a esquerda.
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13.1 A funcgao derivada

Ja definimos a derivada de f : Dy — R em pontos p € Dy que também sao

pontos de acumulacao de Dy. Sendo assim, se

Dy = {x € Dy : x é um ponto de acumulacao de Dy

e lim w existe.} C Dy
h—0

definimos a fungao f': Dy — R por

h—0 h ’

T € Df/.

A funcao f’ é dita fungao derivada ou simplesmente derivada de f.

Agora provamos que diferenciabilidade implica continuidade:

Teorema 90. Se f for diferencidvel em p € Dy, entao f serd continua em

p.

Prova: Recorde que p € Dy ¢ um ponto de acumulacao de Dy. Vamos

mostrar que lim f(z) = f(p) ou aue lim((x) = f(p) = 0.

Escrevemos.
) - s = L= )
Assim
f(z) = fp)

lim(f(z) — f(p)) = lim lim(z —p) = f'(p) 0= 0.

T—=p T—p xr—0p T—p

Portanto f ¢ continua em p.
Observacgao: Note que nao vale a reciproca. A funcao f(x) = |z| é continua

em z = 0 mas nao é diferenciavel em z = 0.

Exemplo 36 (Critério Negativo). Se f nao é continua em p entao f néao é

diferencidvel em p.
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2?2 x <1,

¢ diferencidvelem v =17
2 x>1

Exemplo 37. A funcao f(x) = {

Solucgao: Como

lim f(z)=1#2= lim f(x),

T—1— z—1t

f(x) nao é continua em = = 1, logo nao é diferencidvel em x = 1.

13.2 Derivadas de Ordens Superiores

Seja f uma funcao derivavel em Dy. A funcao f': Dy — R é dita derivada

de f ou derivada primeira de f.

Entao, podemos definir a derivada de f’, que serda chamada derivada

segunda de f. Neste caso,

h—0 h

Y

quando o limite existir. Escrevemos f” = £ = (/)" para denotar a derivada

segunda de f.

Para n € N*, a derivada n-ésima de f serd denotada por f, quando

esta existir.

13.3 Formulas e Regras de Derivacao

Teorema 91 (Férmulas de Derivagao). Se k € R e n € N*, sao vdlidas as

formulas de derivacio a sequir
(a) flx) = k= f)=0,
(b) fla)=2" = fi(x)=na"",
(0) J() = a'" = YT = [la) = ot
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(d) f(z) =senz = f'(z)=cosz,

(¢) f(x) =cosz = f'(z)=—senz,

(f) f(x) =" = [f(z)=e",

(9) f(z) =Inz = f'(z) =4, x>0.
Prova: A afirmativa (a) ¢ trivial,

Prova do item (b). Lembremos que

n n

Yy — :(y_l’)(y"_l+yn—2z+...+yzn—2+zn_1).

Entao,

f'(z) = lim Y =lim(y" ' +y" o+ ya" P42 = na
Prova do item (c). Fazendo v = {/y e v = {/x temos, da continuidade de

1 .
T xn, Yy —xr=u—v. Assim

f’(a:):limi\n/i_{l/g: i vru ! 1 wL,

y— y—x u—v Yyt — " nyn—1 o n=1 n

Prova do item (d).

. 2sen(y_x> cos(m>
f'(z) = lim e A ’

2
y—x y—x Yy—x y—x

Prova do item (e). Anédloga ao item (d).

Prova do item (f).

z+h z h
rrN e € —et  L.oer=1
Fo=m— =om
: soelh—1
pms,}lgr(l) — =1
Prova do item (g).
In(x+h)—Inz . 1. rx+h
/ _ —
f(x)_h—m h _flLl—>0hln< x )



h .
Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim
x

h\ % 1 11 1
hmln(1+ ) :lim—ln(1+u)":—lne:—
h—0 u—0 X T

)

1
u

= lim (1+%)T =

r—00

pois, tlLiE%(l + u)

13.4 Propriedades da Derivada

Teorema 92 (Propriedades da Derivada). Sejam f e g fungdes diferencidveis

em p e k uma constante. Entao
(a) kf seréd diferenciavel em p e
(kf)'(p) = kf'(p), (Multiplicagdo por constante)
(b) f+ g serd derivavel em p e
(f +9)(p) = f'(p) + ¢'(p), (Derivada da Soma)
(c) fg serd derivavel em p e

(f9)'(p) = f'(p)g(p) + f(p)g'(p), (Derivada do Produto)

(d) <£) serd derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos

/ /
(g) (p) ="~ (p’g(f;’(p;]”ép’ @) (Derivada do Quociente).

Como hmi f'(p) e hmg(x) f(p) = ¢'(p), temos
(a) hm (:2 kf(p) _ hmk‘f(x f(P _ k‘hmf(x f(P = kf'(p).
T—p T—p T—p

(b) lim UH9@-Ut+9)®) _ 1jyy, U@)-f@)+s@)-9(p))
T—p

x—p T—p T—=p

= hmi(f(x) I®) | iy @)=9@) - Z(”)) = f'(p) +¢'(p).

T—p r— T—p
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(c) Note que g é continua em p. Logo limg(z) = g(p) e
T—p

lim L@@~ @e®) _ 111, (f(r):i(p) g(z) + f(p)gu;:f)(p))

T—p z—p T—p z
limwlimg( )+ f(p )hmg(x —9()
z—=p TP zp P
f'(0)g(p) + f(p)g'(p)
, , 1
(d) Como g é continua em p e g(p) # 0, hmg(x) 7y ©
flz) _ fp)
i 2@ 90 e (f(:v)g(p)—f(p)g(x) 1 )
sop T — P Z—p zT—p g(z)g(p)
— lim ((f(w)—f(p))g(p)—f(p)(g(r)—g(p)) 1 )
T—p x—p g(z)g(p)
7 f(x)—f(p) _ 9(z)—9(p) 1
= ‘,PE)I;) (( T—p g(p) f(p) T—p ) g(;p)g(p))
— [ lim {®)=f®) _ 9(@)=g() | | 1
- (glclfg, z—p 9(p) = f(p )glﬂlgll, z—p ) glclig,g(x)g(p)
1
= (f'(p)g(p) — f(p)d (1)) :
9(p)?

13.5 A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma maneira de calcular a derivada da fungao

composta h = f o g em termos das derivadas de f e de g.

Teorema 93 (Regra da Cadeia). Sejam f: Dy - R eg: D, = R difer-
encidveis com Im(g) C Dy. Se g € diferencidvel em p, g(p) € ponto de acu-
mulagdo de Dy, f € diferencidvel em g(p) e h = fog, entdo h € diferencidvel
emp e

W(p) = f'(9(p)d (p). (2)

De fato: Faca ¢ = g(p). Sejam o, e o; definidas em vizinhangas de 0

com limy,_,o0,(h) =0 e limy_,oof(k) = 0 tais que
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g(p+h) =gp) +[g'(p) +o4(h)]h e
flg+k) = flq) +[f(q) +as(k)k.

Fazendo k = g(p+ h) — g(p) = [¢'(p) + o4(h)]h temos g(p+h) =g+ k e

flglp+h)) = fla+k) = f(q) +[f'(q) + os(k)]k
= f(@) + [f'(a) + o1 ()]l (p) + a4(R)]
= f(g(p)) + f'(9()g' (p)h
+[or(g(p+h) = g()[g'(p) + og(R)] + f(@)ay(h)]h

Agora, se 0foq(h) = [04(9(p+h) —g(p))|g'(p) +04(R)] + f(¢)oy(h)] temos
que illli% Trog(h) = 0.7

13.6 Derivada da Funcao Inversa

Seja f : Dy — R uma fungio que tem inversa, D1 = Im(f) e f~1: Dy-1 —
R. Entao, para todo x € Dy-1,

f(f (@) ==
Vimos que se f é continua (em um compacto), f~' é continua.
Se, além disso, f e f~! forem derivaveis, pela Regra da Cadeia,
FUH @) (@) = 1.

Logo, f'(f~(z)) #0 e
-
f'fH =)

Para estudar a diferenciabilidade de f~! usamos o resultado a seguir.

(f)(2) =
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Proposicao 17 (Derivada de fungdes inversas). Seja f injetiva, p um ponto
de acumulagdo de Im(f). Se f for diferencidvel em q = f~1(p) e f~1 é
continua em p, entio f~1 € diferencidvel em p se, e somente se, f'(f71(p)) #

0. Neste caso

De fato: Se f'(f~!(p)) # 0, como f~! é continua em p, }Lilr(l]f_l(p+ h) =
f_l(p)- Usando f(f_l(x)) =z, 7 € Dy, temos

(f_l)'(p) _ hmf_l(p_'_ h) - f_l(p) _

h—0 h A Y S

= lim 7 o) —IU 1) ~ ()

F=Y(p+h)—f~1(p)

Por outro lado, se f~! é diferencidvel em p, da regra da cadeia aplicada

a fof~ temos f'(f7H(p)) - (f71)(p) =1e f'(f7(p)) # 0
Exemplo 38. Se g(z) = xn, entio ¢'(z) = %xvll_l, 2<neN.

Recorde que, x > 0 sen for par e x # 0 se n for impar.

Solucao: Note que g(x) n = f~!(z) onde f(u) Entao
! 1 1 1,
g'(x)=(f)(x) = _ S S

Exemplo 39.

Mostre que a fungdo f: [—%,5] — [~1,1] definida por

f(x) =senx, x € [-F, 7], € bijetora.

De fato: Jd sabemos f é continua e que Im(f) C [—1, 1].

Como f(—
Im(f) > [-1,

Para verificar que f ¢ injetora observamos que se x,y € [—3, 5], > y,
sz +
entao F¥ € (0,3) e Z¥ € (=5, %). Logo

%) = —1le f(3) = 1, do teorema do valor intermedidrio que

2
1] e que f é sobrejetora.

senr — seny = 2sen ( ) cos (%) > 0.
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Exemplo 40. A inversa da func¢ao f(x) = sen z , para x € [—g, g], ¢ a

fungdo g(x)=arcsen z, para x € [—1,1]. Qual € a derivada de g(x)?

Solugao: Aplicando a Proposicao [I7l
1

arcsen’s = ————————.
cos(arcsen )

Agora, 1 = cos?(arcsenz) + sen?(arcsenz) = cos?(arcsen ) + z2, logo
cos(arcsenz) = v/1 — z? pois cosy > 0 para —§ <y < 5.

Portanto,
1

Vi

De maneira analoga podemos definir as fungoes trigonométricas inversas

arcsen’r =

do cos x, tgx, sec x e cotg x, denominadas arccos x, arctg x, arcsec x e arccotg

x.

Exemplo 41. Seja f : R — R dada por f(x) = 2. Jd sabemos que f ¢

continua. Como
fl@) = fly) = (x —y)(@° + a2y +4?)

= (e =)+ 27+ 1)
= (e = )% +9) + 3

Seque que x # y implica f(x) # f(y) e f € injetora.

Note ainda que lim, 1, f(z) = £oo e, do teorema do valor intermediério,
f é uma bijecao de R em R. Segue ainda que f~!: R — R é continua pois
ela é continua em qualquer intervalo compacto. A inversa de f é denotada
por f7L(z) = 23 = ¥z. Do teorema sobre a derivada da inversa e do fato
que f'(x) = 322 deduzimos que f~!: R — R ¢é diferencidvel se, e somente se,

x € R\{0} e, para estes valores de z,
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Seja f : D — R. Dizemos que f tem um méximo (minimo) local no
ponto d € D se existe § > 0 tal que f(x) < f(d) (f(z) > f(d)) para todo
x € D, |x —d| <. Quando a desigualdade é estrita dizemos que f tem um
maximo (minimo) local estrito. Os maximos e minimos locais serdo chamados
de valores extremos e os pontos onde a funcao assume valores maximos ou
minimos serao chamados de pontos de maximo ou de minimo.

Segue diretamente da definicdo de derivada (derivada a direita) que:

e Se f: D — R é nao-decrescente (nao-crescente) e é diferencidvel em
um ponto d € D entao, f'(d) > 0 (f'(d) <0). Vale o mesmo resultado

para funcoes diferenciaveis a direita.

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto d € D e
f/(d*) >0 (f'(d~) > 0) entao existe § > 0 tal que x € D, x € (d,d+9)
(z € (d = 6,d)) implica f(z) > f(d) (f(z) < f(d)).

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto d € D e
f/(dT) <0 (f'(d7) <0) entao existe § > 0 tal que x € D, z € (d,d+9)
(z € (d —6,d)) implica f(z) < f(d) (f(z) > f(d)).

e Se f: D — R éderivavel em um ponto d € D, d é ponto de acumulacao
a direita e a esquerda e f'(d) > 0, existe 6 > 0 tal que x € D, d — § <
r<d<y<d+d= f(z) < f(d) < f(y).

e Se f: D — R é derivavel em um ponto d € D, d é um ponto de
acumulagao a direita e a esquerda e f tem um valor extremo local em
d entao e f'(d) = 0.
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13.7 Funcoes derivaveis em intervalos

Seja I um intervalo e f : I — R uma funcgao diferencidvel. Se f': I — R for
continua diremos que f é continuamente diferenciavel em I ou simplesmente

f é de classe C! em 1.

Existe funcao diferenciavel em um intervalo I que nao é continuamente

diferencigvel

Exemplo 42. Seja f: R — R dada por

1
r2sen (—) , x#0
flz) = x
f(0)=0.
Entao f € differenciavel e f' nao é continua em x = 0.
A derivada tem a propriedade do valor intermediario
Teorema 94 (Darboux). Se f : [a,b] = R € diferencidvel com f'(a) # f'(b)

entao, para todo C entre f'(a) e f'(b), existe c € (a,b) tal que f'(c) = C.

Prova: Suponha que f'(a) < 0 < f’(b). Segue que, para z préximo a a em
[a,b], f(x) < f(a) e para x préximo a b em [a,b], f(x) < f(b). Logo, o ponto
de minimo (que existe pelo Teorema de Weierstrass) ¢ de f ocorre em (a, b)

e portanto f’(¢) = 0. Para o caso geral consideramos
e Se f'(a) <C < f(b), g(x) = f(x) = C-x.
e Se f'(a) > C > f'(b), g(x) =C -z — f(z).
A derivada nao tem descontinuidades de primeira espécie

Teorema 95. Se I é um intervalo e f : I — R € diferencidvel entao f' nao

tem descontinuidades de primeira espécie.
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Prova: Se a é um ponto de acumulacao & direita de [ e LT = lim+ f'()
T—ra

existe, mostremos que LT = f'(a).

De modo andlogo (exercicio), se a é um ponto de acumulacdo a esquerda
de I e L™ = lim f'(z) existe, mostre que f'(a) = L~.

Se LTt >m]7’>[(la) e C € (f'(a), L") existe § > 0 tal que f'(z) > C para
todo x € (a,a + ¢). Escolhendo b € (a,a + 0) temos que f'(b) > C > f'(a)
0 que esta em contradicao com o Teorema de Darboux pois este implica a

existéncia de ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = C. Logo, f'(a) > L™.

Se f'(a) > LT e C € (LT, f'(a)) existe 6 > 0 tal que f'(x) < C para
todo = € (a,a + d). Escolhendo b € (a,a + §) temos que f'(b) < C < f'(a)
0 que esta em contradicao com o Teorema de Darboux pois este implica a
existéncia de ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = C. Logo, f'(a) < LT. Segue que
L* = f'(a)q

Teorema 96. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel o direita com
derivada a direita DT f : [a,b) — R. Se DT f(x) < 0 (D" f(x) > 0) para
todo x € |a,b) e f(a) =0 entdo f(x) <0 (f(x) >0) em [a,b).

Prova: Suponha primeiramente que D f(x) < 0 para todo x € [a,b). Se
o resultado é falso, existe ao menos um x € (a,b) tal que f(x) > 0. Seja
xo = inf{z € (a,b) : f(z) > 0}.

Da continuidade de f, f(z¢) = 0 e da definigao de z existe uma seqiiéncia

T, € (z0,b) tal que z, =3 x0. Assim

D7 f(xg) = lim J(@n) = Jl2o)

=0

o que é uma contradi¢ao. Logo, f(x) < 0 para todo x € [a, b).

Agora consideramos o caso geral DT f(x) < 0 para todo = € [a,b). Neste
caso consideramos a fungao auxiliar f.(x) = f(x) — e(z — a) e temos que
fe(z) <0 para todo = € [a, b) e para todo € > 0.
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Sendo assim f(z) < e¢(xz — a), para todo « € [a,b) e € > 0. Disto segue
que para todo = € [a,b), f(x) <O0.

O caso restande serd deixado como exercicio.p

A hipétese de continuidade nao pode ser retirada como estabelece o ex-

ercicio abaixo.

Exercicio 11. Encontre uma funcdo f : R — R que € diferencidvel a direita,

tal que DT f(x) < 0 para todo x # 0, DT f(0) =0, f € positiva para x > 0 e
. T—100

negativa para x < 0 (f(z) "— Zo0).

Corolario 25. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com
derwada o direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(z) < 0 para todo x € [a,b)

entdo [ é nao-crescente em |a,b).

Prova: Se a <c <d<bsejag: [c,b) — R definida por g(z) = f(z) — f(c)
e Dtg(z) <0 para todo x € [¢,b). Segue do teorema que g(z) < 0 para todo
x € [¢,b). Em particular g(d) = f(d) — f(c) <0

Corolario 26. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(z) > 0 para todo x € [a,b)

entdao [ é nao-decrescente em [a,b).

Prova: Exercicio.

Exercicio 12. Enuncie e prove resultados semelhantes aos anteriores para

a derivada a esquerda.

Seja [ um intervalo e f : I — R uma fungao diferenciavel. Se f’ :
I — R for continua diremos que f é continuamente diferenciavel em I ou

simplesmente f é de classe C! em I.

Existe funcao diferenciavel em um intervalo I que nao é continuamente
diferenciavel

A derivada tem a propriedade do valor intermediario
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Teorema 97 (Darboux). Se f : [a,b] — R € diferencidavel com f'(a) # f'(b)
entao, para todo C entre f'(a) e f'(b), existe c € (a,b) tal que f'(c) = C.

A derivada nao tem descontinuidades de primeira espécie

Teorema 98 (Somente descontinuidades de segunda espécie). Se I é um
intervalo e f : I — R € diferencidvel entao ' nao tem descontinuidades de

primeira espécie.

Teorema 99. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(x) < 0 (D" f(x) > 0) para
todo x € |a,b) e f(a) =0 entdo f(x) <0 (f(x) >0) em [a,b).

Exercicio 13. Encontre uma funcao f : R — R que € diferencidvel a direita,
tal que DT f(x) < 0 para todo x # 0, DT f(0) =0, f € positiva para x > 0 e

r—*+00

negativa para x < 0 (f(z) "— Zo0).

Corolario 27. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com
derwada a direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(z) < 0 para todo x € [a,b)
entdo f é ndao-crescente em [a,Db).

Corolario 28. Se f : [a,b) — R ¢ continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(z) > 0 para todo x € [a,b)
entdo f é ndao-decrescente em [a,b).

Prova: Exercicio.

Exercicio 14. Enuncie e prove resultados semelhantes aos anteriores para

a deriwada a esquerda.

Coroléario 29 (Completaremos a Prova Mais Tarde). Se f : [a,b) — R é
continua e diferencidqvel a direita com derivada o direita DT f : [a,b) — R

continua entdao f € de classe C*.
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Prova: Seja g = D" f e defina

A fungao h é continuamente diferencidvel em [a,b). Se ¢(t) = h(t) —f(t)
entdo ¢(a) = 0 e DY¢(t) = 0 em [a,b). Do teorema anterior ¢(t) < 0 em
[a,b) .

Como —¢(t) também satisfaz as condigoes do teorema anterior, ¢(t) > 0.

Logo ¢ =0 em [a,b) ou seja f = h em [a,b).q
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14 O Teorema do Valor Médio e suas Con-
sequéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas teoremas fundamentais das
funcgoes diferenciaveis em intervalos. A sua demonstracao decorre do seguinte
resultado:

Teorema 100 (Teorema do Valor Médio de Cauchy). Se f,g : [a,b] — R
sao fungoes continuas que sao differencidveis em (a,b), existe ¢ € (a,b) para

0 qual

Prova: Se

Para provar o teorema temos que mostrar que h'(c) = 0 para algum ¢ € (a, b).
Se h é constante isto vale para todo ¢ € (a,b). Se h(z) > h(a) para algum
x € (a,b), seja ¢ um ponto [a,b] no qual h atinge o seu maximo. Como
h(a) = h(b), ¢ € (a,b) e k'(c) = 0. Se h(x) < h(a) para algum z € (a,b),
escolhemos ¢ em [a, b] para o qual h atinge o seu minimo. Exatamente como
antes ¢ € (a,b) e f'(c) = 0.g

O resultado a seguir é um corolario imediato da prova do teorema anterior.

Corolario 30 (de Rolle). Se f : [a,b] = R € continua em [a,b] e diferencidvel
em (a,b) e f(a) = f(b), entao existird c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Corolario 31 (do Valor Médio). Se f : [a,b] — R é continua em [a,b] e

diferencidavel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que
f(0) = fla) = f(c)(b - a),
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ou seja

Prova: Basta tomar g(x) = x no Teorema anterior.

Os fatos a seguir sao conseqiiéncias do Teorema do Valor Médio.

Corolario 32. Se f: (a,b) — R ¢é diferencidvel
e (a) Se f'(x) >0, Vx € (a,b), entdo f nao-decrescente em (a,b).
e (b) Se f'(x) >0,V € (a,b), entdo f crescente em (a,b).
e (c) Se f'(x) =0, Vz € (a,b), entdo f € constante em (a,b).
e (d) Se f'(x) <0, Vz € (a,b), entdo f nao-crescente em (a,b).
e (e) Se f'(x) <0,V € (a,b), entdo f decrescente em (a,b).

Prova: Para todos os casos note que, para quaisquer z;,xs € (a,b), do

Teorema do Valor Médio, existe T entre x1 e x5 tal que

fx2) = f(x1) = f(Z) (x2 — 1) g

Observagao 4 (Teorema da Funcao Inversa). Se I C R € um intervalo
aberto, zog € I, f: 1 — R é C* e f'(xg) # 0 entdo, existe § > 0 tal que
f:(xg— 08,20+ 0) = R € injetora f((xg — d, 20+ 0)) = J € um intervalo

aberto, e f=1:J — I é continuamente diferencidvel com

14.1 Regra de L’Hospital

Regra de L’Hospital
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Teorema 101. Sejam f e g sdo diferencidveis em (a,b), e ¢'(z) # 0 para
todo = € (a,b), onde —0o < a <b< 400 e

I
=
S~—
8
S

— A. (3)

Se

ou se

entao

O resultado permanece vdlido se x — b, ou se g(x) — —oo.

Prova: Primeiramente consideramos o caso —oo < A < +00. Seqg>1r > A,
de (B) existe ¢ € (a,b) tal que, se a < x < ¢ entao

f'(z)
9'(z)
Se a < x <y < ¢, do Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe ¢t € (z,y)

<r

tal que
fl@) = fly) _ f'@)
= <. 6
@ =90 ~ 7 R
Se () vale, vazendo = — a na desigualdade acima
f(y)
—L<r<q (a<y<ec 7
() (a<y<o) (7)
Se (B) vale, mantendo y fixed in (@), podemos escolher ¢; € (a,y) tal

que g(z) > g(y) e g(x) > 0 se a < & < ¢;. Multiplicando (@l por [g(z) —
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9(y)]/g(z), obtemos

f(x) 9) | fy)
—<r—-—r—+ —-—= a<zxr<c).
@ <" gl gl 1)
Fazendo = — a nesta desigualdade, (B]) mostra que existe ¢ € (a,¢;) tal que
f(z)
—r<q (a<zx<c 8

Assim, (7) ou (8) mostram que, para qualquer ¢ > A existe ¢, tal que

% < gsea<x<cy Domesmo modo, —oo < A< 4+ooep < A, podemos

encontrar cs tal que

p<—= (a<z<c3).

Disto segue o resultado.p

14.2 Teorema de Taylor
Teorema de Taylor

Teorema 102. Sen € N*, f : [a,b] = R € uma fun¢do n — 1 vezes difer-
encidvel em [a,b] e nvezes diferencidvel em (a,b) com f Y : [a,b] — R
continua. Sejam a, B € [a,b], a # 5 e

3

*) (o
P(t)zzf kf )(t—a)k

1
0

Entao existe £ entre a e [ tal que

()

n!

f(B) = P(B) +

(6 — )"

Para n = 1, teste é o teorema do valor médio. Em geral o teorema mostra
como aproximar f por polinomios e fornece uma maneira de estimar o erro
se conhecermos limitacoes para ‘ f (5)‘

Prova: Seja M o ntmero definido por

f(B) = P(B)+ M5 —a)".
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Fazendo
g(t) = () — P() = M(t —a)" (a<t<b).

Precisamos mostrar que n!M = f((¢) para algum & entre o e 3. Segue

facilmente que
g (t) = fM(#) —nlM  (a<t<b).

Para completar a prova basta mostrar que ¢(™ (&) = 0 para algum ¢ entre
ae . Como P®(a) = f*(a), k=0,...,n— 1, temos

9(0) = g/(@) = - = gV (a) = 0.

Nossa escolha de M implica que g(f#) = 0 e, do Teorema do Valor Médio,
¢ (x1) = 0 para algum z; entre a e 5. Como ¢'(a) = 0, de modo semelhante,
9" (z3) = 0 para algum xs entre a e x1. Depois de n chegamos a conclusao

que ¢ (z,,) = 0 para algum z,, entre o ex,_1, isto é, entre o e B0
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15 Funcoes Convexas e Funcoes analiticas

15.1 Funcoes Convexas

Seja I um intervalo, uma funcao f : I — R é convexa quando, dadosa < x < b
em [, o ponto (x, f(x)) fica abaixo da reta que liga os pontos (a, f(a)) e
(b, f(b)). A equagao reta é

y = 7]”(5[)) : i‘(a) (x—a)+ f(a) ouy = 7f(b[)) : i‘(a) (x —b) + f(b).

Logo f: 1 — R é convexa se, dados a < x < b em [,

foy < LU= 0yt gy on iy < LU= 0 gy .

Ou seja, f: 1 — R é convexa se uma das desigualdades

f@) = fla) _ JO) = Ja) _ fB) — ()

N X
T —a b—a b—x

sempre que a < z < b em [. Dizemos que f é estritamente convexa se a

desigualdade nesta definicao é estrita.

Teorema 103 (Caracterizacao de fungoes convexas). Seja I C R um inter-
valo e f 1 I — R duas vezes diferencidvel. Entdo f € convexa se, e somente
se, f"(z) 20, Vx e I.

Prova: Se f”(x) > 0, Vo € I. Entao, dados a,a + h € I, existe ¢ entre a e
a+ h tal que f(a—l-h):f(a)+f’(a)-h+@-h2.

: fla+h)—f(a
Como f"(c) = 0, f(a+h) > f(a)+ f'(a)-h. Disto segue que L=
f’(a)seh<0ew>f’(a) se h > 0.

Isto é, se a < x < b em I, entao f(x:z,:g(a) < f(bl)):uf:(x) ou seja

(f(z) = f(@)(b—=2) < (f(b) — f(2))(z — a).
Sendo assim,

(f(z) = fla))(b—a—(r —a)) < (f(b) = fla) = (f(z) = [(a)))(z —a) e
(f(z) = fa))(b—a) < (f(b) — f(a))(z - a)
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Observacao 5.

Isto prova que f é convexa.

Reciprocamente, se f convexa, dados a < x < b em I, temos

f@) = fla) _ J0) = fa) _ () = [0)

r—a = b—a = r—>b
Fazendo x > aex — b
fla) < =IO < gy

e f’ é ndo-decrescente em I. Logo f"(x) > 0, Vo € I.

mente se, f € convexa.

1) Seja f diferencidvel. Entao f' é crescente se, e so-

2) Pode ser mostrado de forma andloga que, se f"(x) >0, Vo € I, entao

f € estritamente convexa em I. A reciproca € falsa (f(x) =z

tamente convera em R mas f”(0) = 0).

15.2 Funcoes Analiticas e Séries de Taylor

Seja f : I — R de classe C*°. Se a,x € I°, entao podemos escrever, para

todo k£ € N:

f(@) = fla) + f'(a)(x — a) +

+ (2 —a)),

2! (n—1)!

_ (A bn)atOnz)) |

n!

onde 7,((z — a)) (x —a)", com0 < 6, < 1.

A série

0 £(n) (g
Z.f '()(x_a)n

n.

"(q (n—l)a
f(>(x—a)2—|—...+7f ()(:)s—a)"_l

chama-se a série de Taylor da funcao f em torno do ponto a.

Esta série pode convergir ou nao e mesmo que convirja sua soma pode

ser diferente de f(z).
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Exemplo 43. Seja f : R — R definida por f(0) =0 e f(x) =e 22 sex # 0.
Mostre que f € C>, f(™(0) = 0 para todo n € N e portanto a série de Taylor

de f em x =0 € convergente para f(0) mas nao coincide com f para nenhum

x #0.

Definicao 51. Se I C R é um intervalo aberto e f : I — R € uma funcao,

dizemos que f € analitica em I se, para cada a € | existe € > 0 tal que a série

f"(a)

de Taylor (x—a)"™ € convergente com soma f(x), Vx € (a—€, a+e).
|
n!
n=0

— a)" converge para f(x) se,

E claro que, a série de Taylor 3 % (z

e somente se, lim r,((z —a)) = 0.
n—a

Exemplo 44.

[e.e]
Veremos mais tarde que, se a série de poténcias E a,(xr — a)" tem raio
5 5 n=1
de convergéncia R > 0 entao a funcao definida por

f@)=> an(x—a)", z€(a—Ra+R)

é analitica.
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16 Funcgoes de Variacao Limitada (BV)

16.1 Funcoes de Variagao Limitada (BV)
Ser € R, rt =max{r,0} e r~ =max{—r,0} (r=r"—r= [ |r|=rt+1r").
Uma colegao {ag, - ,ar} de pontos em [a, b] é chamada uma partigao

do intervalo [a,b] se a = ag < a3 < az < --- < ax =b. Seja f :[a,b] > Re

{ao,- - ,ar} uma partigdo de [a,b]. Escrevemos

k

p= Z[f(az‘) — flai)]", n= Z[f(@i) — flai-1)]™, e

t=> [f(a) = flaix)|=p+n e f(b) = fla)=p—n
i=1
Sejam
P’ =sup{p:k€Nea=ay<a < - <a,=>b partigio de [a,b]}
Nl =sup{n:ke€Nea=ay<a <- - <a,=>b partigio de [a,b]}
T;:sup{t:kENea:a0<a1<---<ak:bpartigéode [a, b]}

Dizemos que P?, N° e T? sdo as variagoes positiva, negativa e total de f.

E claro que

max{P), N} KT < P)+N. e f(b)— f(a)=PF— N

A funcdo f : [a,b] — R é de variacdo limitada se T’ < oco. Notacio
f € BV([a,b]).
16.2 Funcoes Monodtonas e Lipschitzianas sao BV
Teorema 104. 1) Se f:[a,b] — R € Lipschitz continua entao f : [a,b] —

R € de variacao limitada.
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2) Se f : [a,b] - R é mondtona entio f : [a,b] — R € de variagdio

limitada.

3) Se f :|a,b] = R éde variacao limitada existem fungdes nao-decrescentes
g,h:[a,b] = R tais que f(z) = g(x) — h(zx).

Prova: 1) Se f é Lipschitz, max{P° N’} < TP < L(b—a) < co onde L > 0

¢é a constante de Lipschitz.
2) Se f é mondtona entdo TP = |f(b) — f(a)| < cc.

3) Se TP < oo, defina g, h : [a,b] — R por g(z) = f(a) + P* e h(z) = N?,
para cada = € [a,b]. E claro que ¢, h sdo nao-decrescentes e que flz) =
9(x) = h(z) g

;

16.3 Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lema 8. Se f : [a,b] = R é mondtona, entio f € diferencidvel exceto

possivelmente em um conjunto E C [a,b] com m*(E) = 0.
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Prova: Faremos apenas o caso f nao-descrescente. Considere

> 4 o) = lim LEEN = S@)

h h—0+ h
) - T LD SE ) S@) = fa—h)
h—0+ h—0+ h

h
Provemos que d* f(z) > d-f d+

> d f(x) e d f(x) > d* f(x) exceto em um con-
junto de medida exterior nula.

Vamos apenas considerar o conjunto F dos pontos x € [a, b] para os quais
d”f(z) < dTf(z). O conjunto E é a unido dos conjuntos

E={velot]:d f@) <Tf@)} = Fus

onde E,, = {x €la,b] 1 d_f(r) <v<u< d_+f(:c)}

Logo, ¢ suficiente mostrar que m*(E,,) = 0. Seja s = m*(E,,) e, dado

e >0, E,, estd contido em um aberto O com m*(0) < s + e.

Para cada x € E,,, podemos escolher h > 0 arbitrariamente pequeno de
modo que o intervalo [x — h, z] esta contido em O e

f(x) = fle —h) <vh

Do Lema de Vitali, escolhemos uma colegao {I,

(9)

..., Iy} disjunta desses
intervalos cujos interiores cobrem A C E,, com m*(A) > s —e. Somando

@) para todos estes intervalos

Z[f(xn)_f(xn—hn)] <wv Zhn <vm*(0) < v(s+e).

N
vm*(|J 1)
n=1
Agora, cada y € A e k arbitrariamente pequeno [y,y + k] C I, e
fly+k) = fly) > uk.
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Usando o Lema de Vitali temos uma colegao disjunta {Ji, - -+ , Jys} desses
intervalos que cobrem B C A com m*(B) > m*(A) — e > s — 2¢. Somando

(I0) para todos esses intervalos temos

M M
Zf(yi+7€i)—f(yi)>u Zkl > u (s — 2e).

|
M

um® (U J;)
i=1
Cada intervalo J; esté contido em algum intervalo I, e, como f é crescente,
se somamos para todos os ¢ para os quais J; C I,,, temos

S Flyit k) = F ) < f () = f (@ — D)

1<i<M
J;Cln

Logo

M

uls =26) <> f Wi+ ki) = F () <D F(@n) = f(@n —hn) <v(s+¢)

i=1 n=1
e, para todo € > 0,
u(s — 2¢) < v(s+e).

Segue que, us < vs. Como u > v, concluimos que s = 0. Isto mostra que
m*(Ey,,) = 0 e consequentemente m*(E) = 0.

o @ h) — f()

h—0 h

existe exceto possivelmente em um conjunto £ com m*(E) = 0.

16.4 Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Corolario 33. Seja I C R um intervalo aberto e f : I — R Lipschitz

continua em I. Entao f ¢ diferencidvel exceto possivelmente em um conjunto
E com m*E = 0.
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Corolario 34. Seja I C R wum intervalo aberto e f : I — R Lipschitz

continua em I. Entdao f € diferencidvel em um subconjunto denso de I.

Teorema 105. Seja I um intervalo aberto da reta e g : I — R Lipschitz
continua em I. FEntdo g € continuamente diferencidvel se, e somente se,

para cada xog € 1,

|s|+|A|—0
h h

‘9($0+5+h)—9($0+3) g (zo+h) + g (z) 0 (11)

Prova: Se f é C'(I), existem 6,60 € (0,1) tais que

h h
- |gl($0 + s+ eh) — g/(xo + elh)| ‘SHﬂ)—)O 0

‘9($0+3+h)—9($0+5) Q(CCO‘i‘h)"‘g(fCo)‘

Agora mostraremos que se a g : I — R é diferencidvel, (IIl) implica que

g : I — R é continuamente diferenciavel.

De (1)), dado € > 0 existe § > 0 tal que, se |z — zo| < d e |h] <9,

€

‘g(x +h)—g(x) g(wo+h)+g(xo)
h h

Segue que, para |z — xo| < 0,

{g(m—l—h})z—g(x) _9(1’0+h)_9($0)}‘§%<6

lim
h—0

19'(z) — ¢ (20)| =
e ¢’ é continua em .

Para concluir a prova, basta mostrar que g : I — R ¢é diferencidvel.
Como g Lipschitz continua, ela é diferencidvel em um conjunto denso de

pontos. Para cada xo € I,e > 0, existe § > 0 tal que

€
|9(z +h) = g(x) = g (0 + h) + g (20)] < FIAl, & — o +[h] <&
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e existe x* € (g — §,zg + 0) tal que ¢’ (z*) existe. Logo, para h # 0 suficien-
temente pequeno

h _
‘g(x(]—i_ ) g(%)—g'(x*) <§’
Og{lim—lim}g(x0+h)_g(xo) <e.
h—=0 0 h

Como € é arbitrario, isto implica que ¢'(x¢) existe.q
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17 A integral de Riemann-Stieltjes

17.1 Introducao: A integral de Riemann

No que se segue, vamos apresentar a integral de Riemann.

Dados a < b, seja #A([a,b],R) = {f : [a,b] — R tal que f é limitada}.
Definigao 52. Dizemos que P = {xg,x1, - ,T,} € uma parti¢ao de [a,b] se
To=a<T1 <Xy <+ < Typy <xTy=0>. (12)

Se Ax; :=x; —xi—1, 1 <i < n, |P|| :=sup{Ax; : 1 <i<n} serd chamada
de malha da particao P.

Se f € A([a,b],R), M; = sup f(z), m; = inf f(z) e chamamos

w€[zi_1,24 T€[Ti—1,74]

de soma superior e inferior da funcao f relativas a P, as somas
=1 i=1

Note que

° zn:A:)si:b—a
i=1

L(P,f)<U(P,f) pois m; < M;, 1 <i<n.

m = ir[lfb]f(:c)eM: sup f(x),m<m; < M; <M, 1<i<n.
zE|a, z€[a,b]

e m(b—a) < L(P,f)=> miAw; <Y MAx; =U(P,f) < M(b—a)
i=1 =1

Os conjuntos {U(P, f):Pe BZW,]} e {L(P, f):Pe e@[a,b}} sao lim-
itados inferiormente e superiormente, respectivamente, onde &, =
{P : P é particao de [a,D]}.
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Definimos a integral superior de Riemann de f em [a, b] por

b
/a f(a)dz = inf U(P, f)

e a integral inferior de Riemann de f em [a, b] por

/ f(z)dx = sup L(P, f).

Pes

Dizemos que f é Riemann integravel em [a,b] se

ff(x) dr = Lbf(x)-

O valor comum acima é chamado integral de Riemann de f em |[a, 0]

b
e denotado por / f(z)dx

Z(la,b]) ={f € $B([a,b],R) : f Riemann integravel em [a, b]}.

Nem toda fun¢do limitada é Riemann integravel. De fato, seja f : [0, 1] —
R dada por
0, para x€QnN]0,1]
flx) = (13)
1, para zeln|0,1].
E claro que f é limitada em [0, 1]. Mostremos que f néo é Riemann integravel
em [0, 1].
De fato: Se P = {0 = zg, 21, -+ ,2, = 1} € Py, como M; =

Supxe[:ci,l,:ci} f(l’) =1le m; = infl‘E[xi—lvxi} f(l’) = 07
UP.f) =Y MAz; =Y Ax;=1,
=1 i=1

=1 i=1
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Sendo assim,

Zf(x) dr =1+ /Llf(:)s) dz = 0.

e f nao é Riemann integrdvel em [0, 1].

17.2 Integral de Riemann-Stieltjes: Definicao e carac-
terizagao

A seguir introduziremos a integral de Riemann-Stieltjes. Seja « : [a,b] — R
nao-decrescente. Claramente « ¢é limitada em [a, b].

Dada P = {o, 21, - ,Tn} € Play), Para 1 < i < n, seja
Aa; = a(z;) —a(z;-1) >0, 1<i<n.

e, dada f € #A([a,b],R), defina

com M; = sup f(z), m; = inf f(x), como antes.
T€[Ti_1,%;) x€[Ti_1,4]

Note que
Z Aa; = a(b) — ala)
=1
L(P, f, Oé) = Zn: miAozZ- g Zn: MZAOQ = U(P, f, Oé)
i=1 i=1
m[a(b) — afa)] = Z m Aoy < Z M;Aa; = U(P, f,a)
L(P, f,a) = Z miAo; < M Z Aa; = M [a(b) — afa)]
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onde m = inf,cpp f(z) € M = sup,e(, 4 f(2), como antes.

Disto segue que os conjuntos
{L(P> fa Oé); P e gz[a,b]} € {U(Pa f> Oé), P e ‘@[a,b}}

sao, respectivamente, limitado superiormente e inferiormente em R. Logo
definimos a integral superior e a integral inferior de Riemann-Stieltjes da

fungao f em [a, b], relativamente a a por

b b
/fdozzpi:g;U(P,f,a)e/fda:supL(P,f,a).

a a Pey

A fungao f é Riemann-Stieltjes integravel em [q, 0], relativamente

ffdazfabfda,

e o valor acima é chamado integral de Riemann-Stieltjes de f em [a, b],

a ( se

relativamente a funcao «. e serd denotado por

/abfda ou /ab f(z) da(z)

Denote por Z(a,[a,b]) = {f € %(|a,b],R) : f é Riemann-Stieltjes in-
tegrével [a, b], relativamente a a}.
Se a : [a,b] = R é dada por a(z) = x, x € [a,b] a integral de Riemann-

Stieltjes, relativamente a «, coincide com a integral de Riemann, ou seja,

/abfda:/abf(z)dx

pois, neste caso, Aq; = a(x;) —alz;_1) = x; —xi1 = Az, 1 < i< n.

Note que « : [a,b] — R 86 precisa ser nao-decrescente em |a,b|, para
podermos definir a integral de Riemann-Stieltjes de fungoes f € #([a, ], R)
relativamente a «.

Vamos supor, daqui em diante, que
a(b) > ala). (14)
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Caso contrario, a integral de Riemann-Stieltjes de f relativamente a « seria
nula para toda f € %([a,b],R).

A seguir passaremos a investigar em que situagoes existe a integral de
Riemann-Stieltjes, relativamente a funcao a, para uma funcao limitada, a

valores reais, definida no intervalo [a, b].

Definigao 53 (Refinamento). Sejam P, P* € Py, dizemos que a particio

P* é um refinamento da particao P, se
PP,
ou seja, todo ponto de P € um ponto de P*.
Sejam Py, Py € Pq4). Definimos
P =P UP,. (15)
Entao P* € P,y e P* é um refinamento comum a P; e a Ps.
Proposicao 18. Sejam P, P* € P,y com P* D P. Entio,

L(P, f,a) < L(P*, f, ) (16)
UP* f,a) <UP, f,a). (17)

Prova: Se P* = P nao ha nada a fazer. Se P C P*, seja x* € P*\ P.

Considere, inicialmente, o caso
Pr=PU{z"}.

Logo, se P tem n elementos, P* tem n + 1 elementos e

P:{a:x(],xl’... s Tig—1, Tigy " * * ,LL’n:b,
* *
P :{a:xmxl)”'a Lig—1y T 3 Ljy, " 3Ty :b}
_ % % * * * * -
= {a = 5,27, 1y Lig—15 Ligs Lig15 """ 9y Tl = b}

Sem; = inf f(z),1<i<nemi= inf f(z),1<j<n+1

n
TE[Ti—1,74)
Aa; = afz;) — a(wi1), 1 <i<neAa



Assim,

n+1

L(P*, f,a) = L(P, f,« Zm Aa —ZmZAaZ

=my Aag +m; AO‘@OH My Ay,

=m; Aaj +my o Aoy — My, [g(xzo) —a(z’) —a(z”) — a(w,-1))

(.

i0+1

Aa10+1 Aa;.*o
= [mi, = miglle(z”) — iy —1)] + [mfy 41 — mig][a(iy) — aa™)] = 0
ou seja,

L(P*, f,a) — L(P, f,a) 2 0

O caso geral segue por inducao. A desigualdade para a soma superior é
obtida de maneira analoga (Exercicio).

Como consequéncia do resultado anterior temos

Teorema 106. Seja f : [a,b] = R uma fungao limitada em [a,b]. Entdo

/abfdagffda. (18)

Prova: Do resultado anteior, se Py, Ps € Py € P =P UP;

L(P1, f,a) < L(P*, f,a) SU(P*, f,a) K U(Pa, f,a).

b T b
fda= sup L(Py, f,a) < Pinng(Pz,f, @) :/ f do
pISE a

Ja_ Pre?
completando a prova.p
Corolario 35. Seja f : [a,b] = R uma fun¢do limitada em [a,b].

Entao f € Z(a,[a,b]) se, e somente se, dado € > 0, existe uma parti¢do
P e P, tal que

UP, f,a)— L(P, f,a) < e
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Prova: Note que, dado € > 0, se P € & é tal que a desigualdade acima estd

satisfeita,
b
L(P.f.0) < swp L(P'. f.0) = [ fda
PeP? Ja
T b
g/fda: inf U(P', f,o) <U(P, [, )
" Ple
€

/fm-/fm U(P, f.a) — L(P, f.a) < ¢

Segue que f € Z(«, |a,b]).
Por outro lado, se f € Z(«a, [a,b]),

inf U(P, f,a) = sup L(P, f, a).
Pez PeP

Logo, dado € > 0, existem particoes P, P, € £ tais que

b b
UP,f,0) SUPs fra) < [ fdat§= [ fda+ s,

L(P, f,a) = L(Py, f,a) > /fda—— /fda——
onde P =P; UP,. Ouseja 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) < ep
Teorema 107. Seja f : [a,b] = R € limitada e € > 0 dado

1) Se existe P € & tal que 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) < € entao
0 < U(P*, f,a) — L(P*, f,a) < €, para todo refinamento P* de P.

2) Se existe P = {a = xg, 21, -+ ,x, = b} tal que 0 < U(P, f,«) —
L(P, f,a) <€ e, para cada 1 < i < n, dados Si,t; € [wi_1,x;], entao

Z 1f (s) = f (t:)] Ao <e. (19)
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e, se f € Z(a,|a,b]),

n

> ft) Ay —/abfda

1=1

< €. (20)

Prova: 1) Seja P € & tal que 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) < e e P* um
refinamento de P. O resultado segue de

L(P, f,a) < L(P", f,a) S U(P", f, ) SU(P, [, ).

2) Sabemos que, para cada i € {1,2,---,n}, se s;,t; € [r;_1,x;] entdo

f(si), f (6) € [mi, MiJ e |f (i) = f (t)] < Mi—m; onde m; = infoepy, 0, f(2)
e M; = sup,epy, , 4,1 f(2). Portanto

n

Z £ (s)) = f(t)] Aoy <Y (M; —mi)Aci = U(P, f,a) — L(P, f,a) < ¢

i=1

e o resultado segue.
Se f € Z(«,[a,b]), dado € > 0, existe uma P € F([a,b]) tal que

L(P, f,« /fda UP, f,a) < L(P, f,a) +¢€

Escolhendo t; € [z;_1, 2], f(t;) € [my, M;]
L(P, f.« Zm,Aa, Z F(t:) Aay

ZMAQ,— (P, f,a) < L(P, f,a) + ¢

e o resultado segue.p

17.3 Classes de Funcgoes Riemann-Stieltjes Integraveis

Teorema 108.

C(la,b]: R) € (e, [a,8])
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Prova: Dado € > 0, escolhamos n > 0, de modo que
€
") —afa)

e, como f é uniformemente continua, seja § = d(¢) > 0 tal que z,t € [a, b],
|z —t] < ¢ implica |f(x) — f(t)| < n.

Seja P ={a = xg, -+ ,x, = b} tal que ||P|| = sup{Az; : 1 <i<n} <.

Como f é continua, podemos escolher s;,t; € [z;_1, x;] tais que m; = f(t;)
e M; = f(s;). Logo, |t; — s;| < Ax; <d e

(21)

|M; —my| = |f(zi) — f(t:)| <n

n

U(P,f,a) = L(P, f,a) = > (M; —m;)Ac; <0 Aa; =e.

i=1 i=1

Segue que f € Z(«,[a,b]) g
Teorema 109. Se f : [a,b] — R é mondtona em [a,b] e o : [a,b] - R €
continua e ndo-decrescente. Entdo f € Z(«,|a,b]).

Prova: Dado € > 0 e n € N*, escolha uma particao P tal que

a(b) —ala
Aai:M, 1<i<n.
n
Isto é possivel pois « satisfaz a propriedade do valor intermedidrio. Se f

é nao-decrescente (o outro caso é andlogo). Entao

Mi:f(xi)v mz‘zf(fb’i—l) (z’zl,...,n),

e portanto

UP, f,0) - L(P, fra) = =D S i p )



se n for suficientemente grande. Segue que, f € Z(«, [a,b]).q

Teorema 110. Se f € A(la,b],R) possui somente um nimero finito de
pontos de descontinuidade e « : [a,b] — R uma fun¢ao nao-decrescente que

¢ continua nos pontos onde f € descontinua. Entao f € Z(a,[a,b]).

Prova: Dado e > 0,se M =sup|f(x)| e E = {y1,---,yx} 0 conjunto (finito)
das descontinuidades de f. Como «a é continua em todos os pontos de F,
podemos cobrir E por intervalos disjuntos [a,b] D [uj,v;] 2 y;, 1 < i < k
tais que

(a(vy) —a(uy)) <e

k
=1

J

Podemos escolher estes intervalos de modo que se y; ¢ {a,b} entdo y; €
I; = (uj,v5) (se y1 =a (yp =b), 1 = [a,v1) Iy = (ug, b])).
k

O conjunto K = [a, b]\ U(uj, v;) é compacto e f é uniformemente continua

j=1
em K. Seja d >0 tal que s,t € K, |s—t| <d = |f(s)— f(t)] <e.
Agora escolhemos uma particao P = {zg, x1,. .., Z,} de [a, b], da seguinte

forma: u;,v; € P, 1 < j < k. Nenhum ponto de (u;,v;) pertence a P. Se
xi—1 # u;, para todo 1 < j < k, entao Ax; < 4.
Note que M; — m; < 2M para todo ¢ e M; — m; < € exceto quando x;_

¢ algum dos u;. Logo
U(P, f,a) — L(P, f,a) < [a(b) — a(a)]e + 2Me.

Como € > 0 é arbitrario, f € Z(a, [a,b])

17.4 Propriedades

Teorema 111. Se f € #(a,[a,b]), f([a,b]) C [m,M] e ¢ : [m,M] = R é
continua entao, h = ¢ o f € %(a,la,b)).

Prova: Dado ¢ > 0, como ¢ é uniformemente continua em [m, M], existe
0<d<etal que s, te[m,M],|s—t| <d=|p(s)—o(t)] <e.

159



Como f € Z(«,[a,b]), existe P = {xo,21,..., 2} € Play) tal que
U(Pv f,Oé) o L(Pu fva) < 52'
Ser € #A(a,b,R) e M = sup r(zx),m] = [inf ]T(L> Seja A = {i :
rE€|Ti—1,24] TE[Ti—1,%4
1<z’<neMif—m{<5}eB:{z’:1<i<neMif—mf>5},entéo,
para i € A, a escolha de ¢ implica que M}* —ml <e.
Para i € B, M]'—m} < 2K, onde K = sup;,, py |6(t)|. Logo, da escolha

de P,
5ZAa,~ < Z <sz—mzf> Aa; < 8
i€B i€B
e iepAa; <0 < e Segue que
U(P,h,a) — L(P,h,a) = Z (M} = m}') Ay + Z (M} — m}') Awy
i€A i€B
< €[la(b) — a(a)] + 2K0 < €[a(b) — a(a) + 2K].

Como € > 0 é arbitrario segue que h € Z(«, [a,b]) g

Teorema 112. (a) Se f1 € Z(a,[a,b]) e fo € Z(a,[a,b]) entio f1 + fo €
Z(a,la, b)), c- f € Z(a,la,b]) para todo c € R, e

b b b
/ (f1 + fg) da = / fldOé —+ deOé,
’ b "
/ cfda=c | fda.
(b) Se fi(x) < fo(z) em [a,b] entdo

b b
/fldozg/ fng&

(c) Se feZ(a,a,b]) ece (a,b) entio f € Z(a,|a,c]) N Z(a,[c,b]), e

/acfda+/cbfda:/abfda
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1. (d) Se f e Z(a,la,b]) eif |f(x)] < M entdo

/abfda

(e) Se feZ(a,[a,b]) e feR(a]a,b]) entao f € Z (a1 + o, [a,b]) e

/abfd(alJrag):/abfda1+/abfda2

se f € Z(a,[a,b]) e R>c>0 entio f € Z(ca,[a,b]) e

/abfd(ca) :c/abfda

Prova: Se f = fi1 + fo e P é qualquer particao [a, b], temos

< M[a(b) — afa)].

L(P, fl,Oé) —|—L(P, fQ,Oé) < L(P, f, Oé)
< U(P,f,Oé) < U(P>fl>a)+U(Paf2>a)'

Se fi € Z(a,a,b]) e fo € Z(a,[a,b]) e € > 0 existem P; € Z([a,b])
(7 =1,2) tal que

)

U(Pa fj7a> - L(Pa fjva) < U(Pjvfj7a) o L(Pjvfjva) <

NN

onde P é refinamento comum a P; e Ps. Logo
U(P,f,Oé) o L(P,f,Oé) < €.

Segue que f € Z(o, [a,b]).
Com esta mesma P remos
b
U(P, fr,a) </ fida+e (j=1,2)

/abfdaéU(P,f,a) </abf1da+/abf2da+26.
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Como € é arbitrario conluimos que

/abfdag/abflda+/abf2da

Este mesmo resultado para —f; e —f,, nos da a desigualdade reversa e a

igualdade esta provada.

As provas das demais afirmativas sdo semelhantes (exercicio). Na parte
(c) a estratégia é considerar refinamentos que contém o ponto ¢, na aprox-

imacao da integral.

Teorema 113. Se f € #Z(a,[a,b]) e g € Z(«,[a,b]) entio

[ saol < [[1s1a

Prova: Se f € Z(a,a,b]) e ¢(t) = t> entdo ¢po f = f? € Z(a,[a,b]). A
identidade

e (a) fg€ Z(a,la,b));

o (0) [f] € Z(a[a,b]) e

Afg=(f+9*=(f—9)
completa a prova de (a).

Se ¢(t) = |t|, po f=|f| € Z(c,]|a,b]). Escolha ¢ = £1 tal que

c/fdoz}O

‘/fdoz :c/fda:/cfdagfmda

pois ¢f < |f|. Isto prova b).g

Definicao 54. A funcdao degrau unitario I € definida por

I(z) = 0 (z<0)
1

(x > 0)
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Teorema 114. Se a < s < b, f € HA([a,b],R) € continua em s, e a(zr) =

I(x — s), entdo
b
[ rda= i)

Prova: Considere as partigoes P = {xg, z1,za, 23}, onde g = a, e 11 = § <

Ty < x3 = b. Entao
UP, f,a) =My, L(P,f,a)=ms.

Como f é continua em s, vemos My e my convergem para f(s) quando
To — S

Teorema 115. Se ¢, > 0, n = 1,2,3,..., > > ¢, € convergente, {s,} €

uma seqiiéncia de pontos distintos em (a,b),

a(r) = chl (x — spn)

e f € continua em [a,b] entao

l?mzi%ﬂw.

n=1
Prova: Por comparacao a série é convergente para cada x. Sua soma o(x)

(e}

é claramente mondtona, a(a) =0e a(b) =) ",

Cp-

Dado € > 0 escolha N € N tal que Z ¢, < €. Faga
N+1

ap(z) = chl (x —8), aofx)= chl (x — sp) .

N+1

Dos teoremas anteriores
b N
/ fdal = ch.f (Sn)
a i=1
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Como ay(b) — aa(a) = D, cn <€

/abdeQ

onde M = sup |f(z)]. Como a = a; + a9, segue que

b N
[ rda=Y et s
a i=1

Se fazemos N — 00, obtemos o resultado.p

< Me

< Me

17.5 Mudancga de variavel

Teorema 116. Sejam « : [a,b] — R ndo-decrescente e diferencidvel com
o € Z(la, b)) e f e B([a,b],R). Entao [ € Z(«,[a,b]) se, e sd se, fo' €

2 (la,b]). Neste caso
b b
/ fda:/ f(z)d/(z)dx.

Prova: Dado € > 0 existe P = {zg,...,x,} € Z([a,b]) tal que
U((P,o/)—L(P,d)<e (o)
Do Teorema do Valor Médio existe t; € [x;_1, z;] tal que
AO&Z' = O/ (tl) AZL’Z', 1 < ) < n.
Se s; € |[x;—1, ;] entdo
D ol (si) — o ()| Az < e.
i=1
Seja M = sup | f(x)|. Como

Z f(si) Aey = Z F(si)d (t) Az,

164



segue que

Z f(s:) A — Z f(si)a (s;) Ax;| < Me. (%)

i=1 1=1
Em particular,

> fsi) Ay U (P, fo!) + Me
i=1
para todas as escolhas s; € [z;_1,x;], de modo que
U(P, f,a) < U (P, fo) + Me.
O mesmo argumento nos leva de (%) a

U((P, fo') <U(P, f,a) + Me.

e portanto
[U(P, f,e) =U (P, fd)| < Me. (1)

Agora note que (o) permanece valida de P for substituida por um refina-

mento. Logo () também permance valida. Concluimos que

Zfda — Zf(:v)a'(x)dx

ffda = ff(x)a'(:z)da:

para qualquer f € %([a,b],R). A igualdade para as integrais inferiores segue

< Me.

Como € é arbitrario

da mesma maneira de ().

Os dois teoremas anteriores ilustram a generalidade e a flexibilidade iner-
entes ao processo de integragao de Stieltjes.

Se a é uma fungao degrau pura, a integral se reduz a uma série finita ou
infinita.

Se a tem uma derivada integravel, a integral se reduz a uma integral de

Riemann usual.
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Isso torna possivel, em muitos casos, estudar as integrais e séries simul-
taneamente.

Para ilustrar este ponto, considere um exemplo fisico. O momento de
inércia de um fio reto de comprimento unitario, em torno de um eixo que

passa por uma extremidade, em angulo reto com o fio, é

/0 Pdm 1)

onde m(z) é a massa contida no intervalo [0, z]. Se o fio for considerado com

densidade continua p, ou seja, se m/(z) = p(x), entdo (33) se transforma em

/01 22 p(x)dx

Por outro lado, se o fio for composto de massas m; concentradas nos

pontos z;, (1) torna-se

Z 2
i
Portanto (1) contém o caso anterior e também o caso no qual m é continua

mas nao ¢é diferenciavel em todos os pontos.

Teorema 117 (Mudanga de varidvel). Sejam ¢ : [A, B] — [a,b] continua e
bijetora com ¢(A) = a e ¢(B) = b, a é nao-decrescente, f = aop e g = fop.
Se f € Z(a,a,b]) entio g € Z(B,[A, B]) e

/ABgdﬁzfabfda

Prova: Se P = {xg,..., 2.} € Py ¢ Q@ = {¥0,---,Un} € Y4B, com
x; = ¢ (y;). Todas as partigoes de [A, B] s@o obtidas desta forma.

Como os valores de f em [z;_1,x;] e de g em [y;_1, y;] s80 0s mesmos,

U(Q797B)ZU(P7f7a)7 L(Q7g7ﬁ):L(P7f7a)'
Como f € #Z(a,[a,b]), P pode ser escolhida de forma que ambas U(P, f, )
b
e L(P, f,a) estao préximas a / fda.
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Segue que g € Z(5,[A, B]) e o resultado esta demonstrado.
Agora vamos considerar o seguinte caso especial. Tomamos «a(x) = z.
Etao 8 = . Suponha que ¢’ € Z([A, B]). Aplicando os dois resultados

anteriores temos

/ab f(x)de = /AB fley)¢'(y)dy.

17.6 Teorema fundamental do calculo e Integracao por

partes

A seguir mostraremos que a derivagao e a integragao, em algum sentido, sao

operacoes inversas.

Teorema 118. Se f € Z([a,b]). Paraa < xz < b, faca

F(z) = / " Fydt

Entao F : |a,b] — R € Lipschitz continua (portando diferencidvel exceto em
um conjunto com medida exterior nula) e, se f é continua em xy € |a,b,

entao F' ¢ differencidvel em xg, e

F'(20) = f (o)

Prova: Como f € Z([a,b]), sup |f(t)] =M < 0. Se a <z <y < b, entdo
t€la,b]

F) - Pl = | [ yf(t)dt‘ < M(y—a)

e segue que F' é Lipschitz continua.

Agora, se f é continua em 1z, dado € > 0, escolha § > 0 tal que
€ [a,b], |t —xo| <d = [f(t) = f(z0)] <e

Logo,se xp —d < s<axg<t<xzg+dea<s<t<btemos

AURLIC) ! / [F(u) —  (20)] dul < e

t—s t—s

sl
Segue que F' (zo) = f (z0) g
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Teorema 119 (O teorema fundamental do célculo). Se f € Z([a,b]) e existe
fungao diferencidvel F : [a,b] — R tal que F' = f, entdo

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Prova: Dado € > 0 seja P = {xg,...,x,} € H([a,b]) tal que U(P, f) —
L(P, f) < e. Do Teorema do Valor Médio

F(z;) — F(x;—1) = [ (t;) Ax;, para algum t; € [z,_1, 7],

parai=1,...,n. Logo > | f (t;) Az, = F(b) — F(a) e

< €.

‘F(b) — F(a) — /ab f(z)dz

Como € > 0 ¢é arbitrario o resultado segue.
Teorema 120 (Integragdo por partes). Se F,G : [a,b] — R, sdo difer-
enciqueis, F' = f,G' = g € %Z([a,b]). Entao
b b
/ F(z)g(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / f(z)G(x)dx.

Prova: Faga H(z) = F(2)G(z). H' € %([a,b]) como soma de produtos de

funcoes em Z([a,b]). O resultado segue do teorema anterior a H.g

17.7 Caracterizacao de Funcoes Riemann Integraveis
Definigdo 55. Se f € %([a,b],R) defina w! : [a,b] — R por w'(z) =
li_%w{f(x), onde

wi(z) =sup{|f(s) = f(t)] : s, € [, 0] N (z — v, s +v)}

Note que, para cada z € [a,b], (0,00) 3 v = wf(x) € [0,00) é nao-
decrescente, logo w/(x) estd bem definida para cada z € [a, b].

E claro que f é continua em p € [a, ] se, e somente se, w/ (p) = 0.

De fato, w/(p) =0
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e se, e somente se, dado € > 0 existe § > 0 tal que 0 < v < d = wl(p) < ¢
ou

e se, e somente se, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < v < § =
|f(s) — f(p)| <€, para todo s € (p—v,p+v)Na,b] ou

e se, e somente se, f é continua em p.
Lema 9. O conjunto Ef = {x € [a,b] : w/(z) > 6} € compacto.

Prova: Seja x € E_g e Eg 5 2, —% z. Vamos mostrar que z € Egc para
concluir que Eg é fechado. Disto segue a compacidade.

Sabemos que w/(x,) > § para todo n € N e queremos concluir que
w!(z) > 4.

Sejam 0 < v/ <ven €N tal que (z, —V,z, + V) C(x — v,z +v).

Entdo, § < w/(z,) < w!(z,) <w!(z) e wf(z) = lim wf(x) > 69

v—
Lema 10. Seja f € B([a,b],R) e P = {xg, -+, 2.} € P([a,b]). Se
M; = sup{f(x) :x € [x;_1, 2]}, mi =inf{f(z) : 2z € [z;_1,2]} e

wi = sup{[f(z) = f(Y)| : 2,y € i1, x|}

entao w; = M; —m;, 1 < i < n.

Prova: Para todo z,y € [x;_1, 7], w; = |f(x) — f(y)| = f(z) — f(y) e,
portanto,
wi = M; — f(y), Yy € [xi—1, 4]

Disto segue que w; > M; — m,;. Por outro lado, dado ¢ > 0 existem xz,y €
[zi-1, 23] tais que M; < f(x) + 5 em; > f(y) — 5. Sendo assim,

M;—m; < f(z) — fly) +e<w; +e
Disto segue que M; — m; < w; e temos a igualdade.

Teorema 121. Se f € %([a,b],R) e w/(x) < ¢, para todo x € [a,b] entdio,
eriste P = {xg, -+ ,x,} € P([a,b]) tal que 1I£1§L<X(M,' —my;) < € onde M; =

sup{f(x): x € [x;_1, 2]} e m; = inf{f(x):x € [x;_1, 2]}

169



Prova: Note que, para cada x € [a, b] existe d, > 0 tal que wg; (x) < e.

A cobertura{I, = (x — 6,2 + 0,) : € [a,b]} de [a, b] tem uma subcober-
tura finita I, ,---, I, .
Os pontos a e b juntamente com os extremos dos intervalos I, que per-

tencem a (a,b) formam a partigao desejada.g
Teorema 122. #([a,b]) = {f € B([a,b],R) : m*(E]) = 0,¥5 > 0}

Prova: Primeiramente mostraremos que se f € %([a,b]) entdo m*(E!) =
0,Vé > 0.
Se f € Z([a,b]), 6 >0ee>0,sejaP ={xg, - ,z,} € P([a,b]) tal que

n

Z[M,-—m,] T — Ti1) sz T — Ti_1) < €0.

i=1

Se Es; := (z,_1,1;) N E # @, entdo w; > 4.

De fato, se x € Es;, w/(z) > 6 e existe v > 0 tal que (z — v,z +v) C
(zi1,7;) e wl(z) = w/(z) = § e portanto w; > 4.

Seja I ={i € {l,---,n}: E;; # @}

52(1': — Ti— 1 sz xX; :1:,_1 < I0)
iel icl

e, portanto, Zie[(xi —2;) <€

Estes intervalos cobrem Eg \P, como P é finito, m* ( Eg ) =0.

Agora, se m* <Eg) =0, ¥ > 0. Dado € > 0, tomemos 0 = 55

Seja Py € H([a,b]) tal que a soma dos comprimentos dos intervalos que
intersectam Ef ¢ menor do que 5=y M )

Os intervalos restantes podem ser subdivididos (teorema anterior) de
modo a obter um refinamento P = {xg,---,x,} de Py tal que w; < § se

Es;,=@. Sejal ={i:Es; #@} e J={i: Es; =2}

Assim ), (2 — 2i1) < Gy © Se L€ J, wi <0 =g
n
Zwi(xi_xi—1>zzwi( Ty — Tiq +sz T — Tiq) <€
i=1 i€l ieJ

e feZ(a,b])g

170



Teorema 123. Se f € H([a,b],R) seja Ey = {x € [a,b] : f € descontinua em x}.
Entao #([a,b]) ={f € #([a,b],R) : m*(Ef) = 0}.

Prova: Basta notar que £y = U EY e usar o teorema anterior.
neNs "

Coroldrio 36. Se f,g € %([a,b]) entio f.g € Z(|a,b]) e se f(x) # 0, para
todo = € [a,b], entdo % € %([a,b]).

Corolario 37. Se f € %([a,b],R) sd tem descontinuidades de primeira

espécie entio EY é enumerdvel e portanto f ¢é integrdvel. Em particular,
se f € B([a,b],R) é mondtona entio f € Z(|a,b)).

Prova: Se o¢(x) = max{|f(z) — f(a™)|,|f(x) = f(z7)|},

Ef ={x€a,b]:0s(x) >0} = J B, onde EJ = {z€[a,b]:04(x)>

n=1

S|

1.

Se x € Ef e x € (a,b) existe § > 0 tal que |f(t) — f(z)| < & para todo
te(z,x+8)e|f(t)— f(z7)| < & para todo t € (z — 6, z).

Logo, Vt € (z =6,z +6),t # x, 0(t) < 5 < 2. Como todos os pontos de
E/ sdo isolados EY é enumerdvel e E/ também é.
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18 Seqiiéncias e séries de funcgoes

18.1 Convergéncia pontual de seqiiéncias e séries

Definicao 56 (Convergéncia pontual de seqiiéncias e séries). Seja {f.},n =
1,2,3,..., uma sequéncia de fungoes definidas em D C R e tomando valores
em R. Se {f.(z)} € convergente para todo x € D, definimos a func¢do limite
da seqiiéncia {f,}

f(z) = lim f,(z), x€D.

n—oo

Analogamente, se . f.(x) converge para todo x € D definimos
fl@) =Y falw), zeD,
n=1

e a funcao f € chamada de soma da série > f,.

O principal problema que surge no processo de passagem ao limite descrito
na definicao anterior é determinar se as propriedades importantes das fungoes
sao preservadas por passagem ao limite.

Por exemplo, se as funcoes f,, s@o continuas, diferencidveis ou integraveis,
o mesmo vale para a funcao limite? Que relacao ha entre f! e f’ ou entre as
integrais de f, e de f7

Note que, f é continua em um ponto de acumulacao = de D se

lim lim f,(t) = le fulz) =] f(z) =lim f(¢)|=lim lim f, (%)

n—oo t—x t—x t—x n—00

ou seja, se a ordem em que os processos de limite sao executados € irrelevante.
Mostraremos agora, por meio de varios exemplos, que os processos limite

nao podem, em geral, ser intercambiados sem afetar o resultado.
Posteriormente, daremos condigoes para que a ordem em que as operagoes

de limite sao realizadas seja irrelevante.

Exemplo 45. Considere a seqiéncia dupla. Para m,n € N* seja

m

C m4n

Sm,n
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Entao, para n fizo, lim s,,, =1, de forma que
m—ro0o
lim lim s,,, = 1.
N—00 M—+00 ’
Por outro lado, para cada m fizo, lim s,,,, =0 de forma que
n—oo
lim lim s,,, =0.
M—00 N—+00 ’

Exemplo 46. Seja
2

fu(z) = (1‘(:67%2)” (x real; n=10,1,2,...),
e considere . . )
x
f(z) :;fn(ff) :;m

Como f,(0) =0, temos f(0) = 0. Para = # 0, a série geométrica acima é

convergente com soma 1 4 22, Logo
0 (x=0)
1+2* (x#0)

de forma que a funcao soma de uma série de fungoes continuas pode ser

descontinua.
Exemplo 47. Param =1,2,3,..., faca
fn(2) = lim (cosm!mz)*"
n—oo

Quando mlz € um inteiro, f,,(x) = 1. Para todos os demais valores de x,
fm(x) = 0. Agora seja
f(z) = lim f,(z).

m—o0
Para z irracional, f,,(z) = 0 para todo m; portanto f(x) = 0. Para
xr = g € Q, p, q inteiros, g # 0, m!x é inteiro se m > ¢, e f(x) = 1. Logo

0 (« irrational ),

lim lim (cosm!mz)*"

m—00 n—00 1 (z rational ).

Desta forma, obtemos uma fun¢ao descontinua em todos os pontos e que,

portanto, nao ¢ Riemann-integravel.
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Exemplo 48. Seja

sin nx

fn(x> = \/ﬁ

r€R, neN

f(x) = nh_)IIolo fo(z) =0, Vo € R.
Entao f'(x) =0,Vz € R, e
fl(x) = v/ncosnx
de forma que {f]} nao converge para f'. Por exemplo,
Ju(0) = Vn =3 +o0,
enquanto que f'(0) = 0.
Exemplo 49. Seja
fn(:z):n2:£(1—x2)n, 0<z<1, neN.

Para 0 < x <1, temos

Como f,(0) =0, Vn € N,
lim f,(z) =0, 0<z<1, neN

Por outro lado

77/_)00
/ fnlz 2n—|—2 T oo

Se na definicao de f, trocarmos n? por n teremos

li 1f()d li i 1
nl_)IIolo 0 n I_n1—>IEO2n—|—2 2’

enquanto que lim f,(z) =0,0<x <1, e
n—oo

/01 [ lim f(2)] dz =0
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Desta forma, o limite das integrais nao precisa ser igual a integral do limite,
mesmo que ambos sejam finitos.

Apés esses exemplos, que mostram o que pode dar errado se os proces-
sos limite forem trocados sem cuidado, definimos agora um novo modo de
convergéncia, mais forte do que a convergéncia pontual, que nos permitiré

chegar a resultados positivos e interessantes.

18.2 Convergéncia uniforme de seqiiéncias e séries

Definicao 57 (Convergéncia uniforme de seqiiéncias e séries). Seja {f,},n €
N, uma seqiiéncia de funcoes definidas em D C R e tomando valores em R.
Dizemos que {f,}, n € N, converge uniformemente para f em D se, dado
€ >0, eriste N € N tal que

sup |fu(x) — f(z)] <€, Vn > N.

zeD

Dizemos que a série Y, f,(x) converge uniformemente em D se a seqiiéncia

{sn} de somas parciais definida por
> fil@) = sal@)
i=1

converge uniformemente em D.
O critério de Cauchy para convergéncia uniforme ¢é o seguinte.

Teorema 124 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). A seqiiéncia
de fungoes {f,}, definidas em D C R e tomando valores em R, converge
uniformemente em D se, e somente se, dado € > 0 existe N € N tal que
m>=N,n>N,

sup [ fn(z) — fm()] <€ (22)

xeD
Prova: Suponha que {f,} convirja uniformemente em D e seja f a fungao
limite. Entao existe N € N tal que n > N, implica

sup | fn(2) — f(2)] <

zeD

DO
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Logo, para todox € Den,m > N

[fr(2) = fn ()] < |fu(z) = f(2)] + |f(2) = fm(2)] < €
Ou seja
sup | fn(z) — fm(x)| <€, ¥Yn,m > N.
€D

Reciprocamente, suponha que a condigao ([22) vale. Logo, {f.(x)} con-
verge, para todo x, para um limite que chamamos de f(x).

Assim a seqiiéncia {f,,} converge em D, para f. Temos que provar que a
convergéncia é uniforme.

Seja € > 0 dado e escolha N € N para que (22)) seja valida. Fixe n e faca

m—roo

m — oo em (22). Como f,,(x) — f(z) temos
|fu(z) — f(2)] < €6,Yn > NeVxeD.

Isto completa a prova.n
Para séries, existe um teste muito conveniente para convergéncia uni-

forme, devido a Weierstrass.

Teorema 125 (Teste M de Weierstrass). Seja { f,}uma sequéncia de fungoes

definidas em D C R e tomando valores em R. Suponha que

sup | fu(@)| < My, Vn € N.

zeD

Se > M, converge entao Y f, converge uniformemente em D.

A reciproca nao vale.
Prova: Se Y M, converge, dado € > 0 existe N € N tal que

Zfi(x)

A convergéncia uniforme agora segue do Critério de Cauchy para convergéncia

m
<Y M;<e VreD, ¥mnz=N.
i=n

uniforme.
2 (l—xz)n+2
T In(n+3)

(14 35) (2
m, portanto Z Mn

A reciproca é, em geral, falsa pois, para f,(x) = ,0< 2 <1,

n € N, a série converge uniformemente e M,, =

diverge.
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18.3 Convergéncia uniforme e continuidade

Teorema 126 (1). Suponha f, — f uniformemente em um conjunto D e

seja x um ponto de acumulagao de D. Se

lim f,(t) =a, n €N

t—x

entdo {a,} € convergente, e

i S0 = i o

Dito de outra forma

lim lim f,(¢) = lim lim f,(%).

t—x n—o0 n—oo t—x

Prova: Dado € > 0, da convergéncia uniforme, existe N € N tal que
|fn(t) - fm(t)| < 6 vnam > N,\V/t €D

Fazendo t — zx
la, — am| <€, Yn,m > N.

Logo {a,} é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente, digamos
para a.
Agora

[F(t) = al <) = fal®)] + [fult) = an| + |an —al.
Escolhemos n tal que (da convergéncia uniforme)

sup [ (1) = fu(t)] <
teD

Wl ™

e tal que |a, —a| < 5. Para este n fixo escolhemos § > 0 tal que

|fat) —an| < <, t€D,0< |t — 2| <4

€
3 )
Segue que

|f(t)—a|<e te€D,0< |t —a| <4

ou seja lim f(t) = a. Isto mostra o resultado.g
—x
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Teorema 127. Se {f,} € uma seqiiéncia de funcoes continuas definidas em
D C R e tomando valores em R e f, — f uniformemente em D, entao f €

continua em D.

Este resultado muito importante e é um corolario imediato do Teorema
anterior.

A reciproca é, em geral, falsa como pode ser visto no exemplo f,(z) =
n?z(1—22)",0<z<1,neN.

Mas ha um caso em que a reciproca é verdadeira.
Teorema 128. Seja K C R um compacto. Se
(a) {fn} uma sequéncia de fungdes continuas em K,
(b) fo(z) =3 f(z), Vo € K e f ¢ continua em K e
(c) fo(x) > fari(x), Vo € K eVn €N,
entao f, — f uniformemente em K.

Prova: Seja g, = f, — f. Entao g, é continua, g, — 0 ponto a ponto e
Jn = gnt1. Provaremos que g, — 0 uniformemente em K.

Dado € > 0, seja K, = {z € K : g,(x) > €}.

Como g, é continua, K, é compacto. Como g, = gn+1, K, DO K,y1.

Fixe z € K. Como g,(z) — 0, ¢ K, para n suficientemente grande
e portanto x ¢ (| K. Em outras palavras, (| K,, é vazia. Segue que Ky é
vazio para algum N.

Disto segue que 0 < g,(x) < € para todo € K e para todo n > N

Observe que a compacidade é realmente necessaria aqui. Se

B 1
Cnx 41’

fn(z) x € (0,1), n €N,

entao f,(xr) — 0 monotonicamente em (0, 1), mas a convergéncia nao é uni-

forme.
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Definicao 58. If D C R, €(D) denota o conjunto de todas as fungoes
f D — R que sao continuas e limitadas. A cada f € € (D) associamos a

sua norma do supremo

/[l = sup [f(z)].
reD

Como f é limitada, ||f]| < oo. E claro que ||f|| = 0 se, e somente se,
f(z) =0 para todo z € D e dadas f,g € €(D) e A€ R

[f(2) + g(@)| < [f(@)] + [g(@)| <[ fI1+Nlgll, Vo e De
IAf(@)] = A @) < [AIA, Ve e D.

Portanto

1S+ gl < LI+ gl IALI = IAA-
Definimos a distancia entre f € € (D) e g € €(D) por || f — g||-

Com esta nogao de distancia, dada uma seqiiéncia{ f,,} em % (D) podemos
definir as nogoes de convergeéncia e de seqiiéncias de Cauchy exatamente como
antes.

Uma seqiiéncia { fn} converge uniformemente para f se, e somente se,
If. — £l =3 0.

Teorema 129. Com a nogao de distancia acima € (D) é um espago métrico

completo.

Prova: Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em %' (D). Isto significa que
dado € > 0 existe N € N tal que ||f, — ful <€, Ym,n > N.

Como vimos anteriormente, existe uma fungao continua para a qual {f,}
converge uniformemente. Além disso, f é limitada, pois existe um n € N tal
que |f(x) — fu(z)| < 1,Vz € D, e f, é limitada.

Assim f € €(D) e ||f — full 3 0 pois f, — f uniformemente em D.g
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18.4 Convergéncia uniforme e integracao

Teorema 130. Seja « : [a,b] — R nao-decrescente. Se f, € %(a,a,b)),
neN,ef,—=f umformemente em [a,b], entio f € Z(a,]a,b]), e

fda = lim fndoz

n—oo

(A existéncia do limite é parte da conclusao.)

Prova: Faga

en = sup |fn(x) = f(z)].

z€[a,b]

Entao
fn_engfgfn_'_en

e as integrais superior e inferior de f satisfazem

/ab(fn—en)dag/abfdagffdag/ab(fn+en)da.

Segue que o
b b
0 < / fda — / fda < 2¢,[a(b) — ala)]

Como €, —3 0, as integrais superiores e inferiores de f coinciden e
f € Z(a,la.b]). Além disso

/abfda—/abfnda

Isto implica o resultado.q

Corolario 38. Se f, € Z(a,|a,b] e

< enfa(b) — afa)].

o
=> ful@) (a<z<D)
n=1
com a série convergindo uniformemente em |a,b], entdo

/ fda = bfnda

nla

Em outras palavras, a série pode ser integrada termo a termo.
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19 Familias equicontinuas de funcoes

Vimos que toda seqiiéncia limitada de niimeros reais contém uma subseqiiéncia
convergente, e surge a questao de saber se algo semelhante é verdadeiro para
seqiiéncias de fungoes. Para tornar a questao mais precisa, definiremos dois

tipos de limitagao.

Definicao 59. Seja {f.} uma seqiiéncia de fungoes definidas em um con-
Junto D.
Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em D se {f,(z)} € limitada,

Vx € D, ou seja, se existe fun¢ao ¢ : D — R tal que
|fu()| < #(z), € D,neN.
Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0 tal que
|fo(z)| < M, z€D,neN.

Teorema 131 (1). Se {f,} é uma seqiiéncia pontualmente limitada de fungoes
definidas em um conjunto contdvel D, entdao {f,} tem uma subsegiiéncia

{fn.} tal que {f,, (x)} converge para cada x € D.

Prova: Sejam {z;},i=1,2,3,..., os pontos de D, dispostos em seqiiéncia.
Como {f, (1)} é limitado, existe ¢; : N — N estritamente crescente e tal

que { fp,(n) (21)} € convergente.

Consideremos agora as seqiiéncias Si, Ss, 53, . . ., representadas por

St fo)y fo ford) feor
Sy fsoz(l) feoz(?) f¢2(3) f¢2(4)
S : fsos(l) feos(?) f¢3(3) f¢3(4)

e com as seguintes propriedades:

(a) ¢; : N — N é estritamente crescente e ¢;11(N) C ¢;(N)
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(b) {fe,m) (z;)} converge, ({f, (z;)} limitada garante esta escolha).
Agora consideramos a seqiiéncia diagonal

S fsol(l) fs02(2) fs03(3) f504(4) e

Por construgao, a seqiiéncia S (exceto possivelmente seus primeiros n — 1
termos) é uma subseqiiéncia de S,. Portanto, {fy, ) (z;)} converge, como
n — oo, para cada x; € D.

Vimos que toda seqiiéncia limitada de ntimeros reais contém uma sub-
seqiiéncia convergente, e surge a questao de saber se algo semelhante é ver-
dadeiro para seqiiéncias de funcoes. Para tornar a questdo mais precisa,

definiremos dois tipos de limitacao.

Definigao 60. Seja {f,} uma seqiiéncia de funcoes definidas em um con-
Junto D.

Dizemos que {f,} é pontualmente limitada em D se {f,(x)} € limitada,
Vo € D, ou seja, se existe funcao ¢ : D — R tal que

|fu(z)| < #(x), x€D,neN.
Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0 tal que
|fulz)] <M, z€DmneN.

Teorema 132 (1). Se {f,} é uma seqiiéncia pontualmente limitada de fungoes
definidas em um conjunto contdvel D, entao {f,} tem uma subseqiéncia

{fn.} tal que {f,, (x)} converge para cada x € D.

e Se {f.} é pontualmente limitada em D e D; C D é contavel, existe
subseqiiéncia {f,, } tal que {f,, (z)} converge, Vx € D;.

e Mesmo que {f,} seja uma seqiiéncia uniformemente limitada de fungoes
continuas em compacto D, nao precisa existir uma subseqiiéncia que

convirja pontualmente em D.
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e Consideraremos este fato no exemplo a seguir, que seria bastante prob-
lematico de provar com a matematica que que temos em maos até
agora, faremos a prova utilizando um teorema que sera demonstrado

em outra disciplina.

Exemplo 50. Seja
fn(z) =sinnz, x€]0,2n],n € N.

Suponha que exista uma seqiiéncia {n;} tal que {sinniz} converge, para
cada z € [0, 27|. Nesse caso devemos ter

lim (sinngx —sinngz) =0, € [0,27]
k—o0

por isso

lim (sinngz — sinngx)’ =0, € [0, 27).
k—oo

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (serd visto em

outra disciplina)

2w

) . . 2
lim (sinngx — sinngy1z)” dr = 0.
k—00 0

Mas, célculos simples mostram que
27
. . 2
/ (sinngx — sinngy1x)” de = 27
0
o que resulta numa contradicao.

e A seqiiéncia f,(z) = n’z(l — z*)", x € [0,1], é convergente pon-
tualmente mas nao é uniformemente limitada. E fdcil ver que con-

vergéncia uniforme implica em limitagao uniforme.

e Outra questao ¢ se toda seqiiéncia convergente contém uma subseqiiéncia

uniformemente convergente.

183



e Nosso proximo exemplo mostra que isso nao vale em geral, mesmo que

a seqliéncia seja uniformemente limitada em um conjunto compacto.

Exemplo 51. Seja

SL’2

22 4 (1 — nx)?’

falz) = z €[0,1],n € N.

Entao |f.(x)] < 1, Vx € [0,1] e Vn € N. Logo {f,} ¢ uniformemente
limitada em [0, 1]. Além disso

lim f,(x) =0, z€]0,1].

fn(l>: , neN
n

e nenhuma subseqiiéncia pode convergir uniformemente em [0, 1].

mas

O conceito de equicontinuidade para uma familia de fungoes é a chave

para a consecu¢ao do nosso projeto.

Definicao 61. Uma familia # de fungoes definidas em D C R e tomando

valores em R € dita equicontinua em D se, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
:L',yGD,|1'—y| <5:>|f($)_f(y)| <, erﬁ

E claro que uma funcao pertencente a uma familia equicontinua é uni-
formemente continua. A seqiiéncia anterior nao é equicontinua (considere
_ 1 _ _ 1
e=5rv=0ey=-).
Mostraremos que existe uma relacao préxima entre equicontinuidade e

convergéncia uniforme de seqiiéncias de fungoes continuas.

Teorema 133. Se K C R ¢ compacto, f, € €(K) paran € N e se {f,}

converge uniformemente em K, entao {f,} € equicontinua em K.

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Como {f,} converge uniformemente, existe um
inteiro NV tal que
€
| fn — fnvll < 3 Vn > N
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Como funcoes continuas sao uniformemente continuas em conjuntos com-

pactos, existe um o > 0 tal que

\fi(x)—fi(y)|<§<€, zy€ K |r—yl<del<i<N.

Sen>Nexyc€ K, |r—y| <J,segue que

(@) = faW)| < |fulz) = fn()] + v (@) = In )] + v (y) = fay)] <€

Isto prova o teorema.p

Teorema 134. Se K ¢é compacto e a seqiéncia {f,} em €(K) € pontual-

mente limitada e equicontinua em K, entao
(a) {fn} € uniformemente limitada em K,
(b) {fn} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.

Prova: (a) Da equicontinuidade da seqiiéncia {f,}, dado ¢ > 0 seja 6 > 0
tal que

fa@) = )l < 5 <€ VneNe Yoy € K Je -yl <.

Como K é compacto, sejam py, ..., p, em K tais que K C [J;_, Vs(p;) onde,
parax € K, Vs(z) ={y € K : |y — z| < §}.

Como {f,} é pontualmente limitada, existe M; < oo tal que |f, (p;)] <
M;, ¥Yn € N.

Se M = max (My,...,M,), entdo |f,(x)] < M + ¢, Vo € K. Isso prova
(a).

(b) Seja E' um subconjunto denso contdvel de K. Do Teorema (1) {f,}
tem uma subseqiiéncia {f,,} tal que {f,,(z)} converge para cada = € E.

Coloque f,, = ¢;, para simplificar a notagdo. Vamos provar que {g;}
converge uniformemente em K.

Da equicontinuidade, dado € > 0 seja ¢ > 0 tal que
l9:e) —gi(y)| < 5. VieNe Vey € K Jo —y| <6
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Como E é denso em K e K é compacto, existem finitos pontos x1,..., T,
em FE tais que
K CVs(x)U---UVs(xy)

Dado € > 0 escolha ¢ > 0 como no inicio da prova. Sex € K,z € V (x,,9)

para algum s, de modo que

19:(2) — s (0] < 5

para cada 7 € N. Se i, > N, segue que

19i(2) = g;(2)] < gi(®) = gi (w)| + 193 () = g5 ()| + |9 () = g;(2)]
< €.

Isso completa a prova.n

Definicao 62. Seja {f,} uma seqiiéncia de fungoes definidas em um con-
Junto D.
Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em D se {f,(z)} € limitada,

Vx € D, ou seja, se existe func¢ao ¢ : D — R tal que
|fu(x)| < #(z), € D,neN.
Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0 tal que
|fo(@)| < M, z€D,neN.

Teorema 135 (1). Se {f,} é uma seqiiéncia pontualmente limitada de fungoes
definidas em um conjunto contdvel D, entdao {f,} tem wuma subsegiiéncia

{fn.} tal que {f,, (x)} converge para cada x € D.

O conceito de equicontinuidade para uma familia de fungoes é a chave
para a consecucao do projeto de mostrar que uma seqiiéncia ‘limitada’ de

fungdes (e alguma hipdtese adicional) tem uma subseqiiéncia ‘convergente’.
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Definicao 63. Uma familia % de funcoes definidas em D C R e tomando

valores em R € dita equicontinua em D se, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
:L',yGD,|1'—y| <5:>|f($)_f(y)| <, erﬁ

Teorema 136. Se K C R é compacto, f, € €(K) paran € N e se {f.}

converge uniformemente em K, entao {f,} € equicontinua em K.

Prova: Dado € > 0, da convergéncia uniforme de {f,}, 3N € N tal que

sup | fo(@) — f(2)] < g Vn > N.

xzeD

K compacto = f,,’s uniformemente continuas e existe 6 > 0 tal que
6 .
file)— fiwl <5 <e wyeK|o—yl<de[l<i<N]

See zr,y € K, |x —y| <0, segue que
[ful@) = faW)] < [ful@) = (@) + [fn(@) = fn )| + [ (y) — fuly)] <e
Isto prova o teorema.p

Teorema 137. Se K ¢é compacto e a seqiiéncia {f,} em € (K) é pontual-

mente limitada e equicontinua em K, entao
(a) {fn} € uniformemente limitada em K,
(b) {fn} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.

Prova: (a) Como {f, : n € N} é equicontinua, dado € > 0 seja § > 0 tal que
€
|fn(z) _fn(y)| < g <€, VneNe \V/[L’,y € K> |$_y| < 0.

Como K é compacto, sejam p1, ..., p, em K tais que K C [J;_, Vs(p;) onde,
paraz € K, Vs(z) ={y € K : |y — 2| < ¢}.

Como {f,} é pontualmente limitada, existe M; < oo tal que |f, (p;)| <
M;, ¥n € N.
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Se M = max (M, ..., M,), entdo |f,(x)] < M +¢€, Vr € K.

(b) Seja E C E = K contdvel. Do Teorema (1) {f,} tem uma sub-
seqiiéncia {f,,} tal que {f,,(z)} converge para cada = € E.

Provaremos que {g; :== f,,,} converge uniformemente em K. Da equicon-
tinuidade, dado € > 0 seja 6 > 0 tal que

€ .
9:(2) —giy)l < 3, Vi€ Ne Va,y € Ko —y[ <0.
Como K é compacto e £ = K, existem z1, ..., z,, em E tais que
K CVs(x)U---UVs(x).

Seja N € N tal que, para 1 <k <mei,j > N, |gi(7) — gj(zx)] < §. Se

€

v € K,z €V (x,0), para algum 1 < k < m, e |gi(x) — g; (v)| < § para
todo 7 € N. Se i,j > N, segue que

19:(x) = g;(2)| < lgi(x) = gi (o) + [9i () = g5 (2 + 195 (x) — g5 (2)] <€

Segue que {g;} converge uniformemente.q

20 O Teorema de Stone-Weierstrass

20.1 O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Teorema 138 (de Aproximacao de Weierstrass). Dados f € C(|a,b],R) e
€ > 0, existe um polinémio p : [a,b] — R tal que ||p — flloo = m{zwg”f(x) —
re|la

p(z)] <e.

Prova: Faremos a prova paraa =0e b = 1. O caso geral sera deixado como
exercicio ([0,1] 2z —y=2z(b—a)+a € [a,b)]).
Seja f € C([0,1],R) e os polinomios de Bernstein

Bo(z) = En: <Z> I (%)
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associados a f. Note que se f =1, entao

Z <Z> "l —o)" P =+ 1 —-2)" =1 (23)

k=0

Derivando a identidade anterior, obtemos que

3 <Z> (ka1 (1 — 2)"* — (n — k)z* (1 — o)™+

k=0

I
3
VR
> 3
\/
&
Bl
L
}—l
o
3
Z'?'
»—A
=
[u—
|
&
S~—
=
|
x>~
S~—
B,

Multiplicando por z(1 — x) obtemos que

() —2)" *(k —nx) = 0.

Derivando novamente e multiplicando por x(1 — x) e usando (23))

—nz(l —z) + Z ( ) (1—2)" "k —nx)* =0. (24)

Dividindo esta tltima expressao por n? obtemos

2 (Z) P12y e - D= 2D >

n n
k=0

f(@—f(%)'-

Como f é uniformemente continua em [0, 1], podemos encontrar 6 > 0 tal
que [¢ - £ < 6 = |f(x) - ()] < /2.

Agora, para qualquer x € [0, 1] fixo, separamos a soma do lado direito em
duas partes, denotadas por ¥ e Y, onde

E claro que

@) = B <3 (Z) (1 =yt

k=0
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e ¥ ¢ a soma dos termos para os quais [z — £ < 4§ e

e Y’ & a soma dos termos remanescentes.

E claro que ¥ < ¢/2. Provaremos que, para n suficientemente grande e
independentemente de z, ¥/ < €/2.

Como f é limitada existe K > 0 tal que sup |f(x)| < K. Segue que
z€[0,1]

Z 2KZ<) (1— ) _QKZ

1<k<n
|:E——|>5

De (25]) obtemos que

Iy ewy <t Ly

Isto prova o resultado.p

20.2 O Teorema de Stone-Welierstrass

Seja X C R um compacto e C'(X,R) os espaco das fungdes continuas de X

em R com a norma usual, isto é,
If = gl = max|f(z) — g(z)].

Em C(X,R) definimos a soma f + ¢ e multiplicacao f - g de duas fungoes
além da multiplicacao af de um escalar a por uma funcao f de forma usual.

Um conjunto A C C(X,R) é dito uma &lgebra se f,g € A, a € R implica
f+g€eA f-geAeaf € A

Exemplo 52. O conjunto dos polinomios trigonométricos é uma dlgebra em

C([a,b],R).

Definigao 64 (Algebra gerada). Se E C C(X,R) a intersecio de todas as
dalgebras contendo E € uma dlgebra, denotada por A(FE), chamada dlgebra

gerada por E.
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Exemplo 53. O conjunto dos polinomios reais em uma varidvel real sao a

dalgebra gerada por {1,z}.
Teorema 139. Se A C C(X,R) é uma dlgebra entao
A™ ={f € C(X,R) : fé limite uniforme de fun¢ées em A}
também é uma dlgebra.

Prova: Se f € A~ and g € A, existem seqiiéncias {f,},{g,} em A tais
fo =% £, g, == ¢ uniformemente em X. Segue que, para todo ¢ € R

AS fot g =3 f+g, ADfugn =3 fg, Adcf, =3 cf

uniformemente em K. Logo f+g€ A™, fge B, and cf € A=, e A~ é uma
agebra. g

Teorema 140 (Stone-Weierstrass). Seja A C C'(X,R) uma dlgebra tal que
A=A",1€Aesex,y € X, v #y, eriste f € A tal que f(x) # f(y).
Entao, A = C(X,R).

Se m%zc\f(x)\ <M, e>0,p(t) =ap+art+ -+ a,t" for um polindémio
TE

(do Teorema de Aproximagao de Weierstrass) tal que
[t = p()] <€, Vte[-M, M|
ep(f)=ao+arf+ayf?+---+a,f" entao p(f) € Ae

(@) =p(f(2))] <€ weX.

Segue do fato que A é fechada em C'(X,R) que |f| € A.
A seguir mostremos que se h, g € A entdao max{h, g} € Aemin{h, g} € A.

Isto segue do fato que

. 1 1
minth, g} = S(h+g) —Slh—gle A e

1 1
max{h, g} = §(h—|—g) + §|h—g| € A
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Seja z,y € X comz #ye f € C(X,R). A fungdo constante g*

com valor f(x) estd em A (aqui usamos que 1 € A).

Seja h¥ € A tal que h¥(x) # h¥(y). Sem perda de generalidade assumimos
h¥(x) = 0 (aqui usamos novamente que 1 € A).

Existe a € R tal que
fay ="+ ah? € A

satisfaz f,(x) = f(x) e fou(v) = f(y).

Seja € > 0, para cada y € X existe um intervalo aberto I, tal que y € I,
e fuy(2) < f(2) +€ Vz e,

Como X é compacto temos que I,,,, ..., I, cobrem X para alguma escolha

de y1,...,Yn. Seja
fo=min{foy, ..., fay. }-

Entao f, € A, | fo(x) = f(z)|e]| fu(2) < f(2) + € Vz € X.
Agora,para ¢ € X, existe um intervalo aberto I, tal que, Vz € I,

fe(z) > f(2) — e

Como X ¢é compacto, um numero finito desses intervalos I, ..., I,, co-
brem X. Seja

F=max{fs, ..., fo,}-
Entao FF e AeVz e X,
|f(z) = F(z)| <e

0 que prova o teorema.

21 Séries de poténcias

Agora consideraremos fungoes do tipo um particular tipo de série de fungoes.
Sao as chamadas séries de poténcias que vimos brevemente quando tratamos

do critério da raiz e sdo da forma
o
Z c, " ou
n=0
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Z en (x—a)".

Sem perda de generalidade consideraremos o caso a = 0.

Proposicao 19. Sejam xy, x1 nimeros reais nao nulos.

[e.e] [e.e]
s . n ~ s . n s
o Se a serie E Cn 1’0 fOT COHU@TgentG, entao a série E Ch Sera abSO‘

lutamente convergente, para cada x € (—|xol, |xo|).

o0 [o¢]
e Se a série E cpxy for divergente, entao a série g cp X’ serd diver-

gente, para cada x com |x| > |xq].

o0

Prova: Sabemos que a série numérica g cpx € convergente e xg # 0. Logo

n=1

lim c,zf = 0 e existe M > 0, tal que |c, x| < M, Vn € N.

n—oo
Se x € (—|xo|, |xo|) entao

n

x x
len 2| = [epag||—| < M|—|"= Mr", n €N,
x
onde r = |—| < 1. Do critério da comparagao para séries de termos nao-
o
(o]

negativos, a série Z |c,, 2| é convergente Ya € (—|xol, |zo|).

n=0
[ee]
Por outro lado, se |z2| > |x1] a série numérica E ¢y Nao pode ser con-
n=0
[e.e]

vergente pois isto implicaria a convergéncia da série E cpxy que é divergente.
. n=0
Disto segue que

o
Teorema 141. Dada a série de poténcias g X" uma, e somente uma,
n=0

das situacoes abaizo ocorre:

e a série de poténcias converge somente em x = 0;
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e a série de poténcias converge absolutamente Vax € R;

o criste R > 0, tal que a série de poténcias é absolutamente convergente

Vx € (=R, R) e divergente para todo x com |x| > R.

No ultimo caso nada podemos afirmar quando x = Roux = —R e a

analise tera que ser feita caso a caso como vimos anteriormente. Também

o 1 .
neste caso, do critério da raiz, = lim sup v/|cy|
n—oo

Teorema 142. Se R € (0,00], € tal que a série de poténcias chx" é

n=0
convergente, Vx € (—R,R) e f : (=R, R) — R € dada por

ch Vo € (—R, R).

oo

Entao, parar € (0, R), a série g cn, T serd uniformemente convergente em

n=0
[—r,r]. A funcao f serd diferencidvel em (—R, R) e

— chn "' Vr € (-R,R),

A fungao f serd integrdvel em [0,z] C (—R, R) e

! _ = Cn n+1
/Of(x)dx—;n_i_lx , Vx € (—R,R).

Sendo assim, a série pode ser derivada e integrada, termo a termo.

Nas condic¢oes do teorema anterior a funcao f é de classe C* isto é f €
C*((—=R,R),R). E, para cada k € N, teremos

f®(z Zn n—1)---(n—k+1)c, 2" ", Vo € (-R,R).
n=k
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Em particular, para cada k£ € N, teremos
f®(0)
k!
Logo, a série de poténcias que define f é a série de Taylor de f.
Existem fungoes f € C°((—R, R),R), de modo que

F®(0) = kleg, ou seja ¢ =

n

— f70) ,
f(z);éz %", para reR,
n=0
como por exemplo, a funcao f : R — R, dada por

1
e 22, paracada x #0
flx) =
0, para =0

Verifica-se que f € C*(R;R) e que

f™(0) =0, ¥n € N. (26)

x  _n
.. A € .
Exemplo 54. A série de poténcias E — converge Vr € R e sua soma é
n

n=0
e®

oo

Por outro, a série de poténcias g nlz" sé converge para r = 0.

n=0

o
A série g (—=1)"a" converge para —— se, e somente se, x € (—1,1).
n=0

1+
- (_1)n n+l __ 1’2 x?’ .
Integrando ; TR —:5—7%—? —...=log(l+2z), z € (—1,1]
T g P 21
tg(z) = | —— =2 — = — 4 (=1)"
e arctg(x) /01+t2 x 3+5 + ( )2n+1+
Agora consideramos a seguinte questao. Se a série de poténcias Z anz"”
n=0

converge em ambos os extremos, R e —R, do seu intervalo de convergencia
(—R, R), podemos garantir que a convergéncia seja uniforme em [—R, R]? A
resposta positiva é dada pelo
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Teorema 143 (Abel). Seja Zan:c" uma série de poténcias com raio de
n= 0

convergéncia R € (0,00). Se g a, R" converge, entao E a,x" converge

rz—R—

uniformemente no intervalo [0, R| e lim <Z anT ) = ZanR".
n=0

A prova do Teorema de Abel usa o lema a seguir.

Lema 11. Se {s,} = {a1 + ...+ a,} € limitada, isto €, sup{|s,| : n € N} =
K < o0, e {b,} € uma seqiiéncia nao-crescente de nimeros ndo negativos
entdo |arby + ...+ apb,| < Kby, Vp € N,

Prova:
laby + ...+ apby| = [s1by 4 (52 — s1)ba + ... + (5p — Sp—1)by|
= |s1(b1 — b2) + ...+ Sp—1(bpy—1 — b,) + S0,
< Kby —by+...+b,_1 —b,+b,) = Kby.
Prova do Teorema de Abel: Dado € > 0, existe N € N tal que

n>N = |a, 1 R+ .+ an R <€, VpeN.

Paran > N e o = a,4,R"?, p € N. Os a, satisfazem a hipdtese do lema
anterior, com K = e. Para todo z € [0, R], temos
il nip| x T\P T\"
U 1T "+ oo+ GpipT —a<—>+...+a (—) ~<— .
‘ +1 +p | ‘ 1 R p R | R
Do lema, com b, = (%)P, segue que, Vn > N e Vz € [0, R],

€T TL—|—1
e N S et <e<§) <e VpeN.

Isto prova que ) a,z" converge uniformemente em [0, R] e, como a,z" é
o0 [e.e]

|an+1$

continuo em [0, R, f(x) = Z a,x" é continua em [0, R|. Logo ZanR" =
n 0 n=0

f(R) = hm f(x) = lim Zana:

z— R~

Observagoes.
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1. As mesmas conclusoes do Teorema de Abel valem com —R em lugar

o0
de R. Basta tomar a série Z(—l)"an:c".

n=0

o
2. A série E a,x" converge uniformemente no seu intervalo de convergéncia
n=0
(—R, R) se, e sé se, converge nos pontos R e —R.

o) 1)
3. A série E %x"“ converge uniformemente em [—1 + 4, 1], para
n
=0

cada d > 0 mas nao converge uniformemente em (—1,1].

22 Funcoes Analiticas

Seja I C R um intervalo aberto. Uma funcao f : I — R é analitica se é C*°
e, dado xy € I, existe R > 0 tal que Vg(xg) = (xog — R,zo+ R) C I e

f(n) (o)

n!

f(x) = f(xo) + f(wo)(x — o) + -+ + (x —x)"+ -+, Vo € Vg(xo)

Assim, o valor de uma funcao analitica em cada ponto é dado pela sua série

de Taylor.
Vimos que, toda fungao dada por uma série de poténcias é C'™ e, se
(o @]
N () . , , . N
f(z) = Zan(x — xo)", entao a, = fT(!xo), isto é, toda série de poténcias é
n=0

uma série de Taylor.
Logo, f : I — R, é analitica se, dado g € I, existem R > 0, com

(xto — R,z9 + R) C I, e uma série de poténcias Zan(x — x9)" tal que

n=0
f(x) = Zan(z —x9)", Vx € (9 — R, 9 + R).
n=0

Ou se}a, o valor de f é dado pela soma de uma série de poténcias do tipo

Zan(x — )" em cada zg € I.

n=0
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Note que a série varia com o ponto xg (0s coeficientes sao dados em termos
das derivadas f™(zg)). Mesmo que a funcdo seja analitica em toda a reta,
sua série de poténcias em torno de um ponto xy nao precisa convergir em
toda a reta.

Teorema 144. A soma e o produto de fungoes analiticas f,g: 1 — R é uma

funcgdo analitica em I.

De fato, se dado xy € I, f(x) = Zan(x —x0)", |z —x0| <71 eglx) =
n=0

an(x —x0)" se |x — xo| < s et =min{r, s}, entao f(x)+g(zx) = Z(an +
n=0 n=0

bo)(x —x0)", e f(z)g(x) = ch(x — x)", com ¢, = agb, + ... + a,by, se
n=0

|z — x9| < t (Teorema (B)).
Uma das propriedades que distinguem as funcoes analiticas das fungoes
C> é dada pelo

Teorema 145. Se uma funcdo analitica f : I — R se anula, juntamente

com todas as suas derivadas, num ponto de I, entao f € identicamente nula.

Prova: Se A é o conjunto dos pontos de I nos quais f se anula juntamente
com todas as suas derivadas. A é aberto. Agora consideremos o conjunto B,
formado pelos pontos x € I para os quais f(x) ou alguma derivada f((x)
é diferente de zero. Como as derivadas sao continuas B também é aberto de
I. Comol=AUBeANB =@. Como A # @ segue que A =1

Corolario 39. Sejam f,qg: I — R analiticas. Se, para algun xo € I, tem-se
F™(z0) = g™ (x0),n € N. entdo f(z) = g(z) para todo = € I.

Lema 12. Seja f uma fung¢ao C* num intervalo I. Seja X C I um conjunto
com um ponto de acumulagdo xo € I. Se f(x) = 0 para todo x € X, entdo
f™(z0) = 0 para todo n > 0.

Prova: Seja {z,,} uma seqiiéncia estritamente monétona de pontos de X,

com lim z, = zo. Entao f(zg) = lim f(x,) = 0. Além disso, f'(x¢) =
n—oo n—oo
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f(an)—f(=o0)

Tn—2x0

lim
Tny1, tal que f'(y,) = 0.

Claramente {y, } é estritamente monétona e lim y,, = zy. Logo f”(z¢) =

n—o0
/ /
n) — fl(x

o ')~ f (o)
todas as derivadas de f se anulam em .

= 0. Pelo Teorema de Rolle, Vn € N, existe y, entre z, e

= 0. Argumentando por indugao podemos mostrar que

Teorema 146. Seja I C R um intervalo aberto, X C I um conjunto que
tem um ponto de acumula¢ao xy € I e f: I — R analitica. Se f(x) = 0,
Vo e X, entao f(x) =0, Vz € I.

Corolario 40. Seja I C R um intervalo aberto, X C I um conjunto que tem
um ponto de acumulag¢io xg € I e f,g: 1 — R analiticas. Se f(x) = g(z),
Vo € X, entao f(z) = g(x), Vo € I.

Teorema 147. Seja f : (—R, R) — R dada por f(z Zan Para todo

0 € (=R, R), f(x) =Y balx —a0)" se |z — xo| < R — |o].

n=0
o
Prova: Se |z —x¢| < R—|xo| entdo |xo|+ |z — x| < R. Logo a série Zanx"
n=0
o0
converge absolutamente para x = |xg| + | — zo]. isto é, Z lan|(|zo| + |z —
n=0

Io‘)n < Foo e

Z || Z ( ) |lzo|"*|z — 20|F < +00.
n=0

Logo
flx) = Zan Zan [0 + (2 — xo)]"
n>0 k>0
_ Z a, i (Z) g;g—’f(gg — )k [Teorema (A)]
n>0 k=0
“E [ (1) e e
k>0 Ln>k k>0



o0 o0

Corolario 41. Sejam Z anx" e Z b,x™ séries de poténcias convergentes no
n=0 n=0
intervalo (—R, R) e X C (—R, R) um conjunto com um ponto de acumula¢io
o

nesse intervalo. Se Z a, " = Z b,x" para todo v € X entao a, = b, para

n=0
n € N.
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23 Apéndice

23.1 Seqiiéncia dupla

Uma seqiiéncia dupla (z,x) é uma fungao x : N x N — R, que associa a cada

par (n, k) de niimeros naturais um ntimero real x,.

11 T12 T13
To1 Tz XT23

T31 T32 X33

o (o] o o
Consideremos as somas repetidas E E Tok | € E E Tok |-
n=1 \k=1 k=1 \n=l1

Mesmo quando ‘convergem’; elas podem dar diferentes resultados.

Por exemplo, somando primeiro as linhas no quadro abaixo, obtemos

Z(Z Tnr) = 0 enquanto se somarmos primeiro as colunas, teremos Z(Z Tpk) =
n=1 k=1 k=1 n=1
o 1 n
> (3) =1
2

k=1

i -1 0 0 o0 — 0

0 2 =2 0 0 — 0

o o L -I o0 — 0

15 15
0 0 0 6 ~16 — 0

= <—
N
o= $—
Sl <

Surge o problema de obter condi¢oes que assegurem a igualdade das duas

somas repetidas. Nosso primeiro resultado sera o
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Lema 13. Se f, : N = R € dada por f,(j) = xp1+...+2p;, Z fn converge

n=1
uniformemente em N e Z Tnk converge, ¥Yn € N, entao
k=1
> (Y] -3 (Lo )
=1 \k=1 k=1 \n=1
Prova: Segue do fato que Z fn converge uniformemente
n=1
B)ITEDY )> >y
33 =3 [ 0] = i [ 3000 | = i 3
n=1 k=1 n=1 J7reo yéqj_n:l I7reo n=1 k=1
[ j oo oo 00
- [ - Y
e k=1 n=1 k=1 n=1
Teorema 148 (A). Dada {x.}, se Z |Tnk| = a,, para cada n e Zan <
k=1 n=1
+o00 entao
> (L) - 32 ()
n=1 k=1 \n=1

Esta afirmacao implica, em particular, que todas as séries contidas na igual-

dade acima sao convergentes.

Prova: Pondo f,(k) = 2,1 +Zn2+. . .+Zpk, como no lema, temos | f,, (k)| < ay,
para todo k e todo n. Logo Y ">, f, é uniformemente convergente em k € N

pelo Teste M de Weierstrass. O lema anterior implica o resultado.q

23.2 Produto de Cauchy séries

A seguir definimos o produto de Cauchy de duas séries numéricas.

Definicao 65. Dadas as séries Zan e Z b, o seu produto de Cauchy € a
n=0 n=0

(o] n
série E ¢, onde ¢, = E agby—_r, Yn € N.

n=0 k=0
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Observacao 6. Fste produto € inspirado no produto de polinémios.

O produto de séries convergentes pode nao ser convergente. Basta con-

— (=D
siderar a série Z ——=— (exercicio).
o Vit

Teorema 149 (B). Se Zan ¢ absolutamente convergente com soma A,

n=0

an ¢ convergente com soma B, entao o seu produto de Cauchy ch,

n
E apbn_1, n € N, é convergente com soma AB.
k=0

Prova: Se A, = Zak, B, = Zbk, C, = ch e b, =B,—B,n €N,
k=0 k=0 k=0

entéoAnTH—ofA, Bn7H—°>OBeBnTH—O>OO.
Queremos mostrar que C,, —3 AB.

Para cadan € N

Ch=cot+ca+-+c,
= apbo + (apby + aibg) + - - - + (agby, + a1by—1 + -+ - + an_1by + a,by)
=ag(bo +by 4+ by) +Fay(bo + by + -+ byq)

+ o4 a1 (b + b1) + anbo

=ayB,+a1By_1+---a,_1B1 + a,By
=ag(B+ Bn) + a1 (B + Bn-1) + -+ + an(B + )
=(ap+a+--+a,)B+afy+ar1fn1+- -+ a,fo
= AnB + apfn + a1fn1+ - + an—101 + anfo.

Se Yn, = aofn + a1fn—1+ -+ an_1/1 + anfo, n € N.

e o resultado estard provado se mostrarmos que lim v, = 0.
n—oo
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o o
Como E a, é absolutamente convergente seja o = g ||

o
Como an é convergente, dado ¢ > 0, existe N € N, tal que |3, =
n=0

|B, — B| < € sempre que n > N.
Logo, paran > N,

[Vl = [(Boan + -+ BNan-N) + (BNt1@n-N—1+ -+ + Brao)|
< [Boan + -+ + Byan-—~| + |Brtillan—n—1] + - + [Bal|ao]
<|Boan + -+ Byan-n| + & (|an-n-1] + - -+ |ao])
< |Boan + -+ - + Bnan—n| + ca.

logo 0 < limsup,, . 7| < €a, para todo € > 0 e lim ~, = 0, comple-
n—oo

tando a demonstracao.p

23.3 Lema do Sol Nascente - Rising sun lemma

O lema do sol nascente é devido a Frigyes Riesz ([I]). O nome do lema vem
de imaginar o grafico da fun¢ao g como uma paisagem montanhosa, com o
sol brilhando horizontalmente da direita. O lema descreve o conjunto dos

pontos de (a,b) que estdo na sombra.

Lema 14 (Lema do Sol Nascente). Seja g : [a,b] = R uma fun¢do continua

e

S ={x€la,b]: existey € (x,b] com g(y) > g(z)}

Note que b ¢ S e a pode ou nao estar em S. Defina E = SN (a,b).
Entdao E € um conjunto aberto e pode ser escrito como uma unido contdvel

de intervalos disjuntos
E = U (ak, bk)
k=1

com g(ag) = g(bg), exceto se ar, = a € S, para algum ko. Neste caso
g(a) < g(by,). Além disso, se x € (ay,by), entao g(z) < g(bx).
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Prova: Note que, se [¢,d) C S ed ¢ S entao g(c) < g(d).

De fato, se g(c) = g(d), g(z) = max{g(z) : € [¢,d]} para algum z €
[c,d). Como z € S, existe y € (z,b] com g(z) < g(y).

Claramente, y € (d,b] e g(d) < g(2) < g(y). Isso implica que d € S, o
que é uma contradigao.

Da continuidade de g, E é aberto, e portanto pode escrito, de maneira
tnica, como uniao enumerdvel de intervalos abertos e disjuntos {(ay,by) :
k € N}.

Segue imediatamente da afirmativa anterior que g(x) < g(by) para x €
(ak, by). Como g é continua, também devemos ter g(ax) < g(by).

Se ar, # a ou a ¢ S, entdo ap ¢ S, entdo g(ag) = g(bx). Assim, g(ay) =
g(bx) nesses casos. Por fim, se ay = a € S, a primeira parte da prova nos diz

que g(a) < g(bx) g
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