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1 A integral de Riemann-Stieltjes

1.1 Introducao: A integral de Riemann

No que se segue, vamos apresentar a integral de Riemann.

Dados a < b, seja #A([a,b],R) = {f : [a,b] — R tal que f é limitada}.

Definigao 1. Dizemos que P = {xo,x1,- -+ ,x,} € uma particio de |a,b] se
To=a< T <Tog<- < Tp_1 <, =0>. (1)
Se Ax;:=x; —x;i-1, 1 <i<n, ||P|| :=sup{Az; : 1 <i< n} serd chamada

de malha da particao P.

Se f € A([a,b],R), M; = sup f(z), m; = [inf }f(:c) e chamamos
me[wi_l,xi} TE|Ti—1,%i

de soma superior e inferior da funcao f relativas a P, as somas
i=1 i=1

Note que

zn:Aa:i:b—a
i=1

o L(P,f)<U(P,f)pois m; < M;, 1 <i<n.

o m = ir[lfb]f(x)eM: sup f(z),m<m; < M; < M,1<i<n.
z€la, z€|a,b|

o m(b—a) <L(P, f) =Y miAz; <Y MAz; =U(P, f) < M(b—a)
i=1 i=1
e Os conjuntos {U(P,f) P e Bz[a’b]} e {L(P, f):Pe @[a,b]} sao lim-
itados inferiormente e superiormente, respectivamente, onde P, =

{P : P é particao de [a,b]}.



Definimos a integral superior de Riemann de f em [a, b] por

b
/f(:v)dx: inf U(P, f)

Pes

e a integral inferior de Riemann de f em [a, b] por

/ f(z)dx = sup L(P, f).

Py

Dizemos que f é Riemann integravel em [a,b] se

Zf(w) dx = L f(@).

O valor comum acima é chamado integral de Riemann de f em [a, 0]

b
e denotado por / f(z)dx

X([a,b]) = {f € B([a,b],R) : f Riemann integrével em [a, b]}.

Nem toda funcao limitada é Riemann integrével. De fato, seja f : [0, 1] —
R dada por

fz) =

{O, para = € QNI0,1] @

1, para zelNnjo0,1].

E claro que f é limitada em [0, 1]. Mostremos que f nao é Riemann integravel
em [0, 1].

De fato: Se P = {0 = zg, 21, -~ ,2, = 1} € Py, como M; =
SUDyeln 1.0 [ () =1 e m; =infoep, 2 f(x) =0,

=1 =1

=1 =1



Sendo assim,

Zf(x) dr=14 L Fla) i =

e f nao é Riemann integrével em [0, 1].

1.2 Integral de Riemann-Stieltjes: Definicao e carac-

terizacao

A seguir introduziremos a integral de Riemann-Stieltjes. Seja « :

nao-decrescente. Claramente « ¢é limitada em [a, b]

Dada P = {0, 21, -+ ,Tn} € Pay), Para 1 < i < n, seja
Aw; = afz;) —a(x;i—) >0, 1<i<n.

e, dada f € #A([a,b],R), defina
U(P, f,a) ZM A,

L(P, f,«) Zmonzz,

com M; = sup f(x), m;= _inf f(z), como antes.
T€[Ti—1,24] z€[Ti—1,%4]

Note que
Z Aa; = a(b) — ala)
i=1
L(P, f, «a) z:monzz ZMiAozi =U(P, f «a)

m[a(b) — a(a)] = ‘Zonz2 Z M;Aa; =

L(P, f,« Zmlezl < MZAOQ = M [o(b) —
i=1

P, f,a)

a(a)]

[a, 0]

— R



onde m = inf,cpp f(2) € M = sup,e(, ) f(x), como antes.

Disto segue que os conjuntos
{L(Pafv a)7 P e @[a,b]} € {U(P7f7 Oé), P e y[a,b}}

sao, respectivamente, limitado superiormente e inferiormente em R. Logo
definimos a integral superior e a integral inferior de Riemann-Stieltjes da

fungao f em [a, b], relativamente a a por

b b
/fdazpixel;U(P,f,a)e/fda:supL(P,f,a).

a a Pey

A funcdo f é Riemann-Stieltjes integravel em |[a, b], relativamente

ffdaz/abfda,

e o valor acima é chamado integral de Riemann-Stieltjes de f em [a, b],

a ( se

relativamente a funcao «. e serd denotado por

/abfda ou /ab f(z)do(z)

Denote por Z(a,[a,b]) = {f € %(|a,b],R) : f é Riemann-Stieltjes in-
tegréavel [a, b], relativamente a a}.
Se a : [a,b] = R é dada por a(x) = x, x € [a,b] a integral de Riemann-

Stieltjes, relativamente a «, coincide com a integral de Riemann, ou seja,

/abfda:/abf(x)dx

pois, neste caso, Aa; = a(x;) — a(zi—1) = x; — v = Az, 1 <i < n.

Note que « : [a,b] — R 86 precisa ser nao-decrescente em |[a,b|, para
podermos definir a integral de Riemann-Stieltjes de fungoes f € %([a, ], R)
relativamente a «.

Vamos supor, daqui em diante, que
a(b) > ala). (3)
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Caso contrario, a integral de Riemann-Stieltjes de f relativamente a « seria
nula para toda f € %([a,b],R).

A seguir passaremos a investigar em que situagoes existe a integral de
Riemann-Stieltjes, relativamente a funcao «, para uma funcao limitada, a

valores reais, definida no intervalo [a, b].

Definigao 2 (Refinamento). Sejam P,P* € Py, dizemos que a partigio

P* é um refinamento da particao P, se
PP,
ou seja, todo ponto de P é um ponto de P*.
Sejam Py, Py € Pa4). Definimos
P =P UPs. (4)
Entao P* € P,y e P* é um refinamento comum a P; e a Ps.
Proposicao 1. Sejam P, P* € P,y com P* D P. Entao,

L(P, f,a) < L(P*, f, ) (5)
U(P*, f,a) <U(P, f,a). (6)

Prova: Se P* = P nao ha nada a fazer. Se P C P*, seja z* € P*\ P.

Considere, inicialmente, o caso
P =PU{z"}.

Logo, se P tem n elementos, P* tem n + 1 elementos e

’P:{a:xO?xla"'71’1'07171’1'07"‘,xn:b,

* *

P ={a=uwp,x1, -, Tiy—1, T, Tiy, -+ ,T, =Db}
— _ * * * * * * _
- {a = Tgy, Ly, ’xig—laxiov'rio-i-la"' y Ly = b}

Sem; = inf f(z),1<i< m; = inf f(x),1<j<n+1

TE[Xi—1,%4] z€lw;_q,7]

ne
-1
Ac; = alz;) —a(zis1), 1 <i<neAat =a(x?) —alzi_), 1 <j<n+ 1

j—1



Assim,

n+1

L(P*, f,a) — L(P, f,« Zm Aaj —ZmZAaZ

=m; Aaj +mj AOAZOH My Ay,

=m; Ao +my . Aoy ) — My [9($10) —a(z") — (") — alz, 1))

(.

-~

«
AalOJrl Aaio

= [mi, —milla(e”) = a(@ip1)] + [mijg 1 = miglla(e,) — (@) > 0

ou seja,
L(P*, f,a) — L(P, f,a) = 0

O caso geral segue por inducao. A desigualdade para a soma superior é
obtida de maneira andloga (Exercicio).g

Como consequéncia do resultado anterior temos

Teorema 1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada em [a,b]. Entdo

/ibfdagffda. (7)

Prova: Do resultado anteior, se P1, Py € P4 ¢ P =P UP;

L(Plafa O‘) g L(P*7f> O‘) g U<7)*7f7 Oé) g U(P27f7 Oé).

b

b
fda = sup L(Pr.f.0) < nf U(P foo) = [ fda
Ja_ 7’16:@ 'PQEW a

completando a prova.
Corolario 1. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada em [a,b].

Entao [ € Z(a,|a,b]) se, e somente se, dado € > 0, existe uma parti¢ao

P e P, tal que
U(P,f,a)—L(P,f,a) <€

10



Prova: Note que, dado € > 0, se P € & é tal que a desigualdade acima esta

satisfeita,
b
L(P, fa) < sup L(P', f,a) = / f da
Plep Ja
b
< / fda= it U(P',f,a) <U(P,f.a)
" Py
e

b b
0</fdoz—/fdozéU(P,f,oz)—L(P,f,a)<e.

Segue que f € Z(a, [a,b]).
Por outro lado, se f € Z(a, [a,b]),

inf U(P, f,«) = sup L(P, f,«a).

rPes Pep

Logo, dado € > 0, existem particoes P, P, € & tais que

b b
U(P,f,a)<U(P2,f,a)</fda+§:/ fda+§,

b b
L(P.f.0) > LPuf.a) > [ fda—5= [ faa-,
onde P ="P; UP,. Ouseja 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) < e
Teorema 2. Seja f : [a,b] — R € limitada e € > 0 dado

e 1) Se existe P € & tal que 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) < € entdo
0 < U(P*, f,a) — L(P*, f,a) < €, para todo refinamento P* de P.

e 2) Se existe P = {a = xg,x1, - , 2, = b} tal que 0 < U(P, f, ) —
L(P, f,a) < € e, para cada 1 < i < n, dados s;,t; € [x;_1,x;], entao

DI () = f (1)) Ao <ce. (8)
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e, se f € %(a,la,bl]),

n

b
> f(t) Ay —/ fda

=1

< €. 9)

Prova: 1) Seja P € & tal que 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) < € e P* um

refinamento de P. O resultado segue de

L(P, f,a) < L(P", f,e) SU(P", f, ) SU(P, [, ).

2) Sabemos que, para cada i € {1,2,---,n}, se s;,t; € [x;_1,2;] entdo
f(sl) 7f(ti) € [m“ ] |f( ) ( )| M —my onde m; = infxe[xifl,xd f(l’)
e M; = Sup,epy, , 4,1 f(2). Portanto

Z [ (s1) = F(t)] Aoy <D (M; = mi) Aoy = U(P, f,a) — L(P, f,a) <
=1

e o resultado segue.
Se f € Z(«, [a,b]), dado € > 0, existe uma P € Z([a,b]) tal que

L(P, f,a) < /bf da < U(P, f,a) < L(P, f,a) +¢
Escolhendo t; € [z;_1, 2], f(t:) € [mi, M;]
L(P, f,«) ZmlAal Zf ) Ay
ZMAQ,_ (P, f,a) < L(P, f,a) +
e o resultado segue.

1.3 Classes de Funcoes Riemann-Stieltjes Integraveis

Teorema 3.

C(la,b]; B) C Z(a, [a,8])
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Prova: Dado € > 0, escolhamos 1 > 0, de modo que
€
") —ala)

e, como f é uniformemente continua, seja § = d(¢) > 0 tal que z,t € [a, bl
|z —t] < ¢ implica |f(x) — f(t)| <n.

Seja P = {a = g, -+ ,x, = b} tal que ||P|| = sup{Az; : 1 <i<n}<o.

Como f é continua, podemos escolher s;,t; € [z;_1, x;] tais que m; = f(t;)
e M; = f(s;). Logo, |t; — s;| < Ax; < e

(10)

|M; —my| = |f(z:) — f(t:)] <n

n

UP, f,a)— L(P, f,a) = Z<M’ —m;)Aaq; < niAai =e.

i=1 i=1

Segue que f € Z(a,a,b]) g
Teorema 4. Se [ : [a,b] - R € mondtona em [a,b] e o : [a,b] — R é
continua e ndo-decrescente. Entdo f € Z(«,|a,b]).

Prova: Dado € > 0 e n € N*, escolha uma particao P tal que

a(b) — ala
Aay= O =@ oy
n
Isto é possivel pois « satisfaz a propriedade do valor intermediario. Se f

¢é nao-decrescente (o outro caso é andlogo). Entao

Mi=f(z;), m;=f(xie) (=1,...,n),

e portanto

U, fa) = 1P, fr) = “O S ) f i)



se n for suficientemente grande. Segue que, f € Z(«, [a,b]) g

Teorema 5. Se f € HAB([a,b],R) possui somente um nimero finito de pon-
tos de descontinuidade e « : [a,b] — R uma fungdo nao-decrescente que €

continua nos pontos onde f € descontinua. Entao f € %(a, [a,b]).

Prova: Dadoe > 0,se M =sup|f(x)| e E = {y1, -+ ,yx} 0 conjunto (finito)
das descontinuidades de f. Como « ¢é continua em todos os pontos de F,
podemos cobrir E por intervalos disjuntos [a,b] D [uj,v;] 3 y;, 1 <@ < k
tais que

(a(v)) — a (u))) <.

k
=1

J

Podemos escolher estes intervalos de modo que se y; ¢ {a,b} entdo y; €
I = (uj,v5) (se y1 = a (ye = b), Iy = [a,v1) (Tx = (ux, b])).
k

O conjunto K = [a, b\ U(uj, v;) é compacto e f é uniformemente continua

j=1
em K. Seja d >0 tal que s,t € K, [s—t| <0 = |f(s)— f(t)] <e.
Agora escolhemos uma partigdo P = {xg, 21, ..., x,} de [a, b], da seguinte

forma: wj,v; € P, 1 < j < k. Nenhum ponto de (u;,v;) pertence a P. Se
xi—1 # u;, para todo 1 < j < k, entao Ax; < 6.
Note que M; — m; < 2M para todo i e M; — m; < € exceto quando x;_;

¢ algum dos u;. Logo
U(Pv f7 O./) - L(Pa fa Oé) S [a(b) - Oé(a,)]é + 2Me.

Como € > 0 é arbitrério, f € Z(«,[a,b]).g

1.4 Propriedades

Teorema 6. Se f € Z(a,[a,b]), f(la,b]) C [m,M] e ¢ : m,M] — R ¢
continua entao, h = ¢ o f € %(a,la,b]).

Prova: Dado ¢ > 0, como ¢ é uniformemente continua em [m, M], existe
0<éd<etal ques,te[m,M],|s—t] <d=|o(s)—o(t)] <e.
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Como f € Z(a,[a,b]), existe P = {xo, T1,...,2,} € Py tal que

U(P,f,Oé) - L(Pa faOé) < 52'
Ser € A(la,b,R) e M = sup r(x),m = [inf ]r(x). Seja A = {i :
TE[Ti—1,2;4] TE[T;—1,%4
1<z’<neMif—me<5}eB:{i:1<i\ner—m J}, entdo,
para i € A, a escolha de ¢ implica que M}* —m! <e.
Para i € B, M]'!—m} < 2K, onde K = sup;cy,, 1 [6(t)]. Logo, da escolha

de P,
6> A <Y (M —m]) Aa; < 82
i€B i€B
e > epAa; <0 < e Segue que
U(P.h,a) — L(P,h,a) =Y (M= mf) Aa; + Y (M " Aai
i€A icB
< €|la(b) — ala)] + 2K6 < €[la(b) — a(a) + 2K].

Como € > 0 é arbitrédrio segue que h € Z(«, [a,b]).g

Teorema 7. (a) Se fi € Z(a,[a,b]) e fo € Z(«,|a,b]) entdo f1 + fo €
X(a,[a,b]), c- f € Z(a,]a,b]) para todo c € R, e

b b b
/ (f1+f2)d062/ fldOé+ deOé,
/bcfda:c bfda.
(b) Se fi(x) < fa(x) em [a,b] entao

/ frda < / foda

(¢) Se f e Z(a,a,b]) ecée (a,b) entio f € Z(a,|a,c]) N Z(a,][c,b]), e

/acfda+/cbfda:/abfda



1. (d) Se f e Z(a,la,b]) eif |f(x)] < M entio

/abfda

(e) Se feZ(a,[a,b]) e feR(ala,b]) entio f € X (aq + as,|a,b]) e

/abfd<a1+a2):/abfda1+/abfda2

se f € Z(a,[a,b]) eR>c>0 entdo f € Z(ca,la,b]) e

/abfd(ca) :c/abfda

Prova: Se f = fi; + f2 e P é qualquer particao [a, b], temos

< Ma(b) — afa)].

L(P,fl,Oé)+L(7D,f2,Oé) < L(P,f,Oé)
< U(P,f,()é) < U(P,fl,OZ)+U(P,f2,CJé).

Se fi € Z(«,[a,b]) e fo € Z(a,[a,b]) e € > 0 existem P; € Z([a,b])
(7 =1,2) tal que

Y

U(Pafjaco _L<P7fj704) g U(Pjvfjaod) _L(Pj7fj7a) <

DN ™

onde P é refinamento comum a P; e Ps. Logo

UP, f,a) — L(P, f,a) < e

Segue que f € Z(o, [a,b]).
Com esta mesma P remos
U (P, fr.a / fida+e (j=1,2)

/fda<U73f, /fldoz+/f2da+2e.
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Como € é arbitrario conluimos que

/abfdag/abfldonr/abeda

Este mesmo resultado para —f; e —fs, nos da a desigualdade reversa e a

igualdade esta provada.

As provas das demais afirmativas sdo semelhantes (exercicio). Na parte
(c) a estratégia é considerar refinamentos que contém o ponto ¢, na aprox-

imacao da integral.

Teorema 8. Se f € Z(a,|a,b]) e g € Z(a,]a,b]) entao

[ saa] < [ 15100

Prova: Se f € Z(a,a,b]) e ¢(t) = t? entdo ¢po f = f?> € Z(a,[a,b]). A
identidade

° (a) fg € %(a> [CL, b])7

o (0) [fl € Z(a[a,b]) e

Afg=(f+9)° = (f—9)
completa a prova de (a).

Se ¢(t) = |t|, oo f = |f| € Z(a,]a,b]). Escolha ¢ = £1 tal que

c/fda}O

’/fda :c/fda:/cfda</|f|da

pois c¢f < |f|. Isto prova b).g

Definicao 3. A funcdo degrau unitdrio I é definida por

1oy =0 <0
1

(x > 0)

17



Teorema 9. Se a < s < b, f € HB([a,b],R) € continua em s, e a(x) =

I(x —s), entdo
b
[ rda= i)

Prova: Considere as partigoes P = {xg, x1, Z2, 23}, onde g = a, e 11 = s <

T9 < x3 = b. Entao
U(P7faa>:M27 L(Pvfaa):mQ-

Como f é continua em s, vemos My e my convergem para f(s) quando

To — S

Teorema 10. Sec, >0, n=1,2,3,..., > > ¢, € convergente, {s,} € uma

seqliéncia de pontos distintos em (a,b),

a(r) = Z el (= sy)

e [ € continua em [a,b] entao

o0

/abfda—chf(sn).

n=1
Prova: Por comparacao a série é convergente para cada x. Sua soma «(z)

o

é claramente mondtona, a(a) =0e a(b) =) ",

Cn.-

Dado € > 0 escolha N € N tal que Z ¢, < €. Faga
N+1

ap(x) = chl (x —s,), aoz)= chI (x — sp) .

N+1

Dos teoremas anteriores
b N
/ fdal = chf (Sn)
a i=1

18



Como ay(b) — a(a) = D, cn < €

/ab fdaz

onde M = sup|f(z)|. Como o = v + g, segue que

b N
[ rda=Y et s
a i=1

Se fazemos N — oo, obtemos o resultado.

< Me

< Me

1.5 Mudanca de variavel

Teorema 11. Sejam « : [a,b] — R ndo-decrescente e diferencidvel com
o € Z(la, b)) e f € B([a,b],R). Entao [ € Z(a,[a,b]) se, e sd se, fo' €

2 (la,b]). Neste caso
b b
/ fd&:/ f(x)d (x)dz.

Prova: Dado € > 0 existe P = {zo,...,x,} € Z([a,b]) tal que
U(P,o/)—L(P,d)<e (o)
Do Teorema do Valor Médio existe ¢; € [x;_1,x;] tal que
AOQ’ = O/ <t1> AZ‘Z‘, 1 < ) < n.
Se s; € [x;i—1, ;] entdo
D ol (si) — o ()| Az < e.
i=1
Seja M = sup | f(z)|. Como

Z f(si) Aq; = Z F(si) o (t;) Az

19



segue que

Z f(s:) A — Z f(s:)a (s;) Ax;| < Me. (%)

i=1
Em particular,

n

Zf(si)Aa/i SU(P, fa')+ Me

=1

para todas as escolhas s; € [z;_1, x;], de modo que
UP, f,a) <U(P, fa') + Me.
O mesmo argumento nos leva de (%) a
U((P, fo') <U(P, f,a) + Me.

e portanto
|U(P,f,0&)—U(P,fCY/)| <M€ (T)

Agora note que (o) permanece valida de P for substituida por um refina-

mento. Logo (1) também permance valida. Concluimos que

Zfdoz - Zf(x)a’(w)d:v

ffda = ff(:c)o/(x)dac

para qualquer f € %([a,b],R). A igualdade para as integrais inferiores segue

< Me.

Como € é arbitrario

da mesma maneira de (*).g

Os dois teoremas anteriores ilustram a generalidade e a flexibilidade iner-
entes ao processo de integragao de Stieltjes.

Se o é uma funcao degrau pura, a integral se reduz a uma série finita ou
infinita.

Se o tem uma derivada integravel, a integral se reduz a uma integral de

Riemann usual.
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Isso torna possivel, em muitos casos, estudar as integrais e séries simul-
taneamente.

Para ilustrar este ponto, considere um exemplo fisico. O momento de
inércia de um fio reto de comprimento unitario, em torno de um eixo que

passa por uma extremidade, em angulo reto com o fio, é

/ dm 1)

onde m(z) é a massa contida no intervalo [0, z]. Se o fio for considerado com

densidade continua p, ou seja, se m’(x) = p(z), entdo (33) se transforma em

/O 1 22p(x)dz

Por outro lado, se o fio for composto de massas m; concentradas nos

pontos z;, (1) torna-se

Z 2
i
Portanto (1) contém o caso anterior e também o caso no qual m é continua

mas nao ¢é diferenciavel em todos os pontos.

Teorema 12 (Mudanca de varidvel). Sejam ¢ : [A, B] — [a,b] continua e
bijetora com ¢(A) = a e p(B) = b, a é nao-decrescente, f = aop e g = fop.
Se f € Z(a,a,b]) entao g € Z(B,[A, B]) e

/ABgdﬁz/abfda

Prova: Se P = {xg,..., 2.} € Py e Q = {Yo,.--,Un} € Pap, com
x; = ¢ (y;). Todas as partigoes de [A, B] sao obtidas desta forma.

Como os valores de f em [z;,_1, ;] e de g em [y;_1, y;] sdo os mesmos,

U(Q7g7ﬁ):U<,P7f7a)7 L(Q7g7/8):L(P7f7a)
Como f € Z(a,[a,b]), P pode ser escolhida de forma que ambas U(P, f, «)
b
e L(P, f,a) estao préximas a / fda.
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Segue que g € Z(f,[A, B]) e o resultado esta demonstrado.p
Agora vamos considerar o seguinte caso especial. Tomamos «a(z) = x.
Etao 8 = . Suponha que ¢' € Z([A, B]). Aplicando os dois resultados

anteriores temos

/ab f(x)de = /AB )¢ (y)dy.

1.6 Teorema fundamental do calculo e Integragao por

partes

A seguir mostraremos que a derivagao e a integragao, em algum sentido, sao

operagoes inversas.

Teorema 13. Se f € #([a,b]). Para a < x < b, faca

F(z) = / F(t)dt

Entao F : |a,b] — R € Lipschitz continua (portando diferencidvel exceto em
um conjunto com medida exterior nula) e, se f é continua em xo € la,bl,

entdo F' ¢ differencidvel em xg, e

F' (x0) = f (o)

Prova: Como f € Z([a,b]), sup |f(t)] =M < o0. Se a <z <y < b, entdo
tE(a,b]

|F(y) = F(x)| =

/ yf(t)dt] < M(y— =),

e segue que F' é Lipschitz continua.

Agora, se f é continua em xy, dado € > 0, escolha § > 0 tal que
€ [a,0], |t —xol <6 = [f(t) — f(z0)] <e.

Logo,se xp —d <s<axg<t<zg+dea<s<t<btemos

F(t) — F(s) :‘ 1
t—s t—s

— f(x0) / () — f (o) dul < e

Segue que F' (z) = f (x0) g
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Teorema 14 (O teorema fundamental do célculo). Se f € Z([a,b]) e eziste

fungao diferencidvel F : [a,b] — R tal que F' = f, entdo

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Prova: Dado € > 0 seja P = {xg,...,2,} € P([a,b]) tal que U(P, f) —
L(P, f) < e. Do Teorema do Valor Médio

F(x;) — F(x;_1) = f (t;) Ax;, para algum t; € [x; 1, 7],

parai=1,...,n. Logo > | f (t;) Az; = F(b) — F(a) ¢

< €.

‘F(b) ~ Fla) - / Koy

Como € > 0 é arbitrdrio o resultado segue.

Teorema 15 (Integracdo por partes). Se F,G : [a,b] — R, sdo difer-
enciqveis, F' = f,G' = g € %Z([a,b]). Entao

/ F(z)g(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / f(z)G(x)dx.

Prova: Faga H(z) = F(2)G(x). H' € %([a,b]) como soma de produtos de

fungoes em Z([a, b]). O resultado segue do teorema anterior a H.g

1.7 Caracterizacao de Funcgoes Riemann Integraveis

Definicao 4. Se f € %([a,b],R) defina w/ : [a,b] — R por w/(z) =

lii% wl(z), onde

wh(x) =sup{|f(s) = f(t)] : 5,t € [a,0] N (z — v, 5 + )}

Note que, para cada z € [a,b], (0,00) 3 v = wf(z) € [0,00) é ndo-
decrescente, logo w/(x) estd bem definida para cada z € [a, b].

E claro que f é continua em p € [a, b] se, e somente se, w/ (p) = 0.

De fato, w/(p) =0
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e se, e somente se, dado € > 0 existe § > 0 tal que 0 < v < § = wl(p) < ¢
ou

e se, e somente se, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < v < § =
£(s) = F(p)| < ¢, para todo s € (p— v, p+ ) N [a,8] o

e se, e somente se, f é continua em p.
Lema 1. O conjunto Ef = {z € [a,b] : w/ () = 6} € compacto.

Prova: Seja x € E_g e Eg S 2, =% . Vamos mostrar que = € E({ para
concluir que Eg ¢é fechado. Disto segue a compacidade.

Sabemos que w/(z,) > 0 para todo n € N e queremos concluir que
wl(z) > 4.

Sejam 0 < v/ <ven €N tal que (z, — v, z,+ V) C (x — v,z +v).

Entio, 6 < w/(z,) < wl(z,) <w!(z) e wf(z) = ll_)l% w!(r) > g

Lema 2. Seja f € A([a,b],R) e P ={zo, -+ ,x,} € P([a,b]). Se
M; =sup{f(x) :x € [z;_1, 2]}, mi =inf{f(z) : 2z € [z;_1,2]} €
w; = sup{|f(z) — f(y)| : 2,y € [wi1, 7]}
entao w; = M; —m;, 1 < i < n.

Prova: Para todo z,y € [x; 1, 7], w; = |f(x) — f(y)] = f(z) — f(y) e,
portanto,
wi = M; — f(y), Vy € w1, 1]

Disto segue que w; > M; — m,;. Por outro lado, dado ¢ > 0 existem x,y €
[zi-1, 23] tais que M; < f(x) + 5 em; = f(y) — 5. Sendo assim,

M; —m; < f(z) — fly) +e<w;+e
Disto segue que M; — m; < w; e temos a igualdade.
Teorema 16. Se f € %B([a,b],R) e w/(x) < ¢, para todo x € [a,b] entdio,

existe P = {xo, -+ ,x,} € P([a,b]) tal que lmaX(Mi —m;) < € onde M; =

X

sup{f(z) : z € [z;_1, 2]} em; = inf{f(x) : z € [z;,_1, 2] }.
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Prova: Note que, para cada z € [a, b] existe d, > 0 tal que w(’;; (r) < e

A cobertura {I, = (x — 0,z + 9,) : « € [a,b]} de [a, b] tem uma subcober-
tura finita I, ,--- , I, .
Os pontos a e b juntamente com os extremos dos intervalos I, que per-

tencem a (a,b) formam a particao desejada.n
Teorema 17. %([a,b]) = {f € Z(|a,b],R) : m*(E]) = 0,¥6 > 0}

Prova: Primeiramente mostraremos que se f € %([a,b]) entdo m*(E) =
0,Vé > 0.
Se f € Z([a,b]), 6 >0ee>0,sejaP ={xg, - ,z,} € P([a,b]) tal que

n

Z[Mi_ml] Ty — T4j— 1 sz Ty — Ti— 1 <6(5.

i=1

Se Es; = (xi—1,2;) N Eg #+ &, entao w; = 0.

De fato, se x € Es;, w/(z) > 6 e existe v > 0 tal que (v — v,z +v) C
(wi_1, ;) e wl(z) > w/(z) > 6 e portanto w; > 6.

Seja I ={ie{l,--- ,n}: E5; # I}

52(@—@»1 sz x;—xi1) < €0
i€l iel

e, portanto, y ;. (z; — ;1) < €.

Estes intervalos cobrem Ef \P, como P é finito, m* (Ef ) =0.

a)
Seja Py € H([a,b]) tal que a soma dos comprimentos dos 1ntervalos que

Agora, se m* (Ef> =0, V6 > 0. Dado € > 0, tomemos § =

intersectam E({ ¢ menor do que m
Os intervalos restantes podem ser subdivididos (teorema anterior) de
modo a obter um refinamento P = {zg, - ,z,} de Py tal que w; < 4 se

Es;=@. Sejal ={i:Es; #@} e J={i: Es; =2}

Assim ), (2 — xi1) < m e,sei € J,w; <= 2(bia)
n
Zwi<xi_$ifl)zzwi( Ty — Tiq +sz T — Tiq) <€
i=1 i€l ieJ

e feZ(al])g

25



Teorema 18. Se f € %([a,b],R) seja Ef = {z € [a,b] : f € descontinua em z}.
Entao #([a,b]) ={f € %A(|a,b],R) : m*(Ef) = 0}.
Prova: Basta notar que £y = U Eé e usar o teorema anterior.q

neNx "

Corolédrio 2. Se f,g € Z([a,b]) entao f.g € Z([a,b]) e se f(x) # 0, para
todo = € [a,b], entdo % € #([a,b]).

Corolario 3. Se f € %([a,b],R) sd tem descontinuidades de primeira espécie
entdo BT é enumerdvel e portanto f € integrdvel. Em particular, se f €

A(la,b],R) é mondtona entao f € Z([a,b]).

Prova: Se o¢(x) = max{|f(z) — f(z™)|,|f(x) — f(z7)|},

Ef ={x€ab]:0s(x) >0} = J E, onde EJ = {x€[a,b]:0(x)>

n=1

S|

}.

Se x € Ef ¢ x € (a,b) existe § > 0 tal que |f(t) — f(z)| < & para todo
te(z,x+d)e|f(t)— f(z7)| < & para todo t € (z — 6, z).

Logo, Vt € (x — 8,2 +0), t # z, o(t) < 5= < +. Como todos os pontos de
EJ sao isolados EJ ¢ enumerdvel e £/ também é.q
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2 Seqiiéncias e séries de funcoes

2.1 Convergéncia pontual de seqiiéncias e séries

Definigao 5 (Convergéncia pontual de seqiiéncias e séries). Seja {f.},n =
1,2,3,..., uma sequéncia de fungoes definidas em D C R e tomando valores
em R. Se {f.(x)} € convergente para todo x € D, definimos a fungao limite
da seqiiéncia {f,}

f(z) = lim f,(z), x€D.

n—oo

Analogamente, se Y fn(x) converge para todo x € D definimos
f(ZE):an(ZE), e D,
n=1

e a funcao f € chamada de soma da série ), f,.

O principal problema que surge no processo de passagem ao limite descrito
na definicao anterior é determinar se as propriedades importantes das fungoes
sao preservadas por passagem ao limite.

Por exemplo, se as funcoes f,, s@o continuas, diferenciaveis ou integraveis,
o mesmo vale para a funcao limite? Que relacao ha entre f! e f’ ou entre as
integrais de f, e de f7

Note que, f é continua em um ponto de acumulacao x de D se

lim lim f,(t) = li_>m fo(x) = f(z) =lim f(¢) |= lim lim f, (%)

n—o00 t—x t—x t—x n—00

ou seja, se a ordem em que os processos de limite sao executados € irrelevante.
Mostraremos agora, por meio de varios exemplos, que os processos limite

nao podem, em geral, ser intercambiados sem afetar o resultado.
Posteriormente, daremos condicoes para que a ordem em que as operacoes

de limite sao realizadas seja irrelevante.

Exemplo 1. Considere a seqiiéncia dupla. Para m,n € N* seja

m

C m+n

Sm,n
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Entao, para n fizo, liin Sman = 1, de forma que
m oo

lim lim s,,, = 1.
N—00 M—00 ’

Por outro lado, para cada m fizo, lim s,,, =0 de forma que
n—oo
lim lim s,,, = 0.
m—0o00 N—00

Exemplo 2. Seja

fn(x) =

1‘2

m (LC real;n:O,l,Z,...),

e considere
2

f@) =Y ful) =Y W

Como f,(0) =0, temos f(0) = 0. Para z # 0, a série geométrica acima é
convergente com soma 1 4+ 22. Logo
0 (x=0)
1+2% (z#0)

de forma que a funcao soma de uma série de fungoes continuas pode ser

descontinua.
Exemplo 3. Para m=1,2,3,..., faca
fm(2) = lim (cos m!mz)*"
n—oo
Quando m!lx é um inteiro, fn(x) = 1. Para todos os demais valores de x,
fm(z) = 0. Agora seja
fx) = lim_ fin(z).
Para z irracional, f,,(z) = 0 para todo m; portanto f(x) = 0. Para

r = %’ € Q, p, q inteiros, g # 0, m!x é inteiro se m > ¢, e f(x) = 1. Logo

lim lim (cos m!mz)®" =

0 (z irrational ),

(x rational ).

Desta forma, obtemos uma fun¢ao descontinua em todos os pontos e que,

portanto, nao é Riemann-integravel.
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Exemplo 4. Seja

sinnx

fn(x) = \/ﬁ

xr€R, neN",

flz) = nh_)rgo fu(x) =0, Vo e R.
Entao f'(x) =0,V € R, e
f!(z) = V/ncosnz
de forma que {f.} nao converge para f'. Por exemplo,
£1(0) = vVn =% +o0,
enquanto que f'(0) = 0.
Exemplo 5. Seja
falz)=n’z(1-2%)", 0<z<1, neN

Para 0 < x <1, temos

Como f,(0) =0, Vn € N,

Por outro lado

n—oo
n —
/ fal@)de = 5oms = 400

Se na definicao de f, trocarmos n? por n teremos

1

1
ey A R

enquanto que lim f,(z)=0,0<x <1, e
n—oo



Desta forma, o limite das integrais nao precisa ser igual a integral do limite,
mesmo que ambos sejam finitos.

Apos esses exemplos, que mostram o que pode dar errado se os proces-
sos limite forem trocados sem cuidado, definimos agora um novo modo de
convergéncia, mais forte do que a convergéncia pontual, que nos permitira

chegar a resultados positivos e interessantes.

2.2 Convergeéncia uniforme de seqiiéncias e séries

Definicao 6 (Convergéncia uniforme de seqiiéncias e séries). Seja {f,},n €
N, uma seqiiéncia de funcoes definidas em D C R e tomando valores em R.
Dizemos que {f,}, n € N, converge uniformemente para f em D se, dado
€ > 0, existe N € N tal que

sup|fn(z) — f(z)| <€, VYn>=N.

zeD

Dizemos que a sériey . fn(x) converge uniformemente em D se a seqiiéncia

{sn} de somas parciais definida por

> hla) = sufa)

converge uniformemente em D.
O critério de Cauchy para convergéncia uniforme é o seguinte.

Teorema 19 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). A seqiiéncia
de funcgoes {f.}, definidas em D C R e tomando valores em R, converge
uniformemente em D se, e somente se, dado € > 0 existe N € N tal que
m=>=N,n=N,

sup [ fn(2) — fm()| < € (11)

zeD
Prova: Suponha que {f,} convirja uniformemente em D e seja f a fungao
limite. Entao existe NV € N tal que n > N, implica

sup [ fu(z) — f(2)] <

zeD

(NN e
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Logo, paratodox € Den,m > N

(@) = fo(@)] < |fulz) = f(@)[ +[f(2) = fm(z)] <€

Ou seja

sup | fo(x) — fin(2z)] <€, Vn,m = N.
xeD

Reciprocamente, suponha que a condi¢ao vale. Logo, {f.(z)} con-
verge, para todo z, para um limite que chamamos de f(z).

Assim a seqiiéncia { f,,} converge em D, para f. Temos que provar que a
convergéncia € uniforme.

Seja € > 0 dado e escolha N € N para que seja valida. Fixe n e faca
m — oo em (L)) Como f,(z) =3 f(z) temos

|fu(z) — f(z)| < e,¥n> N eVz e D.

Isto completa a prova.q
Para séries, existe um teste muito conveniente para convergéncia uni-

forme, devido a Weierstrass.

Teorema 20 (Teste M de Weierstrass). Seja { f, fuma sequéncia de funcoes

definidas em D C R e tomando valores em R. Suponha que

sup | fn(2)| < M,,,Vn € N.
rzeD

Se > M, converge entao »_ f, converge uniformemente em D.

A reciproca nao vale.
Prova: Se Y M, converge, dado € > 0 existe N € N tal que

Zfz’(ﬂf)

A convergéncia uniforme agora segue do Critério de Cauchy para convergéncia

m
gZMige, Vee D, Ym,n > N.
=n

uniforme.
2 <1fx2)n+2
" In(n+3)

(1+%)—(n+2)
m, portanto Z Mn

A reciproca é, em geral, falsa pois, para f,(z) = ,0< <1,

n € N, a série converge uniformemente e M,, =

diverge.
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2.3 Convergéncia uniforme e continuidade

Teorema 21 (1). Suponha f, — f uniformemente em um conjunto D e seja

x um ponto de acumulacdao de D. Se

lim f,(t) =a, n €N

t—x

entdo {a,} € convergente, e

lim f(¢) = lim a,.

t—x n—o00

Dito de outra forma

lim lim f,(¢) = lim lim f,(%).

t—x n—o0 n—oo t—x

Prova: Dado € > 0, da convergéncia uniforme, existe N € N tal que
[fu(t) = ()] <€, Vn,m > N,Vt € D

Fazendo t — zx

|an, — am| <€, Yn,m > N.

Logo {a,} é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente, digamos
para a.
Agora

[f(t) —al < [f(8) = fa®O)] + [fa(t) = an| + |an —al .

Escolhemos n tal que (da convergéncia uniforme)

€
sup | £(t) — ul0)] < §
teD
e tal que |a, — a| < 5. Para este n fixo escolhemos § > 0 tal que
fu(t) = an| < % teD,0<|t—a| <

Segue que
lf(t) —al <e te D, 0<|t—z| <0

ou seja }im f(t) = a. Isto mostra o resultado.n
—x
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Teorema 22. Se {f,} € uma seqiiéncia de funcioes continuas definidas em
D C R e tomando valores em R e f, — f uniformemente em D, entao f €

continua em D.

Este resultado muito importante e é um coroldrio imediato do Teorema
anterior.

A reciproca é, em geral, falsa como pode ser visto no exemplo f,(x) =
nz(l1—2*)",0<z<1,neN.

Mas ha um caso em que a reciproca é verdadeira.
Teorema 23. Seja K C R um compacto. Se
(a) {fn} uma sequéncia de fungdes continuas em K,
(b) folx) =3 f(z), Vo € K e f ¢ continua em K e
(c) fo(x) = foii(z), Vo € K eVn €N,
entao f, — f uniformemente em K.

Prova: Seja g, = f, — f. Entao g, é continua, g, — 0 ponto a ponto e
Gn = gni1. Provaremos que g, — 0 uniformemente em K.

Dado € > 0, seja K, = {z € K : g,(x) > €}.

Como g, é continua, K, é compacto. Como ¢, = g1, K, DO K,y1.

Fixe 2 € K. Como g,(z) — 0, x ¢ K, para n suficientemente grande
e portanto x ¢ (| K,,. Em outras palavras, (| K, é vazia. Segue que Ky é
vazio para algum N.

Disto segue que 0 < g,,(x) < € para todo z € K e para todo n > N

Observe que a compacidade é realmente necessaria aqui. Se

1
fn(x) = m7 S (071)7 nc N:

entdo f,(x) — 0 monotonicamente em (0, 1), mas a convergéncia nao é uni-

forme.
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Definicao 7. If D C R, €(D) denota o conjunto de todas as fungoes f :
D — R que sdo continuas e limitadas. A cada f € € (D) associamos a sua

norma do supremo

IfII = sup [ f ()]
zeD

Como f é limitada, ||f|| < co. E claro que ||f|| = 0 se, e somente se,
f(z) =0 para todo x € D e dadas f,g € €(D) e A€ R

[f(2) + g(@)| < [f(@)[ + [g(@)] < [IfII+llgll, Vo e De
(A (@) = Af @) < AL Ve e D.

Portanto

If+ gl < WA llgll A= IALLFIL
Definimos a distancia entre f € €(D) e g € € (D) por || f — g||.

Com esta nogao de distancia, dada uma seqiiéncia{ f,,} em %' (D) podemos
definir as nogoes de convergéncia e de seqiiéncias de Cauchy exatamente como
antes.

Uma seqiiéncia {f,} converge uniformemente para f se, e somente se,

Ifn — £l =3 0.

Teorema 24. Com a nogdo de distancia acima € (D) é um espago métrico

completo.

Prova: Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em %(D). Isto significa que
dado € > 0 existe N € N tal que ||f, — fu| <€, VYm,n > N.

Como vimos anteriormente, existe uma funcao continua para a qual {f,}
converge uniformemente. Além disso, f é limitada, pois existe um n € N tal
que |f(x) — fu(z)] < 1, Vz € D, e f, é limitada.

Assim f € €(D) e ||f — ful == 0 pois f, — f uniformemente em D g
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2.4 Convergéncia uniforme e integracao

Teorema 25. Seja « : [a,b] — R ndo-decrescente. Se f, € Z(a,[a,b]),
neN,ef,—=f umformemente em [a,b], entao [ € Z(a,[a,b]), e

fda = lim fnda

n—oo

(A existéncia do limite é parte da conclusao.)

Prova: Faca

en = sup |fn(x) = f(z)].

z€[a,b]
Entao

fn_engfgfn"i_en

e as integrais superior e inferior de f satisfazem

/: (o — ) da < /abfdoa < ffda < /ab (fa + €0) do

Segue que o
b b
0< / fdo —/ fda < 2€,[a(b) — aa)]

Como €, —% 0, as integrais superiores e inferiores de f coinciden e
f € Z(a,[a.b]). Além disso

/abfda—/abfnda

Isto implica o resultado.

Corolério 4. Se f, € Z(a,[a,b] e

< €, [a(b) — ala)].

=Y falz) (a<z<D)

com a série convergindo uniformemente em [a,b], entdo

/abfda:g/abfnda

Em outras palavras, a série pode ser integrada termo a termo.
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3 Familias equicontinuas de funcoes

Vimos que toda seqiiéncia limitada de niimeros reais contém uma subseqiiéncia
convergente, e surge a questao de saber se algo semelhante é verdadeiro para

seqiiéncias de funcoes. Para tornar a questao mais precisa, definiremos dois

tipos de limitacao.

Definicao 8. Seja {f,} uma seqiiéncia de fungies definidas em um conjunto
D.
Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em D se {f,(z)} € limitada,

Vo € D, ou seja, se existe funcao ¢ : D — R tal que
|f(2)] < ¢(x), z€ D,neN.
Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0 tal que
|fu(z)| <M, zeD,neN.

Teorema 26 (1). Se {f.} € uma seqiiéncia pontualmente limitada de fungoes
definidas em um conjunto contdvel D, entao {f,} tem uma subseqiéncia
{fn.} tal que {f,, (x)} converge para cada x € D.

Prova: Sejam {z;},7i=1,2,3,..., os pontos de D, dispostos em seqiiéncia.
Como {f, (x1)} é limitado, existe ¢1 : N — N estritamente crescente e tal

que { fp,(n) (1)} € convergente.

Consideremos agora as seqiiéncias S, Sz, 3, . . ., representadas por

St o) fa@ fae) faw
Sy f@z(l) f@z(Z) f@2(3) f@2(4)
S : fm(l) fe03(2) fe03(3) fe03(4)

e com as seguintes propriedades:

(a) ¢; : N — N é estritamente crescente e ¢;1(N) C ¢;(N)
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(b) {fo,m) (@)} converge, ({fn (x;)} limitada garante esta escolha).
Agora consideramos a sequiéncia diagonal

S f@l(l) ftp2(2) f<P3(3) f@4(4)'“ :

Por construgao, a seqiiéncia S (exceto possivelmente seus primeiros n — 1
termos) é uma subseqiiéncia de S,. Portanto, {fy, ) (z;)} converge, como
n — 0o, para cada x; € D.g

Vimos que toda seqiiéncia limitada de nimeros reais contém uma sub-
seqiiéncia convergente, e surge a questao de saber se algo semelhante é ver-
dadeiro para sequiéncias de funcoes. Para tornar a questdo mais precisa,

definiremos dois tipos de limitacao.

Definigao 9. Seja {f.} uma seqiiéncia de fungoes definidas em um conjunto
D.
Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em D se {f.(x)} € limitada,

Vx € D, ou seja, se existe funcio ¢ : D — R tal que
|fu(2)] < ¢(x), =€ D,neN.
Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0 tal que
|fulx)] <M, z€DneN,

Teorema 27 (1). Se {f,} € uma seqiiéncia pontualmente limitada de funcoes
definidas em um conjunto contdvel D, entao {f,} tem uma subseqiéncia

{fn.} tal que {f,, (x)} converge para cada x € D.

e Se {f,} é pontualmente limitada em D e D; C D é contavel, existe

subseqiiéncia { f,, } tal que {f,, (x)} converge, Vz € D;.

e Mesmo que {f,} seja uma seqiiéncia uniformemente limitada de fungoes
continuas em compacto D, nao precisa existir uma subseqiiéncia que

convirja pontualmente em D.
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e Consideraremos este fato no exemplo a seguir, que seria bastante prob-
lematico de provar com a matemadtica que que temos em maos até
agora, faremos a prova utilizando um teorema que sera demonstrado

em outra disciplina.

Exemplo 6. Seja
fo(x) =sinnz, x€]0,2n],n € N.

Suponha que exista uma seqiiéncia {n;} tal que {sinniz} converge, para
cada z € [0, 27]. Nesse caso devemos ter

lim (sinngr —sinngx) =0, x € [0, 27]
k—o00

por isso

lim (sinngz — sinngx)’ =0, € [0,27].
k—o0

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (serd visto em

outra disciplina)

2w

) . ) 2
lim (sinngx — sinngyq2)” dz = 0.
k—o00 0

Mas, célculos simples mostram que
21
. . 2
/ (sinngx — sinngix)” doe = 27
0
o que resulta numa contradicao.

e A seqiiéncia f,(z) = n’z(l — 2?)", x € [0,1], é convergente pon-
tualmente mas nao é uniformemente limitada. E facil ver que con-

vergéncia uniforme implica em limitagao uniforme.

e Outra questao é se toda sequiéncia convergente contém uma subseqiiéncia

uniformemente convergente.
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e Nosso préximo exemplo mostra que isso nao vale em geral, mesmo que

a seqliencia seja uniformemente limitada em um conjunto compacto.

Exemplo 7. Seja

372

fal@) = 22+ (1 — nx)?’

r €[0,1],n € N.

Entao |f.(x)] < 1, Vx € [0,1] e Vn € N. Logo {f,} é uniformemente
limitada em [0, 1]. Além disso

lim f,(z) =0, x€]0,1].

fn<l>:1, neN
n

e nenhuma subseqiiéncia pode convergir uniformemente em [0, 1].

mas

O conceito de equicontinuidade para uma familia de fungoes é a chave

para a consecucao do nosso projeto.

Definicao 10. Uma familia % de fungoes definidas em D C R e tomando

valores em R € dita equicontinua em D se, dado € > 0 existe § > 0 tal que

E claro que uma funcao pertencente a uma familia equicontinua é uni-
formemente continua. A seqiiéncia anterior nao é equicontinua (considere
1 . _ 1
e=5,rv=0ey=-).
Mostraremos que existe uma relacao préxima entre equicontinuidade e

convergéncia uniforme de seqiiéncias de funcoes continuas.

Teorema 28. Se K C R ¢ compacto, f, € €(K) para n € N e se {f,}

converge uniformemente em K, entao {f,} € equicontinua em K.

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Como {f,} converge uniformemente, existe um

inteiro IV tal que
€

3 Vn > N

1fn = fnll <
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Como fungoes continuas sao uniformemente continuas em conjuntos com-

pactos, existe um o > 0 tal que

|fi(x)—fi(y)|<§<e, zy€ K, |v—yl<del<i<N.

Sen>Nexye K, |r—y| <d, segue que

(@) = fuW)] < |fulz) = ()| + [fn(@) = vyl + v () = fa(y)] <e

Isto prova o teorema.p

Teorema 29. Se K ¢é compacto e a seqiiéncia {f,} em € (K) é pontualmente

limitada e equicontinua em K, entdo
(a) {fn} € uniformemente limitada em K,
(b) {fu} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.

Prova: (a) Da equicontinuidade da seqiiéncia {f,}, dado € > 0 seja § > 0
tal que

fa@) = Faly)l < 5 < VneNe Vaye Kz —y| <d

Como K é compacto, sejam p1, ..., p, em K tais que K C [J;_, Vs(p;) onde,
paraz € K, Vs(x) ={y € K : |y — z| < 6}.

Como {f,} é pontualmente limitada, existe M; < oo tal que |f, (p;)| <
M;, ¥n € N.

Se M = max (M, ..., M,), entdo |f,(x)] < M + ¢, Vx € K. Isso prova
(a).

(b) Seja E' um subconjunto denso contavel de K. Do Teorema (1) {f,}
tem uma subseqiiéncia {f,,} tal que {f,,(z)} converge para cada = € E.

Coloque f,, = g;, para simplificar a notagao. Vamos provar que {g;}
converge uniformemente em K.

Da equicontinuidade, dado € > 0 seja ¢ > 0 tal que
9:(2) = giy)l < 5, VieNe Vay e K Je—y <4,
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Como E é denso em K e K é compacto, existem finitos pontos x1,..., T,
em F tais que
K CVs(x)U---UVs ()

Dado € > 0 escolha ¢ > 0 como no inicio da prova. Sex € K,z € V (x,,9)

para algum s, de modo que

9:(@) = g: ()] <

para cada ¢ € N. Se i, > N, segue que

9i(z) — g;(2)] < |gi(®) — gi (2)| + 19i (x) — g5 (w6)] + 195 (7x) — g5 ()]
< €.

Isso completa a prova.q

Definicao 11. Seja {f,} uma seqiiéncia de fungoes definidas em um con-
Junto D.
Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em D se {f,(z)} € limitada,

Vo € D, ou seja, se existe funcao ¢ : D — R tal que
|fu(2)] < ¢(z), x€ D,neN.
Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0 tal que
|fu(z)| <M, zeD,neN.

Teorema 30 (1). Se {f.} € uma seqiiéncia pontualmente limitada de fungées
definidas em um conjunto contdvel D, entao {f,} tem uma subseqiéncia

{fn.} tal que {f,,(x)} converge para cada x € D.

O conceito de equicontinuidade para uma familia de fungoes é a chave
para a consecucao do projeto de mostrar que uma seqiiéncia ‘limitada’ de

fungdes (e alguma hipdtese adicional) tem uma subseqiiéncia ‘convergente’.
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Definigao 12. Uma familia ¥ de fungies definidas em D C R e tomando

valores em R € dita equicontinua em D se, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
z,y € D,|z —y| <d=|f(x) = f(y)| <€ VfeZFL

Teorema 31. Se K C R é compacto, f, € €(K) paran € N e se {f,}

converge uniformemente em K, entao {f,} € equicontinua em K.

Prova: Dado € > 0, da convergéncia uniforme de {f,}, 3N € N tal que

€
sup | fu(z) — fn(2)| < 3’ Vn > N.
xeD

K compacto = f,,’s uniformemente continuas e existe 6 > 0 tal que
6 .
file) —filwl <3 <e myeKlo—yl<de[1<i<N|

See zr,y € K, |x —y| <0, segue que
(@) = Fa()] < [fulz) = (@) + [fn (@) = In@)] + [In(y) = fuly)] <€
Isto prova o teorema.

Teorema 32. Se K ¢é compacto e a seqiiéncia { f,} em € (K) é pontualmente

limitada e equicontinua em K, entao
(a) {fn} € uniformemente limitada em K,
(b) {fu} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.
Prova: (a) Como {f, : n € N} é equicontinua, dado € > 0 seja 0 > 0 tal que
|fu(z) = fu(y)] < % <e, VneNe Vr,ye K, |z —y| <.

Como K é compacto, sejam p1, ..., p, em K tais que K C |J;_, Vs(p;) onde,
paraz € K, Vs(z) ={y € K : |y — 2| < ¢}.

Como {f,} é pontualmente limitada, existe M; < oo tal que |f, (p;)] <
M;, ¥n € N.
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Se M = max (M, ..., M,), entao |f,(z)] < M +¢€, Vo € K.

(b) Seja B C E = K contavel. Do Teorema (1) {f,} tem uma sub-
sequéncia { f,,} tal que {f,,(x)} converge para cada x € FE.

Provaremos que {g; :== f,.,} converge uniformemente em K. Da equicon-

tinuidade, dado € > 0 seja § > 0 tal que
l9i(z) — g:(y)| < g, Vie Ne Vo,y € K, |z —y| <.
Como K é compacto e £ = K, existem z1, ..., z,, em E tais que
K CVs(z)U--- U Vs (am).

Seja N € N tal que, para 1 <k <mei,j > N, |gi(rs) — gj(zx)] < 5. Se

€

v € K,z €V (r,0), para algum 1 < k < m, e |gi(x) — g; (v)| < § para
todo 7 € N. Se i,j > N, segue que
|9i(x) = g;(@)| < lgi(x) — gi (w)| + 19 (x) — g (w)| + 195 (x) — g;(x)] <e.

Segue que {g;} converge uniformemente.q

4 O Teorema de Stone-Weierstrass

4.1 O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Teorema 33 (de Aproximagao de Weierstrass). Dados f € C([a,b],R) e
€ > 0, existe um polinémio p : [a,b] — R tal que ||p — flloo = m[a)g]]f(as) -
z€]|a,

p(z)| < e.

Prova: Faremos a prova paraa =0e b = 1. O caso geral serd deixado como
exercicio ([0,1] 2z —y=z(b—a)+a € [a,b]).
Seja f € C([0,1],R) e os polinémios de Bernstein

B,(z) = kz: (Z) 21— )R f (g)
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associados a f. Note que se f =1, entao

k=0

Derivando a identidade anterior, obtemos que

3 (Z) (ka1 (1 — &) * — (n — k)a*(1 — o)+

k=0

I
3
N
> 3
~_
S
x5
L
H
=
:
E?‘
=
—_
|
&
|
—~
3
|
=
B,

|
3
O
3
\_/
\5
ol
=
3
=
|
o

Multiplicando por z(1 — x) obtemos que

() — )" *(k — nzx) = 0.

Derivando novamente e multiplicando por z(1 — z) e usando

—nz(l —z)+ Z (Z) 2*(1 — )" "k — nx)* = 0. (13)

Dividindo esta 1ltima expressao por n? obtemos

> <Z> (1 —z)"*(x - E)2 i) (14)

n n
k=0

-1 (%))

Como f é uniformemente continua em [0, 1], podemos encontrar ¢ > 0 tal
que [x — ¥[ <0 = |f(x) = f(3)] < ¢/2.
Agora, para qualquer = € [0, 1] fixo, separamos a soma do lado direito em

duas partes, denotadas por ¥ e ¥, onde

E claro que

@) = Bu@) <3 (:) (1= )k

k=0
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e ¥ é a soma dos termos para os quais |z — £| < d e

e Y’ & a soma dos termos remanescentes.

E claro que ¥ < ¢/2. Provaremos que, para n suficientemente grande e
independentemente de z, ¥/ < €/2.

Como f ¢é limitada existe K > 0 tal que sup |f(x)| < K. Segue que
z€[0,1]

Si<ok Y <Z) (1 — ) = 2Ky

1<k<n
lo—£|>5

De obtemos que

5 / o z(l—x) 1 5o
— <62 < —2< — —50.
ZKZ Z n — 4n

Isto prova o resultado.p

4.2 O Teorema de Stone-Welierstrass

Seja X C R um compacto e C'(X,R) os espaco das fungdes continuas de X

em R com a norma usual, isto é,
If = gl = max|f(z) — g(z)].

Em C(X,R) definimos a soma f + ¢ e multiplicacdo f - g de duas fungoes
além da multiplicacao af de um escalar a por uma funcao f de forma usual.

Um conjunto A C C(X,R) é dito uma algebra se f,g € A, a € R implica
f+g€eA f-geAeaf €A

Exemplo 8. O conjunto dos polinomios trigonométricos € uma dlgebra em
C([a, b, R).

Definicao 13 (Algebra gerada). Se E C C(X,R) a intersecio de todas as
dlgebras contendo E € uma dlgebra, denotada por A(FE), chamada dlgebra

gerada por E.
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Exemplo 9. O conjunto dos polinomios reais em uma varidvel real sao a

dlgebra gerada por {1,z}.
Teorema 34. Se A C C(X,R) é uma dlgebra entao
A™ ={f € C(X,R) : fé limite uniforme de fun¢ées em A}
também € uma dlgebra.

Prova: Se f € A~ and g € A, existem seqiiéncias {f,},{gn} em A tais
o =5 £, g, == ¢ uniformemente em X. Segue que, para todo ¢ € R

AS fut g ™= fH9, A3 faga =3 fg, Adcf, =Fcf

uniformemente em K. Logo f+g€ A™, fge B, and cf € A=, e A~ é uma
agebra. g

Teorema 35 (Stone-Weierstrass). Seja A C C(X,R) uma dlgebra tal que
A=A",1€Aesex,ye X, x#y, etiste f € A tal que f(x) # f(y).
Entio, A = C(X,R).

Se ma;?\f(x)\ <M, e>0,p(t) =ag+ at + -+ a,t™ for um polindémio
Te

(do Teorema de Aproximagao de Weierstrass) tal que
||t|_p(t>|<€7 Vte[_MaM]a
ep(f)=ao+arf+ayf>+ - +a,f" entao p(f) € Ae

If (@) —p(f(x)) <€ xeX.

Segue do fato que A é fechada em C'(X,R) que |f| € A.
A seguir mostremos que se h, g € A entao max{h, g} € Aemin{h,g} € A.

Isto segue do fato que

. 1 1
minth, g} = S(h+g) —glh—gle A e

1 1
max{h, g} = §(h +9) + §|h —gl € A
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Seja z,y € X comz #ye f € C(X,R). A fungdo constante g*

com valor f(x) estd em A (aqui usamos que 1 € A).

Seja h¥ € A tal que h¥(x) # h¥(y). Sem perda de generalidade assumimos
h¥(z) = 0 (aqui usamos novamente que 1 € A).

Existe a € R tal que

foy=9"+ah¥ € A

satisfaz fuy(x) = f(x) e foy(y) = f(y).

Seja € > 0, para cada y € X existe um intervalo aberto I, tal que y € I,
e fuy(2) < f(2)+€ V2 €,

Como X é compacto temos que I, ..., I, cobrem X para alguma escolha

de y1,...,Yn. Seja

fo=min{foy, ..., foy. }-
Entao f, € A, | fo(x) = f(z)|e| fu(2) < f(2) +€ Vz € X.
Agora,para xr € X, existe um intervalo aberto I, tal que, Vz € I,
fe(z) > f(2) — e

Como X é compacto, um numero finito desses intervalos I, ..., I, co-
brem X. Seja

F=max{fs, .., fzs,}-
Entao F € AeVz € X,
f(z) = F(z)| <e

0 que prova o teorema.

5 Séries de poténcias

Agora consideraremos func¢oes do tipo um particular tipo de série de fungoes.
Sao as chamadas séries de poténcias que vimos brevemente quando tratamos

do critério da raiz e sao da forma

[e.9]

E c, " ou

n=0
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oo
E en(x—a)?

n=0

Sem perda de generalidade consideraremos o caso a = 0.

Proposicao 2. Sejam gy, x1 nimeros reais nao nulos.

oo oo
. n ~ . n .
e Se a série ch T fOT Conve/lﬂgente, entao a série chx serd abso-

lutamente convergente, para cada x € (—|xo, |xo|).

(o ¢] (e,
e Se a série E cn @y for divergente, entao a série g cp X" serd diver-
n=0 n=0

gente, para cada x com |x| > |z1].

o
Prova: Sabemos que a série numérica E cpx € convergente e xg # 0. Logo

n=1

lim ¢,y = 0 e existe M > 0, tal que |¢, zf| < M, Vn € N.

n—oo
Se x € (—|xo, |xo|) entao

:L,TL
len 2| = lenzg]| | < Ml—l"—MT", n€N,
0

x s ~ ;. ~
onde r = |—| < 1. Do critério da comparagao para séries de termos nao-

Zo
o0

negativos, a série Z |c, x| é convergente Ya € (—|xo, |zo|).

n=0
[eS)

Por outro lado, se |z3| > |x;| a série numérica E ¢pxy nao pode ser con-
n=0
[e.e]

vergente pois isto implicaria a convergéncia da série E e} que é divergente.q

n=0
Disto segue que
oo
Teorema 36. Dada a série de poténcias g ¢, ' uma, e somente uma, das
n=0

situagoes abairo ocorre:

e a série de poténcias converge somente em x = 0;
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e q série de poténcias converge absolutamente Vo € R;

e criste R > 0, tal que a série de poténcias é absolutamente convergente

Vo € (=R, R) e divergente para todo x com |x| > R.

No tltimo caso nada podemos afirmar quando xr = Roux = —R e a

analise tera que ser feita caso a caso como vimos anteriormente. Também

. 1 .
neste caso, do critério da raiz, = lim sup v/ |c,|
n—oo

Teorema 37. Se R € (0,00|, € tal que a série de poténcias chx" € con-
n=0

vergente, Vo € (—R,R) e f: (—R,R) — R € dada por

ch Vo € (—R, R).

oo
Entao, parar € (0, R), a série g cp " serd uniformemente convergente em

n=0
[—r,r]. A fungao f serd diferencidvel em (—R, R) e

— chn "' Vo € (-R,R),

A fungao f serd integrdvel em [0,z] C (=R, R) e

; _ - Cn n+1
/0 f(a:)dx—%n_i_lx , Vx € (—R,R).

Sendo assim, a série pode ser derivada e integrada, termo a termo.

Nas condicoes do teorema anterior a fungao f é de classe C'*° isto é f €
C>*((—R, R),R). E, para cada k € N, teremos

) (z) Zn n—1)---(n—k+1)c, 2" " Vo€ (-R,R).
n=~k
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Em particular, para cada k£ € N, teremos

f®(0)
k!

Logo, a série de poténcias que define f é a série de Taylor de f.
Existem fungdes f € C°((—R, R),R), de modo que

F®(0) = kley, ou seja ¢ =

flz) # i f(n)|<0> ", para = €R,
n=0 )

n

como por exemplo, a funcao f : R — R, dada por

1
e =2, paracada x #0
flx) =
0, para x=0

Verifica-se que f € C*(R;R) e que

f™(0) =0, Vn € N. (15)

> n
Ve . A . x 7
Exemplo 10. A série de poténcias E — converge Vz € R e sua soma é
n!

er. "
Por outro, a série de poténcias Z nlz™ s converge para xr = 0.
n=0
A série Z(—l)”x" converge para = se, e somente se, T € (—1,1).
n=0
= (=1 2 a3
Integrando Ll = - =log(l+2), x € (—1,1
9 ; 3 >+ g(l+a), 2 € (~1,1]
Tt 1’3 .’IS :L.2n+1
e arctg(zr) = =r——+——...+(-1)" + -
8(7) /01+t2 35 D
Agora consideramos a seguinte questao. Se a série de poténcias Z anx"
n=0

converge em ambos os extremos, R e —R, do seu intervalo de convergéncia
(—R, R), podemos garantir que a convergéncia seja uniforme em [—R, R]? A

resposta positiva é dada pelo
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o0

Teorema 38 (Abel). Seja Zanx" uma série de poténcias com raio de

n=0
oo

o
convergéncia R € (0,00). Se E a, R" converge, entdao E a,x" converge
n=0

uniformemente no intervalo [0, R] e lim <Z anx ) = ZanR”.
n=0

a—R—
A prova do Teorema de Abel usa o lema a seguir.
Lema 3. Se {s,} = {a1 + ...+ a,} € limitada, isto é, sup{|s,| : n € N} =
K < oo, e {b,} € uma seqiiéncia nao-crescente de nimeros ndo negativos
entdo |ayby + ...+ apb,| < Kby, Vp € N.
Prova:
|1y + ... 4 apby| = |s1b1 + (s2 — s1)ba + ... + (Sp — Sp—1)by|
= |s1(by — b2) + ...+ Sp—1(bpy—1 — b,) + S0,
< Kby —by+...+b,01 — b, +b,) = Kby.
Prova do Teorema de Abel: Dado € > 0, existe N € N tal que

n>N = |a, R+ .+ a, R < e, VpeN,

Paran > N e o = a,+,R"™P, p € N. Os q, satisfazem a hipdtese do lema
anterior, com K = e. Para todo x € [0, R], temos
I o x T\P T\
|an 12" 4+ AP = | (E> +.. t oy <§> | - <§ :
Do lema, com b, = (%)P, segue que, Vn > N e Vz € [0, R],
T n+1
1™ Anpt" P <€ <}—%> <e VpeN.

" Converge uniformemente em [0, R] e, como a,x" é

Isto prova que Zan

continuo em [0, R], f Z a,z" é continua em [0, R|. Logo Z a,R" =
n=0 n=0
= i 1 .
f(R) = lim f(z) = x;rg_(nzg ana") gy
Observagoes.
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1. As mesmas conclusées do Teorema de Abel valem com —R em lugar

[e.e]
de R. Basta tomar a série Z(—l)”anx”.

n=0

o
2. A série E a,x" converge uniformemente no seu intervalo de convergéncia
n=0
(—R, R) se, e sé se, converge nos pontos R e —R.

o0 _1 n
3. A série E %x”“ converge uniformemente em [—1 + 4, 1], para
n
=0

cada § > 0 mas nao converge uniformemente em (—1,1].

6 Funcoes Analiticas

Seja I C R um intervalo aberto. Uma funcao f : I — R é analitica se é C*°
e, dado xg € I, existe R > 0 tal que Vg(z¢) = (o0 — R,zo + R) C I e

f(n)(%)

n!

f(x) = f(zo) + f(wo)(x — o) + -+ - + (x —x)"+ -+, Vo € Vg(xo)

Assim, o valor de uma fung¢ao analitica em cada ponto é dado pela sua série

de Taylor.
Vimos que, toda fungdao dada por uma série de poténcias é C'*° e, se
oo
. ) . , . N
flz) = E an(x — xo)", entdo a, = fT(!xO), isto é, toda série de poténcias é
n=0

uma série de Taylor.
Logo, f : I — R, é analitica se, dado zq € I, existem R > 0, com

(xg — R,xo + R) C I, e uma série de poténcias Zan(a: — xo)" tal que

n=0
oo

fz) = Zan(m —x9)", Vx € (g — R,z + R).

n—=
Ou seja, o valor de f é dado pela soma de uma série de poténcias do tipo

oo
Zan(:v — xp)" em cada zg € I.

n=0
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Note que a série varia com o ponto xg (0s coeficientes sao dados em termos
das derivadas f™(z()). Mesmo que a fungdo seja analitica em toda a reta,
sua série de poténcias em torno de um ponto xy nao precisa convergir em

toda a reta.

Teorema 39. A soma e o produto de funcoes analiticas f,qg: 1 — R € uma

fungao analitica em I.

De fato, se dado zy € I, f(x) = Zan(az —x29)", |z — x| <7 eglx)=
n=0

an(ﬂc —x0)" se |x — o] < s et =min{r, s}, entdo f(x)+g(z) = Z(an +
n=0 n=0

by)(z — )", e f(x)g(x) = ch(x — x0)", com ¢, = agb, + ...+ aybo, se
n=0

|z — x| <t (Teorema (B)).
Uma das propriedades que distinguem as funcoes analiticas das fungoes
C* é dada pelo

Teorema 40. Se uma func¢ao analitica f : I — R se anula, juntamente com

todas as suas derivadas, num ponto de I, entao f € identicamente nula.

Prova: Se A é o conjunto dos pontos de I nos quais f se anula juntamente
com todas as suas derivadas. A é aberto. Agora consideremos o conjunto B,
formado pelos pontos = € I para os quais f(z) ou alguma derivada f™(z)
é diferente de zero. Como as derivadas sao continuas B também é aberto de
I. Como I =AUBeANB =g. Como A # & segue que A = [

Corolario 5. Sejam f,g : I — R analiticas. Se, para algun xq € I, tem-se
f®)(30) = g™ (z0),n € N. entdo f(zx) = g(z) para todo v € I.

Lema 4. Seja f uma funcao C* num intervalo I. Seja X C I um conjunto
com um ponto de acumulagdo o € I. Se f(x) = 0 para todo x € X, entdo
™ (x0) = 0 para todo n > 0.

Prova: Seja {r,} uma seqiiéncia estritamente monétona de pontos de X,

com lim z, = zy. Entao f(zg) = lim f(x,) = 0. Além disso, f'(x¢) =
n—oo n—oo
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f(@n)=f(xo)

Tn—2X0

lim
Tnt1, tal que f'(y,) = 0.

Claramente {y, } é estritamente monétona e lim y, = zo. Logo f"(xq) =

n—oo
/ /
n) — f(x

o ) = f o)
todas as derivadas de f se anulam em x.g

= 0. Pelo Teorema de Rolle, Vn € N, existe y, entre z,, e

= 0. Argumentando por indugao podemos mostrar que

Teorema 41. Seja I C R um intervalo aberto, X C I um conjunto que tem
um ponto de acumulagdo g € I e f : I — R analitica. Se f(z) =0, Ve € X,
entao f(z) =0, Va € I.

Corolario 6. Seja I C R um intervalo aberto, X C I um conjunto que tem
um ponto de acumulag¢io xo € I e f,g: 1 — R analiticas. Se f(x) = g(z),
Ve € X, entao f(z) = g(x), Va € I.

Teorema 42. Seja f : (—R,R) — R dada por f(z Zan Para todo

0 € (=R, R), f(x) =) balx —a0)" se |z — xo| < R — |o].

n=0
oo
Prova: Se |x —x¢| < R—|zo| entdo |xo|+ |z — x| < R. Logo a série Zanx”
n=0
o0
converge absolutamente para x = |xo| + |x — z¢]. isto é, Z lan|(|xo| + |z —
n=0

zo|)" < +o0 e

o n

n _
> a3 (1) bl af <
n=0 k=0

Logo
flz) = Zan Zan zo + (z — xo)]"

n>0 k>0

= Z an, Z " e F(x — )" [Teorema (A)]
n=0 k=0 k

= [Zan (n) xg_k] x — x0)" Zbk x — o),

k

k>0 Ln>k k>0



o0 oo
Corolario 7. Sejam E a,z" e g b,z™ séries de poténcias convergentes no

n=0 n=0
intervalo (—R, R) e X C (—R, R) um conjunto com um ponto de acumula¢io

nesse intervalo. Se Z a,r" = Z b,x" para todo v € X entao a, = b, para
n=0
n € N.

7 Apéndice

7.1 Seqiiéncia dupla

Uma seqiiéncia dupla (z,x) é uma fungdo = : N x N — R, que associa a cada

par (n, k) de nimeros naturais um nimero real x,.

X111 T12 T13
X211 T2z T23

T31 T32 X33

Consideremos as somas repetldas E E Tnk | € E E Tnk
n=1

Mesmo quando ‘convergem’, elas podem dar dlferentes resultados

Por exemplo, somando primeiro as linhas no quadro abaixo, obtemos

o0 [e.e] o0 o0
E ( E Znr) = 0 enquanto se somarmos primeiro as colunas, teremos E ( E Tpg) =
n=1 k=1 k=1 n=1
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k=1
=10 0 o0 — 0
0o 32 -2 0 0 - 0
0o 0 £ —f O — 0
o o o L I - 0

o= <—
= <—
®l—= $—
Sl

Surge o problema de obter condicoes que assegurem a igualdade das duas

somas repetidas. Nosso primeiro resultado sera o

Lema 5. Se f, : N —= R € dada por f,,(j) = xn1 + ... + Ty, an converge

n=1
uniformemente em N e ank converge, Yn € N, entao
k=1
> (L) -3 ()
n=1 \k=1 k=1 \n=1
Prova: Segue do fato que Z fn converge uniformemente
n=1
0o 00 00 [ oo oo J
33 =3 [ 0] = i [ 3200 | = i 3]
n=1 k=1 n=1 | n=1 n=1 k=1
[ j oo 0o 00
i [ o] = Y
7700 =1 n=1 k=1 n=1
Teorema 43 (A). Dada {z,}, se Z |Zpk| = a,, para cada n e Z a, < 400
k=1 n=1
entao
> (L) -3 ().
n=1 \k=1 k=1 \n=1
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Esta afirmacgao implica, em particular, que todas as séries contidas na igual-

dade acima sao convergentes.

Prova: Pondo f, (k) = xy1+Zpo+. . .+Tnk, como no lema, temos | f,, (k)| < ay,
para todo k e todo n. Logo Y7, f,, é uniformemente convergente em k € N

pelo Teste M de Weierstrass. O lema anterior implica o resultado.q

7.2 Produto de Cauchy séries

A seguir definimos o produto de Cauchy de duas séries numéricas.

Definicao 14. Dadas as séries Zan e Z b, o seu produto de Cauchy € a
n=0 n=0

o0 n
série E ¢, onde ¢, = E apby—r, Yn € N.
n=0 k=0

Observacao 1. FEste produto € inspirado no produto de polinomios.

O produto de séries convergentes pode nao ser convergente. Basta con-
(="
vn+1

[e.e]
siderar a série E (exercicio).
k=0

Teorema 44 (B). Se Z a, € absolutamente convergente com soma A, Z by
n=0 n=0

o0 n

¢ convergente com soma B, entdo o seu produto de Cauchy E Cns E apbn_r,
n=0 k=0

n € N, € convergente com soma AB.

Prova: Se A, = Zak, B, = Zbk, C, = ch e b, =B,—B,n €N,
k=0 k=0 k=0

n—o0 n—oo

entdo A, =3 A, B, =3 Bef, =3 0.

n—o0

Queremos mostrar que C,, — AB.
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Para cadan € N
Cho=co+c+ -+c,
= agbo + (apb1 + aibg) + - - - + (agby, + a1by—1 + - -+ + an_1by + anby)
=ag(bo+b1+--+by)+ar(bo+b+--+by1)
+ o+ an_1(bo + b1) + anbo
=qoB, +a1B,_1+ - a,_1B1 + a, By
= ag(B + Bn) + a1(B + Bn_1) + -+ + an(B + o)
= (ap + a1+ +a,)B+aofBn + a8+ + anfo
= ApnB + apfn + a1Bn1+ - + an_181 + anfo.
Se Yp = aofn + a1Bp—1 + -+ an_151 + anfo, n € N.
C,=A,B+~v, neN.

e o resultado estard provado se mostrarmos que lim =, = 0.
n—oo

[e.9] o0
Como E a, é absolutamente convergente seja o = g ||
n=0 n=0

oo
Como an é convergente, dado ¢ > 0, existe N € N, tal que |3, =
n=0

|B, — B| < € sempre que n > N.
Logo, paran > N,

[l = [(Boan + -+ + Bnan-n) + (Br+1an-n-1+ - + Baao)]
< [Botn + -+ BNan-—~| + |Brtil|an—n—1] + - + [Bal|ao]
<|Bon + - -+ + Bnan-n| + € (|an-n-1] + - + |ao|)
< |Boan + -+ + Byan_n| + ca.

logo 0 < limsup,,_, |7.| < €a, para todo € > 0 e lim 7, = 0, comple-
n—oo

tando a demonstracao.p

7.3 Lema do Sol Nascente - Rising sun lemma

O lema do sol nascente é devido a Frigyes Riesz ([I]). O nome do lema vem

de imaginar o grafico da fungao g como uma paisagem montanhosa, com o
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a al a bz as bsb

Figure 1: Tlustracao sobre o porque do nome “Lema do Sol Nascente”.

sol brilhando horizontalmente da direita. O lema descreve o conjunto dos

pontos de (a, b) que estdo na sombra.

Lema 6 (Lema do Sol Nascente). Seja g : [a,b] — R uma funcao continua e
S ={x €la,b]: existey € (x,b] com g(y) > g(x)}

Note que b ¢ S e a pode ou nao estar em S. Defina E = SN (a,b).
Entao E € um conjunto aberto e pode ser escrito como uma unidgo contdvel

de intervalos disjuntos

E = U(ak, bk)
k=1

com g(ag) = g(bg), exceto se ar, = a € S, para algum kq. Neste caso

g(a) < g(by,). Além disso, se x € (ax,by), entio g(x) < g(b).

Prova: Note que, se [¢,d) C S ed ¢ S entao g(c) < g(d).

De fato, se g(c) = g(d), g(z) = max{g(z) : € [¢,d]} para algum z €
[c,d). Como z € S, existe y € (z,b] com g(z) < g(y).

Claramente, y € (d,b] e g(d) < g(2) < g(y). Isso implica que d € S, o
que é uma contradicao.

Da continuidade de g, E é aberto, e portanto pode escrito, de maneira
tnica, como unido enumeravel de intervalos abertos e disjuntos {(ay,bx) :
k € N}.

Segue imediatamente da afirmativa anterior que g(x) < g(by) para = €

(ax,br). Como g é continua, também devemos ter g(ax) < g(bx).
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Se ap #aoua ¢ S, entdo a ¢ S, entao g(ag) = g(by). Assim, g(ag) =
g(bx) nesses casos. Por fim, se ay = a € S, a primeira parte da prova nos diz

que g(a) < g(bx)
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