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1 Topologia da Reta

1.1 Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Definicao 1. Seja A C R.
1) Um ponto a € A é interior a A se exister > 0 tal que (a—r,a+71) C A.
2) O conjunto A € aberto se todos os seus pontos sao interiores.
3) O conjunto A € fechado em R se seu complementar é aberto.
4) O interior A° de A € o conjunto dos pontos interiores a A.
5) O fecho A de A € a intersecdo de todos os fechados que contém A.
Teorema 1. Seja A um conjunto e {Ax}rea uma familia de conjuntos.
1) Se cada Ay € aberto, Uxep Ay € aberto.
2) Se cada Ay € aberto e A é um congunto finito, Nyxep Ay € aberto.
3) Se cada Ay € fechado, Nyxepn Ay € fechado.
4) Se cada Ay € fechado e A € um conjunto finito, Uyepn Ay € fechado.

Exemplo 1. Todo intervalo aberto é aberto. O interior de |a,b] € (a,b). O
interior A° de A é o maior aberto contido em A. O fecho de A é o menor

fechado que contém A.

Teorema 2. Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira unica,

como uniao enumerdvel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada X\, I, =
(ay,by) é um intervalo e p € Nyeply entdo Uyepaly = (a,b) onde a = infyep
e b = sup,,. De fato, é claro que Uyealy C (a,b). Para provar a outra

inclusao note que p € (a,b) e se x € (a,b), ou z < p ou x > p. Agora,



e se v < p, do fato que a = infycpa, < =z, existe pu; € A tal que
a,, <x <p<b,.

e sc x > p, do fato que b = supyc, by > z, existe puy € A tal que
Auy < p < < by,.

Em qualquer dos casos © € Uyeply.
Para o restante da prova, dado x € A seja I, a uniao de todos os intervalos

abertos contidos em A e que contém x. Segue que
1) I = (ag,b:) C A,
2)sex,ye A,oul,Nl,=1,=I,oul,Nl,=e
3) Ugeal, = A.

Tomando, para cada intervalo desta decomposi¢cao um tinico racional ve-
mos que A pode ser escrito como uniao enumeravel de intervalos disjuntos.
Para ver que esta decomposicao ¢ tinica basta notar que cada intervalo aberto
de uma tal decomposicao esta contido em algum dos I, e nao pode ser distinto
de I,

Corolario 1. Se I é um intervalo aberto e I = AU B onde A e B sao

conjuntos abertos e disjuntos entao um deses conjuntos é vazio.
Teorema 3. Seja A um conjunto e {Ax}rea uma familia de conjuntos.
1) Se cada Ay € aberto, Uyep Ay € aberto.
2) Se cada Ay € aberto e A € um conjunto finito, Nxean A € aberto.
3) Se cada Ay € fechado, Nyxepn Ay € fechado.
4) Se cada Ay € fechado e A € um conjunto finito, Uyepn Ay € fechado.

Exemplo 2. Todo intervalo aberto é aberto. O interior de [a,b] € (a,b). O
interior A° de A € o maior aberto contido em A. O fecho de A é o menor

fechado que contém A.



Teorema 4. Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira tinica,

como uniao enumerdvel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada A, I, =
(ax,by) é um intervalo e p € Nyealy entao Uyealy = (a,b) onde a = infyep
e b = sup,.,. De fato, é claro que Uyealy C (a,b). Para provar a outra

inclusao note que p € (a,b) e se € (a,b), ou x < p ou x > p. Agora,

e se © < p, do fato que a = infycpay, < =z, existe pu; € A tal que
ay, <o < p<by,.

e sc x > p, do fato que b = supyc, by > 7, existe puy € A tal que
Auy < p < < by,.

Em qualquer dos casos © € Uyeply.
Para o restante da prova, dado = € A seja I, a uniao de todos os intervalos

abertos contidos em A e que contém x. Segue que
1) I, = (as, b)) C A,
2)sex,ye A,oul,Nl,=1,=I,oul,NI,=e
3) Ugeal, = A.

Tomando, para cada intervalo desta decomposi¢cao um tnico racional ve-
mos que A pode ser escrito como uniao enumeravel de intervalos disjuntos.
Para ver que esta decomposicao é tinica basta notar que cada intervalo aberto
de uma tal decomposicao esta contido em algum dos I, e nao pode ser distinto
de Ix-l]

Corolario 2. Se I é um intervalo aberto e I = AU B onde A e B sao

conjuntos abertos e disjuntos entao um deses conjuntos é vazio.

Definigao 2. Seja A C R um ponto p € R € aderente a A se existir seqiiéncia
{z,} em A tal que x, == p.



Sabemos que se p é ponto de acumulacao de A entdao p é aderente a A.
Se p é aderente a A e p nao é ponto de acumulacao de A entao p € A. Todo

ponto interior a A é aderente a A e é um ponto de acumulacao de A.

Teorema 5. Um ponto p € R € aderente a A se, e s6 se, AN(p—e,p+e) # &
para todo € > 0.

Corolario 3. Se A C R € limitado superiormente (inferiormente) entdo
sup A (inf A) € aderente a A.

Teorema 6. O fecho A~ de A C R € o conjunto A dos pontos aderentes de
A.

Prova: De fato, se 2 ¢ A, existe € > 0 tal que (x—¢, 2+€)NA = & segue que
A éfechadoe A~ C A. Sex ¢ A existe e > 0 tal que (z —€,2+€)NA =
exr ¢ zzl 0O

Definicao 3. Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Diremos que A

¢ denso em B se B C A~

Teorema 7. Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Sao equivalentes
e Todo ponto de B ¢ aderente a A.

e Todo ponto de B € limite de uma seqiiéncia de pontos de A.

e Paratodoe>0ebe B (b—eb+e)NA#D.

Teorema 8. Todo subconjunto B de R contém um subconjunto A que €

enumeravel e denso em B.

+1
Prova: Dado n € N* temos que R = U [B,p—). Para cada p € Z
sz Lnn
e n € N* escolha z,, € [%, p—j;l) N B quando esta intersecao for nao vazia.

O conjunto A desses pontos é claramente denso em B (para cada n € N* e
b € B existe a € A tal que |[a—b| < 1) e é enumerdvel (a cole¢ao de intervalos
{[z Zil) :p € Zen €N} éenumerdvel).p

n’ n
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Teorema 9. Seja FF C R um conjunto fechado, ndo vazio e sem pontos

isolados. Entao F € nao enumerdvel.

Prova: Sejam z,y € F distintos, r = |z —y|/2 e F, = FN (z —r,z +7).
Segue que F ¢ nao vazio e nao contém pontos isolados. Seja F), a uniao de
Fy com os pontos de acumulacao de F no conjunto {x —r,z +r}. F, é

claramente fechado e nao tem pontos isolados, é limitado e y ¢ F.

Se F' O {y1,Y2,ys,- - - } seja F,,. Tendo escolhido Fy,,---F, ., sey, ¢
F,

Yn—1

sem pontos isolados tal que vy, ¢ F, C F, ,. Para cada n € N seja

escolhemos F, = F,

yno1 € se y, € F, | escolhemos F, fechado e

x, € F,,. A seqiiéncia {z,} é limitada e portanto tem uma subseqiiéncia
{Zom) } convergente com limite z. E claro que Z € NpenF,, € T # y, para
todon € N

1.2 Coberturas e Compactos

Definigao 4. Seja A C R e A um conjunto, uma cole¢ao {A\}ren de con-

juntos € chamada uma cobertura de A se A C UyepA,.

Se {Ax}ren € uma cobertura e N C A e A C Uyear Ay, {Ax}ren € dita
uma subcobertura da cobertura {A)}cx.

Se os conguntos da cobertura sao todos abertos a cobertura € dita uma

cobertura aberta.

Teorema 10 (Borel-Lebsegue). Dada uma cobertura {I\}xea de [a,b] onde

cada Iy é um intervalo aberto existe ' C A finito tal que [a,b] C Uyeprly.

Prova: Seja A = {z € [a,D] : existe A’ C A finito com [a, 2] C UyenIy}. E
claro que A # @. Seja s = sup A. E claro que s € [a,b] e que existe A tal
que s € I,,. Como I, é aberto I,, N A # &. Segue que s = b e que [a,b]

estd contido em uma unido finita de I3s.
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Corolario 4. Dada uma cobertura aberta {Ax}irea de [a,b] existe ' C A
finito tal que [a,b] C UyearAy.

Basta lembrar que cada aberto da cobertura pode ser escrito como uniao
enumeravel de intervalos abertos (disjuntos).

Corolario 5. Dada uma cobertura aberta {Ay}rea de um conjunto fechado
e limitado F existe N' C A finito tal que F' C Uyepn Ay,

De fato: Como F' ¢é fechado e limitado F' C [a,b]. Como A = F*© é aberto e
[a,b] C UyepAy U A temos que existe A’ C A finito tal que

la,b] C UnearANUA e F CUyenAxg
Teorema 11. Dado K C R sao equivalentes:
1) K € fechado e limitado.
2) Toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita.

3) Todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acumulagdo per-
tencente a K.

4) Toda seqiiéncia de pontos de K possui uma subseqiiéncia que converge
para um ponto de K.

Prova:
e 1) = 2): Segue diretamente do corolario anterior.

e 2) = 3): Se A C K ¢ infinito e ndo tem pontos de acumulagao em K,
para cada k € K existe I, = r; > 0 tal que (k —rg, k+ 1) NA = {k}
ou I NA =g. Segue que Upcglp DO K é uma cobertura aberta sem
subcobertura finita.
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e 3) = 4): Dada uma seqiiéncia de pontos {k,} em K ela pode ter um
nimero finito ou infinito de valores. Em qualquer dos casos possui uma

subseqiiéncia convergente.

e 4) = 1): E claro que K é limitado pois caso contrdrio existiria uma
seqiiéncia {z,} em K com xy € K e |z,| > |r,-1] + 1 e esta nao teria
subseqiiéncia convergente. Para ver que K é fechado simplesmente
note que se x € K~ existe seqiiéncia z,, € K tal que z, i x, de 4),
T €K

Definicao 5. Um conjunto é compacto se satisfaz uma das condi¢oes do

teorema anterior.

Corolario 6 (Teorema de Bolzado-Weierstrass). Todo conjunto infinito e

limitado de niumeros reais possui um ponto de acumulacao.
Corolario 7. Toda seqiiéncia decrescente de compactos nao-vazios tem in-

tersecao nao vazia.

1.3 Medida Exterior

Se I = (a,b) defina ¢(I) = b—a. Dado A C R existe uma familia contavel de
intervalos abertos que cobrem A. Seja %4 a colecao de todas as coberturas

contavels de intervalos abertos de A.

m*(A) = inf {Ze(fn) I} e %A}

E claro que m*(@) = 0, m*((a,b)) < b—a, m*({z}) =0, Vz € R e que, se
A C Bm*(A) < m*(B).

Lema 1. m*[a,b] = m*(a,b] = m*[a,b) = m*(a,b) = b— a.

Prova: Como [a,b] C (a — §,b+ §), Ve > 0 temos m*([a,b]) < b — a.
Por outro lado se {I,,} € %, existe uma subcolecao finita {I,,,, -, I, }
de {I,} tal que UF_,1,. D [a,b] e

12



ie(fm) <> e

Podemos tomar uma subcobertura de {I,,,---,I,, } de forma que a €
I, = (y1,21) e, recursivamente, se x; < b, z; € L\, = (Yj+1, xj+1) parando

para jo < k tal que I 2 b. Assim, como y; < xj_1 < zj,

Jo
Zf([mj) = Z(%’ —Yy;) >z, —y>b—a
j=1

m*([a,b]) =b—ap

Lema 2. Se {A,} € uma familia contdvel de subconjuntos de R entao

m” (U An) < Zm*(A
Prova: S6 temos que considerar o caso em que Y m*(A,) < oc.
Como m*(A,,) é finita, dado € > 0, seja {I,,;}, € %a, tal que A, C U, In;
e (1) <m*(A,) +2 " Logo {I.;}, ;, € %a, €

m* (U An) <Y ) = 30D ) < 3 (m*(Au) + e27)
= Z m*(A

Como € ¢ arbitréario o resultado segue.

Corolario 8. 1) Se A C R ¢é enumerdvel, m*(A) = 0.

2) Se {A,} é uma familia contdvel de subconjuntos de R e m*(A,) = 0,
Vn entao m*(J,, An) =0

Exercicio 1. Seja I; = [a;,b;], 1 < j<ncomb; <ajq, 1 <j<n—1
Mostre que

n

(]L_Jl ) (b; — a;).

J=1

13



1.4 O Lema do Recobrimento de Vitali

Lema 3 (Recobrimento de Vitali). Seja E' C [a,b], consequentemente m*(E) <
b—a. Se 7 ¢ uma cobertura de E por intervalos nao degenerados e tal que,
dados v € E ee > 0, existe I € & tal que x € I e {(I) < €. Entdo, dado
€ > 0, eziste uma colegao finita e disjunta {Iy,...,In} C . tal que

m* <E\ n@l In> <e.

Prova: Basta considerar o caso com cada intervalo de . fechado (caso
contrario tomamos o seu fecho). Podemos assumir que ¥ 35 [ C O =
(a—1,b+1)eque INE #2,VI € 7.

Escolhemos uma seqiiéncia {I,} de intervalos disjuntos de .# da seguinte
forma: Seja I, € . qualquer e se [,..., I, ja foram escolhidos seja 7, o
supremo dos comprimentos dos intervalos de . que nao interseptam nenhum
dos I,...,1,.

Claramente r, < ((O). Se E ¢ |J;_, I;, encontramos I,,4, € . disjunto
de I1,..., I, e tal que ¢ (I,,41) > %rn.

Asim {I,,} é uma seqiiéncia disjunta de intervalos em .# e, como | JI,, C
O, > ((I,) <4(0O). Logo, existe N € N tal que

Seja

Mostraremos m*(R) < €. Se x € R, como F = |J_, I,, é fechado e x ¢ F,
existe [In £,z elelNlF =0.

14



Agora, se INI; = @ para i < k, temos (1) < r, < 20 (I.y1). Como
lim ¢ (1) = 0, o intervalo I deve intersectar pelo menos um dos intervalos
K—00
L.

Seja n o menor inteiro tal que I NI, # &. Claramente n > N, e ((I) <
Tno1 < 20(1,). Como z € I e INI, # & a distancia de x ao ponto médio de
I,, ¢ no maximo ((1) + 3¢ (I,) < 20(1,,).

Logo x pertence ao intervalo J, tendo o mesmo ponto médio que I, e 5

vezes o comprimento. Desta forma

Rc|JJ. e
N+1
m'(R)< Y L(J)=5 Y ((I,)<ep
n=N+1 n=N-+1

2 Funcoes - Limites e Continuidade

Definigao 6 (Limite). Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma fun¢ao
e p um ponto de acumula¢ao de D. Diremos que o limite de f(z) quando

x tende p € L se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que

re€De O0<|z—p|<d = |f(x)—L|<e.

Dito de outra forma, dado € > 0 existe 6 = §(e,p) > 0 tal que

fON(p—dp+i)\a)C(L—ecL+e)
Note que:

e Se nao existe um ndmero real L tal que lim f(x) = L diremos que
T—p

lim f(x) nao existe.
T—p

e O ponto p nao precisa pertencer a D e mesmo que pertenga o valor de

f em p nao é importante para a definicao acima.
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e Apenas os valores de f em pontos arbitrariamente préximos a p sao

importantes para a definicao.

Teorema 12. Seja f: D — R uma funcao e p um ponto de acumulacdo de
D. O limite de f(z) quando x tende a p, caso exista, € unico. Este limite

serd denotado por

lim f(z) = L.

T—p

De fato: Se L e L' sao limites de f(z) quando z tende a p, dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que

r€De O0<|r—p|<d, = |f(x)—Ll<e e |f(x)—L|<e.

Logo, dado € > 0, com a escolha de 6 acima e x € D satisfazendo 0 <

|x — p| < 6, temos
IL—L|=I|L—f(x)+ flz) = L| <|f(x) = LI+ |L' = f(z)| < 2e.

Isto mostra que L = L'
Quando nos referimos a uma fungao, fica implicito que ela tem um dominio

especificado.

Dada a fungao f: D — R, dado D" C D denotaremos por f|p : D' — R
a fungao definida por f|p (z) = f(z), para x € D'.

Nos referiremos a f|p como a restricao de f: D — R a D',

Segue imediatamente da definicao que

Teorema 13 (1). Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma fungdo,
D' C D e p um ponto de acumulagao de D'. Se lim f(x) = L entdo

T—=p
T—p

16



2.1 Ciritério negativo para existéncia de limites

Teorema 14. Seja f : D — R uma fungao, D' e D" subconjuntos de D e
p € R um ponto de acumulacdo de D' e de D".

o Se

— um dos limites lim f|p/(x) ou lim f|pr(x) nao existe ou
T—p T—p

— ambos existem e lim f|p/(x) # lim f|pn(z)
T—p T—p

entao o limite lim f(z) nao existe.
T—p

e Se (D'UD")\{p} = D\{p}, o limite lim f(x) existe se, e somente se,
T—p

lim f|p/(x) e im f|pr(x) existem e lim f|p (x) = lim f|p/(x).
T—=p T—p T—p T—p

Prova: A prova da primeira parte segue diretamente de (1). Para a segunda

parte, existe lim f(x) = L se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que
T—p

reD 0<|z—p <éd = |f(x)—L|<e,
se, e somente se, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

reD 0<|z—pl<d = |f(x)—Ll<e = |flp(x)—L|<e

reD" 0<|z—p|<d = |f(x)—Ll<e = |f|lp(z)—L|<e

se, e somente se,

lim flp:(2) = lim f|p«(2) g

17



2.2 Limites Laterais

Se D C R, diremos que p € R é um ponto de acumulacao a direita (esquerda)
de D se é um ponto de acumulagao de D = DN (p,00) (D, = DN(—~0o0,p)).

Seja f : D — R uma fungao e p é um ponto de acumulagao a direita
(esquerda) de D. O limite de f(z) quando = tende a p pela direita
(esquerda) ¢

z—pt

i, f(o) = lim flo (o) (i f(o) = i 1))

Corolario 9. Seja f : D — R uma funcao e p é um ponto de acumulagao a

direita e a esquerda de D. Entao

lim f(x)

T—p

existe se, e somente se, existem os limites laterais a direita e a esquerda e

lim f(z)= lim f(x).

z—pT T—p~
Teorema 15. Seja D C R, f: D — R uma funcdo e p um ponto de acu-
mulagao de D. Se existe lim f(x) = L entao f € limitada em uma vizinhanga
T—p

de p, isto €, existem M > 0 e d > 0 tais quex € D, 0 < |x —p| < § =
|f(x)] <M.

De fato: Existe 6 > 0tal que z € D, 0 < |[x —p| < d = |f(x) — L| < 1.
Logo

1f(2)| < |f(x) = L]+ |L| <1+ |L| =M, Yo eD,0<]|z—p|<dg

Teorema 16 (Confronto). Seja D C R, f,g,h : D — R funcies e p um
ponto de acumulacdo de D. Se existe 09 > 0 tal que, para todo x € D,
0 < |z —p| <do, flx) < glz) < h(x) e }:ILH f(x) = };lin h(z) = L entdo
limg(z) = L. ’ ’

T—p

18



De fato: Dado € > 0 existe g > 9 >0 talquex € D, 0 < |[x —p| < 6 =
|f(x) — L| <ee|h(x)— L| <e Logo

L—e< f(z)<g(x)<h(r)<L+e VYreD 0<|z—pl<d.
Segue que L —e < g(x) < L+¢, Ve € D, 0 < |z —p| < 4. Ou ainda
lg(z) —L| <e, VxeD,0<|z—p|<dp

Teorema 17 (Conservacgao do Sinal). Seja D C R, f: D — R uma fung¢ao
e p um ponto de acumulagao de D. Se lim f(x) = L > 0 entao existe 6 > 0
T—p

tal que f(x) > 0 para todo x € D com 0 < |x — p| < 0.

De fato: Dado € = % existe 6 > 0 tal que
L L
_Z L <Z
L <)L <]
para todo z € D, 0 < |z — p| < §. Logo 0 < é < f(x) para todo x € D,
0< |LU —p| < 6’|:|

Teorema 18 (Comparagao). Seja D C R, f,g: D — R uma fung¢ao e p um
ponto de acumula¢io de D. Se existe 6 > 0 tal que f(z) < g(x) para todo
reD,0<|r—p| < e exvistem lim f(x) = Ly entdo Ly < L,.

T—p

De fato: Dado e > O existe § >0 talquex € D, 0 < |z —p| <6 =

€ €
Li— 5 < f@) <gle) < Lo+ 5.

Segue que Ly — Ly < € e como € > 0 é arbitrario o resutlado segue.

Teorema 19 (Limite por seqiiéncias). Seja D C R, f: D — R uma fun¢ao

e p um ponto de acumulagdo de D. O limite lim f(x) = L se, e somente se,
T—p

lim f(z,) existe para toda seqiiéncia {x,} em D\{p} que converge para p.
n—oo

19



De fato: Se ilin f(x) = L e {x,} éseqiiéncia em D\{p} com z,, == p, dado
e >0, podemosp encontrar § > 0 tal que |f(x) — L| < ¢, para todo x € D,
0<|z—p|<é.

Seja N € N tal que |z, — p| < § para todon > N. Logo |f(z,) — L| <,
para todo n > N. Isto mostra que lim f(z,) = L.g

Para a reciproca primeiramenteanoo‘se que, se lim f(z,) existe para toda
seqliéncia {z,} em D\{p} que converge para p go_()iO;s as sequéncia {f(z,)}
tém o mesmo limite pois se duas tais seqiiéncias tem imagens pela f com
limites distintos, alternando os seus elementos contruimos uma seqiiéncia

{Z,} em D\{p} que converge para p e tal que {f(Z,)} ndo converge.
Agora, se lim f(z) ndo é L, existe ¢ > 0 e para todo n € N*, z, € D,
T—p

0 < |z, —p| < £ tal que |f(z,) — L| > e. Logo lim f(z,) nao é L.
n—oo

2.3 Propriedades do Limite

Sejam f; : Dy, — R, i = 1 e 2, funcoes. Suponha que p seja um ponto de
acumulac@o de Dy, N Dy, e que lim f;(z) = L;, i = 1,2. Entao:
T—p

1) lim(fi+ f2)(x) = lim (o) + i fofa) = Lo + Lo

2) lim k fi(x) =k Ly onde k = constante.

T—p

3) ii{gfl(if) - fa(z) = glcijgl)fl(!)f) 'iijgfz(if) =Ly Ly.

) fi(z) _ glﬂlgll)fl(z) L
T—p fQ(I’) :1011)1;) fg(l’) L2 ’

se Ly #0.

Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o nosso tra-
balho, vamos fazer a demonstracao das mesmas para poder utilizé-las, livre-

mente.
Prova de 1): lim(f; + f2)(z) = lim fi(z) + im fo(z) = Ly + Lo
T—p T—p T—p
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Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que
v€D;, 0<|z—p| <6 = |filx)— L < g i=1,2.
Escolha § = min{d, d»}. Entao

T e Df1 me2 :Df1+f2, 0< ‘Sl?—p‘ <0=
€
|(f1+ f2) (@) = (L1 + Lo)| < |fi(z) — Lo| + [ fo(w) — Lo| < 5t

€
2

=e.
ou seja liiﬂ(fl + fo)(z) = L1 + Lo.
T—p
Prova de 2): lim k fi(z) = k Ly onde k = constante
T—p

Se k = 0 o resultado é trivial. Se k # 0, dado € > 0 seja > 0 tal que
€

re€Dyp, 0<|z—p|l<d = |filzx)— L] < 7

Entao

€

x € Dy, 0< |z —p| <= |kfi(z) — kLi| = |k||fi(z) — L1| < |K| €.

k]
ou seja };En(kfl)(x) = kL.
Prova de 3): lim(i(x) - f(e) = lim fi(e)  lim fo(e) = Ly - Lo
Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que
z€Dy, 0<|z—p| <6 = |filz)— L <min{m,1}.

e 0 > 0 tal que

€
D Cpl<dy = — L) <min{ o 1.
x € Dyp,, 0 <[z —p|<d o) = Lo < 1n{2(|L1\+1)’ }

Logo |fa(x)| < |fa(x) — La| 4+ |Lo| < |La| + 1 sempre que = € Dy,, 0 <
|z —p| < .
Logo, se 6 = min{dy, 0}, para x € Dy, N Dy, = Dy,.4,, 0 < |z —p| < 0,
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[(f1 - fo)(@) — (L1 - L2)| < [(fi(®) — L) f2(2) + Li(f2(x) — Lo)|
< |filx) = L[| fa(2)| + [La|[ fo(z) — Lo
< [fi(x) = Li|(|L2| + 1) + [Lq]| foz) — Lo

€ €
(1Ll + 1)+ Lil

2(|Lo| + 1) (IL1] + 1)
<E+E—e
2 2
ou seja lim(f; - fo)(x) = Ly - Lo.
T—p
lim fy ()
I CO Ly
P de 4): 1 = = — L 0.
rova de d): I S " imf(e) L, 7
T—p
Dado € > 0 seja 9; > 0 tal que
€|L
re€ Dy, 0<|z—pl<dh = |filr)— L] < |42|
e 0o > 0 tal que
: €[Lo|*  [Lof
D — — L .
€Dy, 0<|z—p|<b = |fo2) 2|<m1n{4(|L1|+1), 5
Logo, se x € Dy,, 0 < |x — p| < &2
L L
Lol < 1o(e) ~ Lol + 1) < 224 1) e B2l <o)

Logo, se § = min{dy,d2}, para x € Dy, N Dy, = Dy,.p,, 0 < |z —p| < 0,

|M B ﬂ| _ (Al) = La) Ly + (Ly — fo(x)) Ly
fo(z) Lo | fo(2)| La|
< 1f1(@) = Lnl|Lo| + | Lo = fo(@)[| L]
N | La||La|/2
|fi(z) — L] oy 1l
§27|L2| + 2Ly — fo(x) L2
€|Ly| 1 €| Lo]* L] € €
TR TS TR R R
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Teorema 20 (Critério de Cauchy). Seja D C R, f: D — R fungdes e p

um ponto de acumulagao de D. O lim f(x) existe se, e somente se, f € de
T—p

Cauchy em p, isto €, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que x,y € D, 0 < |z —p| < I

e0<ly—pl<d=|[f(z)—fly)l <e

De fato: E claro que se };lin f(x) = L entao f é de Cauchy em p. Recip-
rocamente, se f é de Cauch}f em p e {x,} é uma seqiiéncia em D\{p} que
converge para p, {f(z,)} é de Cauchy e portanto convergente.;

Limites no infinito

Seja D um subconjunto ilimitado superiormente de Re f: D — R
uma func¢ao. Diremos que o limite de f(z) quando x tende para infinito é
L € R se, dado € > 0, existe M = M(e) > 0 tal que

re€D, x>M=|f(x)—L| <e.

Escreveremos

lim f(x)= L.

T—00

De modo andlogo, quando D ¢ ilimitado inferiormente, definimos

lim f(x)= L.

T—r—00

O limite de uma seqiiéncia é um caso particular de limite infinito. Neste caso
D = N é ilimitado superioremente.

Limites infinitos

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma funcao. Se p é um ponto de
acumulagao de D diremos que f(z) diverge para +oo quando z tende para
p se, dado M > 0, existe e = ¢(M) > 0 tal que

reD, 0<|z—pl <e= f(x)> M.

Escreveremos
lim f(z) = 4o0.

T—p
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De modo analogo definimos

liin f(z) = —o0.

Se D ¢ ilimitado superiormente (inferiormente) definimos também

lim f(z) =400 ( lim f(z)= £o0).

T—+00 r——00

2.4 Limites Superior e Inferior

Seja D um subconjunto R e f : D — R uma fungdao. Se p é um ponto de

acumulagao de D. Suponha que exista um dy > 0 tal que

sup{f(z):x € D,0 < |xr —p| <} < 0
Entao, existe (ou diverge para —oco) o limite
lim f(x) := lim sup{f(z):2 € D,0 < |z — p| < 6}
T—p 6—0T
Escrevemos lim f(z) = +oo quando f ndo é limitada superiormente em
T—p

nenhuma vizinhanga de p.

Semelhantemente, se
inf{f(x):2 € D,0< |z —p| <d} >—o0,

definimos (podendo ser +00)

lim f(z) := 51_i)ré1+inf{f(x) cx € D,0< |x—p|<d}

T—p

Escreveremos lim f(z) = —oo quando f nao for limitada inferiormente em
T—p

uma vizinhanca de p.

Valor de Aderéncia

Definicao 7. Dizemos que y € R é um valor de aderéncia de f no ponto p
n—oo

se existe seqiiéncia {x,} em D\{p}, v, — p e lim f(x,) =y.
n—o0
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Teorema 21. Seja D C R, f : D — R uma funcao e p um ponto de

acumulagao de D.

1) Se ¢ é um valor de aderéncia de f em p, lim f(x) < ¢ < lim f(x).

T—p T—p

2) Se f ¢ limitada em uma vizinhanga de p entdo lim f(x) e lim f(x) sdo
T—p T—p
valores de aderéncia de f.
3) lim f(z) existe se, e somente se, f € limitada em uma vizinhan¢a de p
T—p

e o conjunto dos valores de aderéncia de f em p € unitario.

4) Se f € limitada em uma vizihanga de p, dado € > 0 eziste § > 0 tal que
lim f(z) —e < f(z) < lim f(z)+€ para todo x € D com 0 < |z —p| < 6.

Prova de 1): Se lim f(x) = [ e lim,_,, f(r) = L, dado € > 0 existe J. > 0
T—p

tal que

[—e<inf{f(z):x2€D,0<|x—p| <} <l+e
L—e<sup{f(z):xe€eD,0<|x—p|<d}<L+e

V0 <9 <. Escolha dy < d.. Se £ é um valor de aderéncia de f em p, existe

n—o0 n—oo

x, € D\{p}, r, — p, com f(x,) — £. Seja N € N tal que |z, — p| < dy,
Vn > N. Logo, Vn > N,

| —e<inf{f(z): 2z € D,0< |z —p| <}
< fz,) <sup{f(z) 1z € D,0< |z —p| <} < L+e

Segue que [ — e < £ < L + € para todo € > 0 e portanto [ < £ < L.
Prova de 2): Note que, para algum Jp > 0 temos que

—oo < inf{f(z):z € D,0< |z —p|<d} <sup{f(z):x€D,0<|x—p| <} < 0.

Como
(0,60) 20 — inf{f(z) : x € D,0 < |z — p| < d} é ndo-decrescente e
(0,60) 2 0 — sup{f(z) :x € D,0 < |z — p| <} é ndo-crescente,
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existem os limites
lim inf{f(z):z € D,0< |z —p|<d}=le
6—0T

lim sup{f(z):x € D,0< |z —p|<dé} =1L
d—0+t

Como p é um ponto de acumulagao de D seja {z!} e {zL} seqiiéncias em
D tais que 0 < max{|z!, — p|, |2L — p|} < %0 e
. (50 l . 50 1
inf{f(z):x € D,0< |z —p| < E} < flay) <inf{f(z):z € D,0< |z —p| < z}—kg

) 1 )
sup{f(z):xz € D,0< |z —p| < EO}_E < fh) <inf{f(z):z€D,0< |z —p| < EO}

O resultado agora segue tomando o limite nas espressoes acima.p
Prova de 3): Se o limite existe entdo f é limitada em uma vizinhanga

de p e todos os valores de aderéncia coincidem e em particular o lim f(z) =
T—p

lim f(x). Por outro lado, se f é limitada em uma vizinhanca de p e o conjunto
T—p

dos valores de aderéncia é unitario lim f(z) = lim f(z) e todos os valores de
z—=p T—p

aderéncia coincidem. Disto segue que o limite existe.
Prova de 4): Se lim f(x) = [ e lim,_,, f(r) = L, dado € > 0 existe J. > 0

T—p

tal que

l—e<inf{f(z):zeD,0<|z—p|<d}<l+e

L—e<sup{f(z):ze€D,0<|z—p|<d}<L+e
V0 < <d. Segue que, para d < d.ex € D, 0 < |z — p| <4,

[—e<inf{f(z): 2 € D,0< |z —p| <} < f(x)

<sup{f(z):z2e€D,0< |z —p| <} < L+ep

3 Continuidade

Definicao 8 (Continuidade). Seja f : Dy — R uma fungdo e p € Dy.

Diremos que f(x) é continua em p se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que

reDjelr—pl<d = |fl@)-fo)l<e.
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Observacao 1. Note que,

e sep € Dy € um ponto de acumulagdo de Dy, entao f € continua em p
se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p) e

e sep € um ponto isolado de Dy entao f € continua em p.
Exemplo 3. (a) A funcao f(x) = k € continua em x = p para cadap € R.
(b) A funcao f(x) = x é continua em x = p para cada p € R.
(c) A fungio f(x) =z + 1 € continua em x = p para cada p € R.

(d) A funcao f(x) = x* é continua em x = p para cada p € R.

-1
(e) A fungio f(x) =< x—1 sex7 ndo € continua em x = 1 pois
0 sex =1

limy f(@) = 2 7 0 = £ (1)

Exercicio: Verifique cada uma das afirmativas do exemplo anterior uti-

lizando os resultados dos exemplos anteriores para as mesmas fungoes.

3.1 Propriedades da Continuidade

Recordemos as propriedades do limite.
Sejam f; : Dy, = R, 7 =1 e 2, funcoes. Suponha que p seja um ponto de
acumulagao de Dy, N Dy, e que lim f;(x) = L;, i = 1,2. Entao:
T—p

1) lim(fi + fo)(a) = lim fi(a) + lim fo(e) = Ly + Lo

2) lim k fi(x) =k Ly onde k = constante.

T—p
T—p

3) lim fi(z) - fa(z) = glcilgfl(x) 'iig})fﬂx) =Ly L,.

lim fi ()
. fi(z) _ z=p _
VI R@ A L

se Ly #0.
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Propriedades da Continuidade

Corolario 10. Sejam f; : Dy, — R, @ = 1 e 2, funcoes. Suponha que
p € Dy, N Dy, e que f e g sejam continuas em p. Entao fi+ fo, k- f1, fi- fo
e, se fo(p) #0, fi/f2 sao continuas em p.

Teorema 22 (Limite da Composta). Sejam f : Dy - Reg: D, = R
fungoes tais que Im(g) C Dy e L € Dy. Se p € um ponto de acumulagdo de
Dy, limg(x)=L e f

T—p

¢ continua em L , entdo

1 £(9(0)) = £ (T ale)) = S(0)
De fato: Como f ¢ continua em L, dado € > 0 existe 7 > 0 tal que

y€ Dy, |y—Ll<dy = |f(y)— f(L)|<e

Como lim g(z) = L, dado §; > 0 existe d, > 0 tal que

T—p
reD, 0<|z—p|l<d, = |g(z)—L| <.
Desta forma, como Im(g) C Dy, Doy = D, €
2 € Dy = Diog, 0 < & = p| <8y = |g(x) = L] < 05 = |f(g(x)) = F(L)] <e.

Logo lim f(g()) = f(L) g

T—p
3.2 Funcoes continuas: Resuldados fundamentais

Recorde que:

Definigao 9 (Continuidade). Seja f : Dy — R wma fungao e p € Dy.
Diremos que f(x) é continua em p se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que

€Dy e |lr—p[<d = |f(z)-fp)<e

e Se p ¢ um ponto de acumulacao de Dy, f é continua em p se, e somente
s€, hmx—>p f([l?) = f(p)
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e Diremos que f é continua se for continua para todo p € Dy.

e Soma, produto, quociente e composicao de fungoes continuas é uma

funcao continua.
e Funcoes racionais e fungoes trigonométricas sao continuas.

A prova do teorema a seguir segue da definicdo de continuidade e da

caracterizagao de limites por seqiiéncias.

Teorema 23. Seja D um subconjunto de R, f: D — R ep € D. A funcao
f € continua em p se, e somente se, para toda seqiéncia {x,} em D com

T =3 p existe o limite lim f(x,).
n—oo

Corolario 11. Seja D um subconjunto de R, f: D — R ep e D. A funcao

f € continua em p se, e somente se, para toda seqiéncia {x,} em D com
n—oo n—oo

T, — p temos f(x,) — f(p).

3.2.1 O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema 24 (Teorema da Conservagao do Sinal). Seja f : Dy — R uma
fungao continua e T € Dy tal que f(Z) > 0 (f(Z) < 0). Entdo, existe d > 0
tal que f(z) >0 (f(xz) <0) sempre que x € Dy e x € (T — 06,7+ ).

De fato: Como f ¢ continua em z, dado € = f(Z) > 0 existe 6 > 0, tal
que
ve Dy, we(r=0,1+0)= fz) c(f(7) ¢ [(2) +€) = (0,2f(2)).

Isto prova o resultado.

3.2.2 O Teorema do Anulamento
Teorema 25 (Teorema do Anulamento). Se
f:la,b] = R € continua e f(a) <0< f(b)

(f(a) > 0> f(b)), entao, existe T € (a,b) tal que f(x) = 0.
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De fato: Faremos apenas o caso f(a) < 0 < f(b). Seja
A={x€la,b]: f(s) >0, para todo s € [z,b]}.

Note que @ # A C [a,b] (pois f(b) > 0). Seja z = inf A. Do Teorema da
Conservacao do Sinal, z € (a,b) e z ¢ A. Portanto f(z) <0.

Por outro lado, do Teorema da Comparagao, f(z) = lim+ f(z) >0
r—z

(pois x >z =2 € A= f(z) >0). Logo, f(2) =0

3.2.3 O Teorema do Valor Intermediario
Teorema 26 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R uma
fungao continua e tal que f(a) < f(b) (f(a) > f(b)). Se f(a) < k < f(b)
(f(a) > k> f(b)), entao existe T € (a,b) tal que f(Z) = k.
De fato: Considere a fungao g(x) = f(z) — k. Entao
g : a,b] — Ré continua, g(a) < 0e g(b) >0

e do Teorema do Anulamento, existe = € [a,b] tal que g(z) = 0. Portanto

f(@) =kg

3.2.4 O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Teorema 27 (de Weierstrass ou do Valor Extremo). Se f : [a,b] — R for

continua, existirao p,q € |a,b] tais que
f(p) < f(x) < f(a), para todo x € [a, b].
De fato: Verifiquemos, inicialmente, que Im(f) é limitada.

Se este nao fosse o caso, dado n € N, existiria z,, € [a, b] tal que, zy € [a, D]
e |f(zn)| > max{n, |f(x,—1)|}, n € N* . Seja A ={x, :n € N}.

Segue que A C [a,b] tem um ponto de acumulacao r € [a, b].
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Como f é continua em r, existe 6 > 0 tal que,
re(r—=46r+d)Nfabl=B = |f(x)— f(r) <1

Segue que f(B) ¢é limitado e contém infinitos pontos de f(A) e isto é uma

contradi¢ao. Segue que Im(f) é limitada.

Seja m = inf{f(x) : © € [a,b]}. Entao f(z) > m,V = € [a,b]. Se f nao é

constante, m é ponto de acumulacao de {y € Im(f) : y > m}.
Seja xg € [a,b] tal que 0 < f(zg) —m e xy € [a,b] tal que 0 < f(xr)—m <
min{+, f(zx_1) — m}, para k € N*.

O conjunto A = {x : k¥ € N} é infinito e limitado, portanto A tem um

ponto de acumulacao p.

Como f é continua em p, para cada n € N*, existe §,, > 0 tal que

€ 0, Jo—pl < 8 = ()~ FB)] < -

Em particular, escolha z; € A com k > n e tal que |z — p| < 0y,

1 1 1 1 1 2
m——< flzp) —= < flp) < flaeg) +—<m+—+—-<m+—.
n n n n k n

Concluimos que f(p) = m.

A afirmativa restante segue de — inf Im(—f) = sup Im(f).
Como uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediario e do Teorema

de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Corolario 12. Seja f : [a,b] = R uma fun¢ao continua. Se
m =min{f(z) : x € [a,b]} e M = max{f(x):x € [a,b]},
entao
Im(f) = f([a,b]) = [m, M].
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4 Continuidade

4.1 Continuidade e Abertos

Definicao 10. Seja A C R e B C A diremos que B € aberto em A se para
cada b € B existe um ry, > 0 tal que AN (b—ry, b+ 1) C B.

Note que.
e Todo conjunto ¢é aberto nele mesmo.

e Se ACRe B C A, Béaberto em A se, e somente se, existe um aberto
Op de R tal que B= 0N A.

e Se A é aberto, B C A é aberto em A se, e somente se, B é aberto em
R.

Recorde que, se f : D — R ¢ uma fungao, f~1(O) ={d € D : f(d) € O}.

Teorema 28. Seja D C R e f: D — R. A funcio f é continua se, e
somente se, para todo aberto O de R, f~1(O) ¢é aberto em D.

Prova: Se f : D — R ¢é continua, O é um aberto de R e d € f~1(0),
entao f(d) € O e dado € > 0 tal que (f(d) — ¢, f(d) +¢) C O, existe
d > 0 tal que f((d—6,d+ )N D) C (f(d) —e¢, f(d) + €). Isto mostra que
(d—6,d+d6)ND C f~1O) e que f~1(O) é aberto em D.

Por outro lado de f~1(0) é aberto em D para dada O aberto em R, se
d € D, dado € > 0 seja O = (f(d) — ¢, f(d) +¢€). Como d € f~((f(d) —
€, f(d) + €)) que é aberto em D existe § > 0 tal que (d —d,d + )N D C
FH(f(d) = €, f(d) + €)), ou seja

re€D, |x—d <d=|f(x)— f(d)| <e
e f ¢é continua em d.;
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4.2 Continuidade e conexos

Teorema 29. Se I C R € um intervalo e f: I — R é uma funcao continua

entao f(I) é um intervalo.

Prova: Basta notar que, dados dois pontos f(a) # f(b) em f(I) com
a < b, tomando a restricdo de f ao intervalo [a,b], do teorema do valor
intermedidrio, para todo k entre f(a) e f(b) existe um ¢ € (a,b) tal que

f(c) =k, ouseja f(I) é um intervalo.

4.3 Continuidade e Compactos

Teorema 30. Se K C R é um conjunto compacto f: K — R é uma fungao

continua entao f(K) € compacto.

Prova: Seja {O, : A € A} uma cobertura aberta de f(K). Como, para
cada A € A, f71(0O,) é aberto em K existe U, aberto em R tal que Uy N
K = f7Y0O,). Assim {Uy : A\ € A} é uma cobertura aberta de K. Como
K é compacto, existe A’ C A finito tal que Uyen Uy D K. Segue que
{Oy : XN € A’} é uma subcobertura finita da cobertura {O, : A € A} de
f(K). Isto mostra que f(K) é compacto.g

Outra Pova: Seja {y,} uma seqiiéncia em f(K). Entao existe seqiiéncia
{z,} em K tal que y, = f(x,). Como K é compacto, {x,} tem uma sub-
seqiiencia {Z4(m) } (¢ : N = N estritamente crescente) convergente com limite
_ n—00 n—00

Tz € K. Como Zym)y — T, Ystm) = [(@om)) — f(Z) e {yn} tem uma

subseqiiéncia convergente com limite em f(K'). Logo, f(K) é compacto.

Teorema 31 (Weierstrass). Se K C R é um conjunto compacto e f : K — R
¢ continua, existem x1,x2 € K tal que f(z1) < f(x) < f(x2) para todo
re K.
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De fato: Como f(K) é compacto, L =sup{y:y € f(K)} el =inf{y:y €
f(K)} pertencem a f(K). Logo, existem 1,z € K tais que f(x1) = ¢ <
f(x) < L = f(xq), para todo x € K

Teorema 32. Se f : K — R € continua e injetiva e C = f(K) entao
f~t:C — R € continua.

De fato: Se C 3 ¢, = f(kn) = ¢ = f(k) € C entdo {k,} é uma seqiiéncia
em K e portanto tem uma subseqiiéncia convergente com limite em K. Para
qualquer ¢ : N — N estritamente crescente e tal que {k4(,)} é convergente

com limite £k, temos que

n—)oow_/
=Cp(n)
Logo, o conjunto dos valores de aderéncia da seqiiéncia {k,} é o conjunto
unitério {k} e portanto f~'(c,) = k, — k = f~'(c). Isto mostra que

f~1:C — R é continua.

Teorema 33. Se I ¢ um intervalo e f : I — R é continua e injetiva entao

f € estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Prova: Sejam a,b,c € [ com a < b < ¢. O resultado segue mostrando que
ou f(a) < f(b) < f(c) ou f(a) > f(b) > f(c). Provaremos isto usando o
Teorema do Valor Intermedério.

o (f(a) <f(c):|Se f(b) < f(a) existe d € (b,c) tal que f(d) = f(a) e
se f(b) > f(c) existe d € (a,b) tal que f(d) = f(c). Em qualquer dos
casos isto contradiz a injetividade. Logo f(a) < f(b) < f(c).

e (f(a) > f(c):| Se f(b) > f(a) existe d € (b,c) tal que f(d) = f(a) e
se f(b) < f(c) existe d € (a,b) tal que f(d) = f(c). Em qualquer dos
casos isto contradiz a injetividade. Logo f(a) > f(b) > f(c)g

Teorema 34. Se f : D — R ¢ tal que, dado € > 0 existe funcao continua
g: D — R tal que |g(x) — f(x)| < € para todo x € D, entdo f é continua.

34



Prova: Seja d € D, e > 0e g : D — R uma funcao continua tal que
|f(z) —g(z)| < 3, Vo € D. Como g é continua em d, existe § > 0 tal que
v € D, |z —d|l < ¢ implica [g(z) — g(d)| < §. Logo, v € D, |v —d| <
implica

[f(z) = f()] < [f(z) = g(x)| + [g(z) — g(d)| + |g(d) — f(d)| < eg

4.4 Continuidade Uniforme

Definigao 11 (Continuidade Uniforme). Se D C R e f : D — R € uma

fungado, dizemos que f € uniformemente continua se, dado € > 0 existe 6 > 0

tal que x,y € D, |x —y| < § implica |f(x) — f(y)| < e.

Note que:

e Nem toda funcao continua é uniformemente continua.

Exemplo: f: (0,00) — R, f(z) = 1 ndo é unformemente continua em

(0, 00) mas é uniformemente continua em [r,00) para qualquer r > 0.

e Seja f: D — R uma fungao tal que existem contantes C' > 0e 6 € (0, 1]
tais que |f(z) — f(y)| < Clz —yl?, Va,y € D. E fcil ver que f é
uniformemente continua. Dizemos que f é Holder continua se 6 € (0, 1)

e Lipschitz continua se 6 = 1.

Exemplo: f:[0,00) = R, f(z) = +/z é Holder continua com expoente

=1

Teorema 35. Se f : D — R ¢ uniformemente continua entdo f leva

sequiéncias de Cauchy em seqiéncias de Cauchy.

De fato: Seja {z,} uma seqiiéncia de Cauchy em D (note que o limite desta
seqliéncia nao precisa estar em D). Da continuidade uniforme, dado ¢ > 0
existe 0 > 0 tal que,sex,y € De|r—y| < dentao |f(z)—f(y)| <e. SejaN €
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N tal que |z,, — x,,| < § para todo n,m > N. Segue que |f(x,) — f(xn)| <,
para todo n,m > N. Isto mostra que {f(z,)} é de Cauchy

Corolario 13. Se f : D — R ¢é uniformemente continua entao para cada

ponto de acumulagdo d' de D existe o limite liI% f(z).
z—d’

Teorema 36. Se L C R é compacto e f : K — R € continua entao [ : KK —

R € uniformemente continua.

Prova: Dadoe > 0ek € K, existe 6, > Otal que,sexz € Kex € (k—20,, k+
20,) entao |f(x) — f(x)] < 5. Se I, := (K — 0x, K + 0x), como Uxexl, D K
e K ¢é compacto existem n € N* e sy, -+, K, tais que Ul I,, D K. Seja

(5 - Hlin{(sf‘él7 e ?(5/‘in}'

Logo, se v,z € K e |k —z| < § entdo, k € I, paraalgum i € {1,--- ,n}e
|k—ki| < 0n, € |z—r;| < |v—K|+|k—k;| < 20;. Desta forma |f(k)—f (k)] < 5
e |f(x) = f(x;)| < §. Da desigualdade triangular temos |f(x) — f(z)| < e

Teorema 37. Toda funcao uniformemente continua f : D — R admite uma

unica extensao continua a D™. FEsta extensdo € uniformemente continua.

Prova: Se z € D defina f(z) = f(z) e se d’ é ponto de acumulaciao de D

que ndo pertence a D defina f(d') = lirrdl f(z). Mostremos
x—d’

que f é uniformemente continua.

Dado € > O existe § > Otal quez,y € D, [v—y| <d = |f(z)—f(y)] < 5.
Agora, se T,y € D™, |z — y| < 0, {x.}, {yn} sdo seqiiéncias em D,
T, =3 T ey, = j existe N € N tal que |z, — yn| < 8, ¥n > N. Logo,

|f(wn) — f(yn)| < §, ¥n = N e, passando o limite, If(z) — f(y)] < 5 <€

Qualquer outra extensao continua coincide com f em D e portanto nos

pontos de acumulagao de D que nao pertencem a D.g

36



4.5 Descontinuidades

Definicao 12. Seja f : D — R uma fun¢ao. Um ponto de descontinuidade
ou uma descontinuidade da funcdo f € um ponto d € D no qual f ndo é

continua. E claro que descontinuidades sao pontos de acumulacao de D.

Uma descontinuidade d € de primeira espécie se o limite lirfll+ f(x) (sed
T—
¢ um ponto de acumulagdo a direita) existe e o limite lim f(z) (se d é um

z—d~
ponto de acumulagdo a esquerda) eziste.

Uma descontinuidade que nao é de primeira espécie é de sequnda espécie.

Escreveremos f(d¥) = lirgli f(z) quando o limite existir.
T—
Teorema 38. Seja f: D — R uma fungao mondotona.
1) f nao admite descontinuidades de sequnda espécie.

2) Se f(D) é denso em algum intervalo I, entao f é continua.

Prova: 1)Dado d € D, como f é monétona, lim, .4+ f(z) (se d é ponto de
acumulagao a direita) existe e lim, .4~ f(x) (se d é ponto de acumulagao a

esquerda) existe.

2) Se f é nao-decrescente e f(d") # f(d™) e para todo x € D, x > d,
f(z) = f(d")eparatodox € D, x < d, f(x) < f(d~)logo I D [f(d™), f(d")]
e ou (f(d7), f(d)) ou (f(d), f(d")) é um intervalo aberto e nao vazio que
nao contém pontos de D contradizendo a densidade de D em I. Segue que

f(d") = f(d™) e f é continua em d. O caso f nao-crescente é andlogo.q

Teorema 39. Seja f : D — R uma funcao cujas descontinuidades sao
todas de primeira espécie o conjunto dos pontos de descontinuidade de f
¢ enumerdvel. Em particular, se f € mondtona o conjunto dos pontos de

descontinuidade de f € enumerduvel.
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Prova: Seja o(x) = max{|f(z)— f(z7)|,|f(z)— f(z")|}, z € D. O conjunto
das descontinuidade de f é S = {x € D : o(x) > 0}. Se S, = {xr € D :
Mostremos que os pontos de .S,, sao todos isolados.
Seja s € S,. Se s ¢ um ponto de acumulagao a direita de D. Da defini¢ao

de f(s7), dado n € N* existe 6 > 0 tal que s < z < s+ 0, € D, implica

f(sT) =4 < f(x) < f(sT)++. Logo, paracada x € (s,s+6)ND, o(x) < 5.

Semelhantemnte, se s é um ponto de acumulacao a esquerda de D, existe
d > 0 tal que o(z) < %, para cada z € (s — J,s) N D. Segue que s é um

ponto isolado de S,,.

Disto segue que S,, é enumeravel e portanto S é enumerével.

4.6 Semicontinuidade Superior e Inferior

Recorde que, se D C R, ¢ é um ponto de acumulacao de De f: D — R é

uma func¢ao que é limitada em uma vizinhanca de ¢ € R, definimos

lim f(x) := lim sup{f(z):2 €D, 0<|z—c| <7} e

T—C r—0+
lim f(z):= lim inf{f(z):x € D, 0< |z —c| <r}.
T—cC r—0+

Definimos também, para qualquer ponto ¢ € D,

Lim f(x) := lim sup{f(z):z € D, |z —c|<r} e

T—c r—0t
Lim f(z) := lim inf{f(z):z € D, |zt —¢| <r}
T—C r—0+

Definicao 13. Seja f: D — R ec € D. Entao, f é semicontinua superior-

mente em c se

fle)=Limf(x)  (f(o) > lim f())

Tr—cC Tr—cC

e f € semicontinua inferiormente em c se

fle) = Lim f(x)  ( f(e) <lim f(x) ).

Tr—cC Tr—cC
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Se f € semicontinua superiormente (inferiormente) em todos os pontos de D

dizemos simplesmente que f € semicontinua superiormente (inferiormente).

Teorema 40. Seja f : D — R uma funcao semicontinua superiormente
(inferiormente). Se k € R entdo existe um aberto Oy de R tal que
OxND={zxeD: flx)<k} (OxnND={xeD: f(zx)>k})

g g

=f71((—00,k)) =f7((k,00))

Prova: Parac € D com f(c) < k, da definigdo da semicontinuidade superior,
existe 7. > 0 tal que f(x) < k para todo x € D, |x — ¢| < r.. Seja I. =
(¢ =re,c+ 1) e defina

Ok = Uees-1((~oo i e
E claro que, para todo # € O, N D = f~!((—o0, k)). Demonstre a character-

izagao da semicontinuidade inferior como exercicio.

5 Derivadas

Definicao 14 (Derivada). Sejam f : Dy — R uma funcio e p € Dy um

ponto de acumulacao de Dy. Se existir o limite lim %}’j@) = L € R,
T—p
diremos que L € a derivada de f em p e escreveremos
_ h) —
TP xr—0p h—0 h

Se f admitir derivada f’(p) em p, diremos que f é derivavel ou difer-

enciavel em p.

Se f admitir derivada em todo ponto de A C Dy, diremos que f é de-

rivavel ou diferenciavel em A C Dy.

Se A = Dy, diremos simplesmente que f é derivavel ou diferenciavel.

Se f : D — R possui derivada num ponto d € D que é também um ponto
de acumulagao de D, para h € R tal que d + h € D, excrevemos (resto da
aproximacao)

r(h) = f(d+h) = f(d) = f'(d)h.
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Nesses pontos, definimos r : {h € R : d+ h € Ds} — R e escrevemos

f(d+h) = f(d) + f'(d)h +r(h) e, fazendo a(h) = "W h £ 0, lim o (h) = 0.

E facil ver que f é diferenciavel em d se, e somente se, existe funcao o
com lim o(h) =0 tal que f(d+ h) = f(d) + [f'(d) + o(h)]h.

h—0

Definigao 15 (Derivada a Direita e a Esquerda). Sejam f : Dy — R uma

fungao e p € Dy um ponto de acumulacao a direita de Dy. Se existir o limite

lim+ %i(p) = LT € R, diremos que L™ ¢ a derivada a direita de [ em
T—p
D € escreveremos

F(p*) = L* = lim fl@) = fw) _ o fet+h) —flp)

z—pt r—p h—0+ h

De maneira semelhante definimos a derivada a esquerda.

5.1 A funcao derivada

Ja definimos a derivada de f : Dy — R em pontos p € Dy que também sao

pontos de acumulacao de Dy. Sendo assim, se

Dy = {{L’ € Dy : x é um ponto de acumulacao de Dy

e }llir%w existe.} C Dy
ﬁ

definimos a fungao f': Dy — R por

o) — i LR = @)

h—0 h ’

T € Df/.

A funcao f’ é dita fungao derivada ou simplesmente derivada de f.

Agora provamos que diferenciabilidade implica continuidade:

Teorema 41. Se f for diferencidvel em p € Dy, entao f serd continua em

p.
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Prova: Recorde que p € Dy ¢ um ponto de acumulacao de Dy. Vamos

mostrar que lim f(z) = f(p) ou que lim(f(z) — f(p)) = 0.

Escrevemos.
)= ) = LI o,
Assim
f(z) = fp)

lim(f(z) — f(p)) = lim lim(z —p) = f'(p) 0= 0.

T—p T—p T —Dp T—p

Portanto f ¢ continua em p.
Observacgao: Note que nao vale a reciproca. A funcao f(x) = |z| é continua

em z = 0 mas nao é diferenciavel em z = 0.

Exemplo 4 (Critério Negativo). Se f ndo € continua em p entdo f nao é

diferencidvel em p.

2?2 <1,

¢ diferencidvelem v =17
2 x>1

Exemplo 5. A funcao f(x) = {
Solucgao: Como

lim f(z)=1#2= lim f(x),

z—1— z—1+

f(x) nao é continua em = = 1, logo nao é diferencidvel em x = 1.

5.2 Derivadas de Ordens Superiores

Seja f uma funcéo derivavel em Dy. A funcao f': Dy — R é dita derivada

de f ou derivada primeira de f.

Entao, podemos definir a derivada de f’, que serda chamada derivada
segunda de f. Neste caso,
/ ol

h—0
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quando o limite existir. Escrevemos f” = f® = (')’ para denotar a derivada
segunda de f.

Para n € N*, a derivada n-ésima de f serd denotada por f, quando

esta existir.

5.3 Formulas e Regras de Derivagao

Teorema 42 (Férmulas de Derivagao). Se k € R e n € N*, sdo vdlidas as

formulas de derivagao a sequir
(a) fz)=k= f(z)=0
(b) f(z) =2" = f'(z)=mna""",

(d) f(x) =senz = f'(x)=cosz,
(¢) f(z) =cosz = [f'(x)= —senu,
(f) f(x) =e" = [f(z) = e,
(9) f(z) =Inz = f'(z)=4, x>0.
Prova: A afirmativa (a) é trivial.
Prova do item (b). Lembremos que
Yt = (y— )y Y e e by ).

Entao,

n n

x
f'(z) = lim Y =lim(y" 'y e 4 by ") = 2l
y—or Y — I y—x

Prova do item (c). Fazendo v = {/y e v = {/x temos, da continuidade de
x»—>x%,y—>x:>u—>v. Assim

f’(:l:):lim\n/i_ T U~V 1 r 1 1oy

1 1
y—=r Y — X u—v Y — Y nyn—1 nr n




Prova do item (d).

F(z) = lim seny — senw

y—r Y — y— y—x

Prova do item (e). Anédloga ao item (d).

Prova do item (f).

z+h _ et 6h -1
/ = 1 R pu— x 1 = z
@) = flg% h ‘ flLlE(l) h ‘
. . ehq _
pois, }lgr(l)—h 1.
Prova do item (g).
. In(x+h)—Inz . 1. /x+h
/ _ — —
f(x)_flzlg(l) h _flLlE(l)hln< x )

Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim
x

1
limln(1+ﬁ>h = limlln(ljtu) = llne: 1,

h—0 T u—0 T T

=

e

= lim (1+%)T =e.

r—00

pois, 11}1)1(1)(1 + u)

5.4 Propriedades da Derivada

Teorema 43 (Propriedades da Derivada). Sejam f e g fungoes diferencidveis

em p e k uma constante. Entao
(a) kf serd diferenciavel em p e
(kf)'(p) = kf'(p), (Multiplicagdo por constante)
(b) f+ g serd derivavel em p e
(f +9)(p) = f'(p) + ¢'(p), (Derivada da Soma)
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(c) fg seréd derivavel em p e

(f9) () = f'(p)g(p) + f(p)g'(p), (Derivada do Produto)

(d) (g) serd derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos

/ /
(%) (p) = “”)g({;’(mf]”é”’ ®) (Derivada do Quociente).

Como hmi f'(p) e hmM = ¢'(p), temos
—p

(a) lim (i ’;f(l? _ hmkf(w f(p _khmf(wx f(p) /{Zf( )

T—p T—p T—p

(b) lim (f+9)@)=(F+9)®) _ 15,

T—p r—p T—p

(f(@)—f(P)+(g(z)—9(p))
T—p
_ hin(f(x) f(p) + lim (g g(p)) = f'(p) + ¢ (p).
T—p T—p

(c) Note que g é continua em p. Logo limg(z) = g(p) e
T—p

lim L@9@ =@ _ 11, (f(x)—f(p) 9(z) + f(p)g<r>:g<p>)

TP r—p T—p T—p r—p
lim 2= 0 jim g (2) + f(p )hmg(m —9(p)
z—=p TP p—p -bp
f'(p)g(p) + f(p)g'(p)
(d) Como g é continua em p e g(p) # 0, hm g(x) = ﬁ, e
f=) _ flp)
T DR T ( 2)g(p)=f(P)g(z) 1 )
2op T —] T—p z—p 9(z)g(p)

— lim ((f(x)—f<p>>g(p>—f(p)(g(x)—g<p>> 1 )
rares z—p 9(x)g(p)

_ f@)—f(p) . g(z)—g(p) 1
= lim (L2222 g(p) — f(p) o)) L)

- (lgnf(w;_p( 2g(p) - f(p )113127;9)@)) thg(m)lg(p)
! o / 1
= (f'(p)g(p) — f(p)d'(p)) o5



5.5 A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma maneira de calcular a derivada da fungao

composta h = f o g em termos das derivadas de f e de g.

Teorema 44 (Regra da Cadeia). Sejam f: Dy - R eg: D, — R difer-
encidveis com Im(g) C Dy. Se g € diferencidvel em p, g(p) € ponto de acu-
mulagdo de Dy, f € diferencidvel em g(p) e h = fog, entdo h € diferencidvel
emp e

W(p) = f'(9(p)d (p). (1)

De fato: Faca ¢ = g(p). Sejam o, e oy definidas em vizinhangas de 0

com limy,_,o0,(h) =0 e limy_,0of(k) = 0 tais que

g(p+h) =gp) +[9'(p) +o4(h)]h e
fla+k) = flq) +[f'(q) +os(k)]k.

Fazendo k = g(p + h) — g(p) = [¢'(p) + o4(h)]h temos g(p+h) =q+ ke

Agora, se 0 jog(h) = [of(g(p+h) —9(p)lg'(p) + 04 (h)] + ['(¢)a4(h)] temos
que }lg% Orog(h) = 0.

5.6 Derivada da Funcao Inversa

Seja f : Dy — R uma fun¢do que tem inversa, Dy-1 = Im(f) e f~': D1 —
R. Entao, para todo x € Dy-1,

F(fH(2) =z
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Vimos que se f é continua (em um compacto), f~! é continua.

Se, além disso, f e f~! forem derivaveis, pela Regra da Cadeia,
FU @) (@) = 1.

Logo, f'(f7'(z)) #0e
1

(f)(x) = @)

Para estudar a diferenciabilidade de f~! usamos o resultado a seguir.

Proposicao 1 (Derivada de fungoes inversas). Seja f injetiva, p um ponto de
acumulagdo de Im(f). Se f for diferencidvel em q = f~(p) e f~1 € continua
em p, entao f~1 € diferencidvel em p se, e somente se, f'(f~(p)) # 0. Neste

caso

De fato: Se f'(f~'(p)) # 0, como f~! é continua em p, }Lin(l]f‘l(p+ h) =
f~*(p). Usando f(f ' (z)) =z, x € Dy-1, temos

-1 1
I A —
10 Holf*l(pih)—f*l(p)

= lim =
hoo J L +R)—f(f~1 () 1(f-1
R I FU)

Por outro lado, se f~! é diferencidvel em p, da regra da cadeia aplicada

a fo f=! temos f'(f~H(p)) - (f7)(p) =1e f'(f7(p)) # 0g

1
Exemplo 6. Se g(z) = an, entio ¢'(z) = —x» ", 2< n € N.
n

Recorde que, x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar.

Solugdo: Note que g(z) = z» = f~'(z) onde f(u) = u". Entdo

g (@)= (f1)(z) = = == —an L



Exemplo 7.

Mostre que a fungdo f:[—%, %] — [~1,1] definida por
f(z) =senz, x € [-F, 5], € bijetora.

De fato: Ja sabemos f ¢é continua e que Im(f) C [—1,1].

I) = —le f(§) = 1, do teorema do valor intermedidrio que

Como f(—
Im(f) > [-1

Para verificar que f ¢ injetora observamos que se z,y € [-5, 5], > v,
5o T +
entao ¥ € (0,%) e 5¥ € (=5, 7). Logo

2
,1] e que f é sobrejetora.

senx — seny = 2sen ( ) cos (”y) > 0.

Exemplo 8. A inversa da funcao f(x) = sen x , para x € [—g, g], € a

funcao g(x)=arcsen x, para x € [—1,1]. Qual é a derivada de g(x)?

Solugao: Aplicando a Proposicao [
1

arcsen's = ————.
cos(arcsen )

Agora, 1 = cos?(arcsenz) + sen?(arcsenz) = cos?(arcsen ) + z2, logo
cos(arcsens) = v/1 — 2 pois cosy > 0 para —3 <y < 5.

Portanto,
1

Vi

De maneira analoga podemos definir as fungoes trigonométricas inversas

arcsen’r =

do cos x, tgx, sec x e cotg x, denominadas arccos x, arctg x, arcsec x e arccotg
x.

Exemplo 9. Seja f : R — R dada por f(x) = x3. Jd sabemos que f ¢
continua. Como

f@) = fly) = (x —y)(@® + 2y + )

Yo, 3 o
= (=) + 27+ 3)
= (e =)+ + 2a?)
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Seque que x # y implica f(x) # f(y) e f € injetora.

Note ainda que lim, 4, f(z) = £oo e, do teorema do valor intermediério,
f é uma bijecao de R em R. Segue ainda que f~': R — R é continua pois
ela é continua em qualquer intervalo compacto. A inversa de f é denotada
por f~Y(z) = 23 = ¥z. Do teorema sobre a derivada da inversa e do fato
que f'(z) = 322 deduzimos que f~!: R — R ¢é diferenciavel se, e somente se,

x € R\{0} e, para estes valores de z,

Seja f : D — R. Dizemos que f tem um méximo (minimo) local no
ponto d € D se existe § > 0 tal que f(x) < f(d) (f(z) > f(d)) para todo
x € D, |x —d| <. Quando a desigualdade é estrita dizemos que f tem um
maximo (minimo) local estrito. Os maximos e minimos locais serdo chamados
de valores extremos e os pontos onde a funcao assume valores maximos ou
minimos serao chamados de pontos de maximo ou de minimo.

Segue diretamente da definigdo de derivada (derivada a direita) que:

e Se f: D — R é nado-decrescente (nao-crescente) e é diferenciavel em
um ponto d € D entdo, f'(d) > 0 (f'(d) <0). Vale o mesmo resultado

para fungoes diferenciaveis a direita.

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto d € D e
f/(d*) >0 (f'(d”) > 0) entao existe § > 0 tal que x € D, z € (d,d+9)
(z € (d —0,d)) implica f(x) > f(d) (f(z) < f(d)).

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto d € D e
f/(d") <0 (f'(d”) <0) entao existe § > 0 tal que x € D, x € (d,d+9)
(z € (d = 6,d)) implica f(z) < f(d) (f(z) > f(d)).
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e Se f: D — R éderivavel em um ponto d € D, d é ponto de acumulacao
a direita e a esquerda e f’(d) > 0, existe d >0 talque x € D, d — 0 <
r<d<y<d+d= f(z) < f(d) < f(y).

e Se f: D — R é derivavel em um ponto d € D, d é um ponto de
acumulagao a direita e a esquerda e f tem um valor extremo local em
d entao e f'(d) = 0.

5.7 Funcoes derivaveis em intervalos

Seja I um intervalo e f: I — R uma func¢ao diferencidvel. Se f': I — R for
continua diremos que f é continuamente diferenciavel em I ou simplesmente
f é de classe C! em I.

Existe funcao diferenciavel em um intervalo I que nao é continuamente

diferencigvel

Exemplo 10. Seja f: R — R dada por

fla) = z2sen (%) ., x#0
£(0) = 0.

Entao f € differenciavel e f' nao é continua em x = 0.
A derivada tem a propriedade do valor intermediario

Teorema 45 (Darboux). Se f : [a,b] — R € diferencidvel com f'(a) # f'(b)
entdo, para todo C' entre f'(a) e f'(b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = C.

Prova: Suponha que f'(a) < 0 < f’(b). Segue que, para z préximo a a em
[a,b], f(x) < f(a) e para x préximo a b em [a,b], f(x) < f(b). Logo, o ponto
de minimo (que existe pelo Teorema de Weierstrass) ¢ de f ocorre em (a, b)

e portanto f’(c) = 0. Para o caso geral consideramos
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o Se f'(a) <C < f'(b), g(x) = f(z) = C-x.
e Se f'(a) > C > f'(b), g(x) =C -z — f(x)
A derivada nao tem descontinuidades de primeira espécie

Teorema 46. Se I é um intervalo e f : I — R € diferencidvel entao f' nao

tem descontinuidades de primeira espécie.

Prova: Se a é um ponto de acumulacao & direita de [ e LT = lim+ f'()
T—ra

existe, mostremos que LT = f'(a).

De modo andlogo (exercicio), se a é um ponto de acumulacdo a esquerda
de I e L™ = lim f'(z) existe, mostre que f'(a) = L~.

Se LTt >m]7’>[(la) e C € (f'(a), L") existe § > 0 tal que f'(z) > C para
todo x € (a,a + ¢). Escolhendo b € (a,a + 0) temos que f'(b) > C > f'(a)
0 que esta em contradicao com o Teorema de Darboux pois este implica a

existéncia de ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = C. Logo, f'(a) > L™.

Se f'(a) > LT e C € (LT, f'(a)) existe 6 > 0 tal que f'(z) < C para
todo = € (a,a + d). Escolhendo b € (a,a + §) temos que f'(b) < C < f'(a)
0 que esta em contradicao com o Teorema de Darboux pois este implica a
existéncia de ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = C. Logo, f'(a) < LT. Segue que
L* = f'(a)q

Teorema 47. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel o direita com
derivada a direita DT f : [a,b) — R. Se DT f(x) < 0 (D f(x) > 0) para
todo x € |a,b) e f(a) =0 entdo f(x) <0 (f(x) >0) em [a,b).

Prova: Suponha primeiramente que D f(x) < 0 para todo x € [a,b). Se

o resultado é falso, existe ao menos um x € (a,b) tal que f(z) > 0. Seja
xo = inf{z € (a,b) : f(z) > 0}.
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Da continuidade de f, f(z¢) = 0 e da definigao de z existe uma seqiiéncia

T, € (70,b) tal que z, X 1. Assim

D* f(zo) = lim M >0

o que é uma contradi¢ao. Logo, f(x) < 0 para todo x € [a, b).
Agora consideramos o caso geral DT f(x) < 0 para todo x € [a,b). Neste

caso consideramos a fungao auxiliar f.(z) = f(x) — e(x — a) e temos que
fe(xz) <0 para todo x € [a,b) e para todo € > 0.

Sendo assim f(z) < e¢(xz — a), para todo « € [a,b) e € > 0. Disto segue
que para todo = € [a,b), f(x) <O0.

O caso restande serd deixado como exercicio.p

A hipétese de continuidade nao pode ser retirada como estabelece o ex-

ercicio abaixo.

Exercicio 2. Encontre uma funcao f : R — R que € diferencidvel a direita,
tal que DT f(x) < 0 para todo x # 0, DT f(0) =0, f € positiva para x > 0 e

r—*+00

negativa para x < 0 (f(x) "— +oo).

Corolario 14. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(z) < 0 para todo x € [a,b)
entdo f é nao-crescente em |a,b).

Prova: Se a <c¢<d<bsejag:[c,b) — R definida por g(x) = f(x) — f(c)
e Dtg(z) <0 para todo x € [¢,b). Segue do teorema que g(z) < 0 para todo
x € [c,b). Em particular g(d) = f(d) — f(c) <0

Corolario 15. Se f : [a,b) — R ¢ continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DY f(z) > 0 para todo x € [a,b)

entdo f é nao-decrescente em [a,b).

Prova: Exercicio.
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Exercicio 3. Fnuncie e prove resultados semelhantes aos anteriores para a
derivada a esquerda.

Seja I um intervalo e f : I — R uma funcao diferenciavel. Se f’ :
I — R for continua diremos que f é continuamente diferencidavel em I ou

simplesmente f ¢é de classe C! em 1.

Existe funcao diferenciavel em um intervalo I que nao é continuamente
diferenciavel

A derivada tem a propriedade do valor intermediario

Teorema 48 (Darboux). Se f : [a,b] — R ¢é diferencidvel com f'(a) # f'(b)
entao, para todo C' entre f'(a) e f'(b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = C.

A derivada nao tem descontinuidades de primeira espécie

Teorema 49 (Somente descontinuidades de segunda espécie). Se I é um
intervalo e f : I — R € diferencidvel entao ' nao tem descontinuidades de
primeira espécie.

Teorema 50. Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DT f : [a,b) — R. Se DT f(x) < 0 (D" f(x) > 0) para
todo x € |a,b) e f(a) =0 entdo f(x) <0 (f(x) >0) em [a,b).

Exercicio 4. Encontre uma funcao f : R — R que é diferencidavel a direita,

tal que DT f(x) < 0 para todo x # 0, DT f(0) =0, f € positiva para x > 0 e
negativa para x < 0 (f(x) T +o00).

Corolario 16. Se f : [a,b) — R ¢ continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DT f(z) < 0 para todo x € [a,b)
entdo f é ndao-crescente em [a,b).

Corolario 17. Se f : [a,b) — R ¢ continua e diferencidvel a direita com
derivada a direita DY f : [a,b) — R. Se DY f(z) > 0 para todo x € [a,b)

entdo f é ndao-decrescente em [a,b).

52



Prova: Exercicio.

Exercicio 5. Enuncie e prove resultados semelhantes aos anteriores para a

deriwada a esquerda.

Corolario 18 (Completaremos a Prova Mais Tarde). Se f : [a,b) — R €
continua e diferencidvel a direita com derivada o direita DT f : [a,b) — R

continua entdao f € de classe C*.

Prova: Seja g = DT f e defina

A funcao h é continuamente diferencidvel em [a,b). Se ¢(t) = h(t) —f(t)
entdo ¢(a) = 0 e DY¢(t) = 0 em [a,b). Do teorema anterior ¢(t) < 0 em
[a,b) .

Como —¢(t) também satisfaz as condi¢oes do teorema anterior, ¢(t) > 0.

Logo ¢ =0 em [a,b) ou seja f = h em [a,b).q

6 O Teorema do Valor Médio e suas Con-
sequéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas teoremas fundamentais das
funcgoes diferenciaveis em intervalos. A sua demonstracao decorre do seguinte

resultado:

Teorema 51 (Teorema do Valor Médio de Cauchy). Se f,g: [a,b] = R sdo
fungoes continuas que sao differencidveis em (a,b), existe ¢ € (a,b) para o

qual
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Prova: Se

Para provar o teorema temos que mostrar que h’(c) = 0 para algum ¢ € (a, b).
Se h é constante isto vale para todo ¢ € (a,b). Se h(z) > h(a) para algum
x € (a,b), seja ¢ um ponto [a,b] no qual h atinge o seu maximo. Como
h(a) = h(b), ¢ € (a,b) e k'(c) = 0. Se h(x) < h(a) para algum z € (a,b),
escolhemos ¢ em [a, b] para o qual h atinge o seu minimo. Exatamente como
antes ¢ € (a,b) e f'(c) = 0.g

O resultado a seguir é um corolario imediato da prova do teorema anterior.

Corolario 19 (de Rolle). Se f : [a,b] — R € continua em [a,b] e diferencidvel
em (a,b) e f(a) = f(b), entao existird ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Corolario 20 (do Valor Médio). Se f : [a,b] — R ¢é continua em [a,b] e

diferencidvel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(e)(b - a),

ou seja
f(b) — f(a)
b—a

Prova: Basta tomar g(x) = x no Teorema anterior.

f(e) =

Os fatos a seguir sao conseqiiéncias do Teorema do Valor Médio.
Corolario 21. Se f: (a,b) = R ¢ diferencidvel

e (a) Se f'(x) >0, Vx € (a,b), entdo f nao-decrescente em (a,b).

e (b) Se f'(x) >0, Yz € (a,b), entdo f crescente em (a,b).

e (¢) Se f'(x) =0, Vz € (a,b), entdo f é constante em (a,b).
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e (d) Se f'(x) <0, Vz € (a,b), entdo f nao-crescente em (a,b).
e (e) Se f'(x) <0,V € (a,b), entdo f decrescente em (a,b).

Prova: Para todos os casos note que, para quaisquer xi,zs € (a,b), do

Teorema do Valor Médio, existe T entre z; e x5 tal que

fxa) = f (1) = f(2) (22 — 21) g

Observacao 2 (Teorema da Fungao Inversa). Se I C R é um intervalo
aberto, zo € I, f: 1 — R é C* e f'(xg) # 0 entdo, existe § > 0 tal que
f(xog— 6,20 +0) = R éinjetora f((xg — 0,29 + 0)) = J € um intervalo

aberto, e f~1:J — I é continuamente diferencidvel com

—1y\/ o 1
U= Fa)

6.1 Regra de L’Hospital

Regra de L’Hospital

Teorema 52. Sejam f e g sao diferencidveis em (a,b), e ¢'(x) # 0 para todo
x € (a,b), onde —co < a<b< +oo e

I
S
~—
8
S}

— A (2)

Se

ou se

entao

O resultado permanece vdlido se x — b, ou se g(x) — —o0.
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Prova: Primeiramente consideramos o caso —oo < A < +00. Seq>1r > A,

de (2)) existe ¢ € (a,b) tal que, se a < z < ¢ entao
f'(x)
9'(z)
Se a < x <y < ¢, do Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe ¢t € (z,y)

<r

tal que

flo) = fly) _ fO _ ()

g(@)—gly) ')
Se ([3)) vale, vazendo = — a na desigualdade acima
f(y)
<r<qg (a<y<ec 6
9(y) ( ) ©)
Se (@) vale, mantendo y fixed in (H), podemos escolher ¢; € (a,y) tal

que g(z) > g(y) e g(x) > 0 se a < x < ¢;. Multiplicando (Bl por [g(z) —
9(y)]/g(z), obtemos

f(z) 9(y) | [y

<r—r==4+=—"< (a<zr<ac).

g(x) g(x) ~ g()

Fazendo x — a nesta desigualdade, (@) mostra que existe ¢ € (a, c1) tal que

f ()

M<q (a <z <o) (7)

Assim, (6) ou () mostram que, para qualquer g > A existe ¢, tal que

% < gsea<x<cy Domesmo modo, —oo < A< 4+ooep < A, podemos
encontrar cs tal que
x
p<M (a <x<cy).
9()

Disto segue o resultado.p

6.2 Teorema de Taylor

Teorema de Taylor
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Teorema 53. Sen € N*, f : [a,b] = R é uma funcao n — 1 vezes difer-
encidvel em [a,b] e nvezes diferencidvel em (a,b) com f Y : [a,b] — R

continua. Sejam a, B € [a,b], a # 5 e

-1

*) (o
P(t)zzf kf )(t—a)k

k=0

3

Entao existe & entre a e 8 tal que

F™()

n!

f(B) = P(B) + (8 —a)".

Paran = 1, teste é o teorema do valor médio. Em geral o teorema mostra
como aproximar f por polindmios e fornece uma maneira de estimar o erro
se conhecermos limitacoes para } f (5)‘

Prova: Seja M o nimero definido por

f(B)=P(B)+M(B—a)"
Fazendo
g(t) = () = P() = M(t —a)" (a<t<b).

Precisamos mostrar que n!M = f((¢) para algum & entre o e 3. Segue

facilmente que
gt = fM(#) —nlM  (a<t<b).

Para completar a prova basta mostrar que g™ (&) = 0 para algum ¢ entre
ae . Como P®(a) = f*(a), k=0,...,n— 1, temos

9(0) = g/(@) = - = gV (a) = 0.

Nossa escolha de M implica que g(8) = 0 e, do Teorema do Valor Médio,
¢ (x1) = 0 para algum z; entre a e 5. Como ¢'(a) = 0, de modo semelhante,
9" (z3) = 0 para algum x entre a e x1. Depois de n chegamos a conclusao

que g™ (z,,) = 0 para algum z,, entre o ex,_1, isto é, entre o e B0
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7 Funcoes Convexas e Funcoes analiticas

7.1 Funcgoes Convexas

Seja I um intervalo, uma funcao f : I — R é convexa quando, dadosa < x < b
em [, o ponto (x, f(x)) fica abaixo da reta que liga os pontos (a, f(a)) e
(b, f(b)). A equagao reta é

_ f(b) = f(a)

y =TT oyt payony = OOy 4 g
Logo f: 1 — R é convexa se, dados a < x < b em [,
foy < LU= 0yt gy on iy < LU= 0 gy .

Ou seja, f: 1 — R é convexa se uma das desigualdades

f@) = fla) _ JO) = Ja) _ fB) — ()

N X
T —a b—a b—x

sempre que a < z < b em [. Dizemos que f é estritamente convexa se a

desigualdade nesta definicao é estrita.

Teorema 54 (Caracterizagao de fungoes convexas). Seja I C R um intervalo
e f: I — R duas vezes diferencidvel. Entdo f é convexra se, e somente se,

f"(z) 20, Ve el

Prova: Se f”(xz) > 0, Vo € I. Entao, dados a,a + h € I, existe ¢ entre a e
a+ h tal que f(a—l-h):f(a)+f’(a)-h+@-h2.

: flath)—f(a)
Como f"(c) =0, f(a+h) > f(a)+ f'(a)-h. Disto segue que === <
f'(a) seh<0ew>f(a) se h > 0.
f(l‘):f(a) < f(bl)):i(x)

r—a

Isto é, se a < x < bem I, entao ou seja

(f(z) = f(@)(b—=2) < (f(b) — f(2))(z — a).
Sendo assim,

(f(z) = fla))(b—a—(r —a)) < (f(b) = fla) = (f(z) = [(a)))(z —a) e
(f(z) = fa))(b—a) < (f(b) — f(a))(z - a)
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Observacao 3.

Isto prova que f é convexa.

Reciprocamente, se f convexa, dados a < x < b em I, temos

f@) = fla) _ J0) = fa) _ () = [0)

r—a = b—a = r—>b
Fazendo x > aex — b
fla) < =IO < gy

e f’ é ndo-decrescente em I. Logo f"(x) > 0, Vo € I.

mente se, f € convexa.

1) Seja f diferencidvel. Entao f' é crescente se, e so-

2) Pode ser mostrado de forma andloga que, se f"(x) >0, Vo € I, entao

f € estritamente convexa em I. A reciproca € falsa (f(x) =z

tamente convera em R mas f”(0) = 0).

7.2 Funcgoes Analiticas e Séries de Taylor

Seja f : I — R de classe C*°. Se a,x € I°, entao podemos escrever, para

todo k£ € N:

f"(a)
2!

F
(n—1)!

f(x) = f(a) + f'(a)(z —a) + (z—a)+... +

+ (2 —a)),

_ (A bn)atOnz)) |

onde r,((z — a)) -

(x —a)", com0 < 6, < 1.

A série

0 £(n) (g
Z.f '()(x_a)n

n.

(x —a)"*

chama-se a série de Taylor da funcao f em torno do ponto a.

Esta série pode convergir ou nao e mesmo que convirja sua soma pode

ser diferente de f(z).
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Exemplo 11. Seja f : R — R definida por f(0) =0 e f(x) =e 22 sex # 0.
Mostre que f € C>, f(™(0) = 0 para todo n € N e portanto a série de Taylor

de f em x =0 € convergente para f(0) mas nao coincide com f para nenhum

x #0.

Definicao 16. Se I C R é um intervalo aberto e f : I — R € uma funcao,

dizemos que f € analitica em I se, para cada a € | existe € > 0 tal que a série

o

e )
de Taylor E '(a) «(x—a)" € convergente com soma f(x), Vo € (a—e, a+e).
n!
n=0

E claro que, a série de Taylor 3 % - (x — a)™ converge para f(z) se,

e somente se, lim r,((z —a)) = 0.
n—a

Exemplo 12.

[e.e]
Veremos mais tarde que, se a série de poténcias E a,(xr — a)" tem raio
5 5 n=1
de convergéncia R > 0 entao a funcao definida por

f@)=> an(x—a)", z€(a—Ra+R)

é analitica.

8 Funcgoes de Variagao Limitada (BV)

8.1 Funcoes de Variagao Limitada (BV)

Ser € R, rt =max{r,0} e r~ = max{—r,0} (r=r"—r= [ |rl=rt+1r").

Uma colegao {ag, - ,ar} de pontos em [a, b] é chamada uma partigao
do intervalo [a,b] se a = ag < a3 < az < --- < ax =b. Seja f :[a,b] > Re

60



{ao,- - ,ar} uma partigdo de [a,b]. Escrevemos

k

p=Y [fla) = fla)]", n="> [fla) - fla1)]", e

i=1 =1
k

t=>"If(a;) = flai)| =p+n e f(b)— fla)=p—n

i=1

Sejam
P =sup{p:keNea=ay<a <---<a; =0 particio de [a, ]}

Nl =sup{n:ke€Nea=ay<a <- - <a,=>b partigio de [a,b]}

TP =sup{t:keNea=ay<a, <---<a=b particao de [a, b]}

Dizemos que P?, N° e T? sdo as variagoes positiva, negativa e total de f.
E claro que

max{P), N} KT < P)+N. e f(b)— f(a)=PF— N,

A funcdo f : [a,b] — R é de variacdo limitada se T’ < oco. Notacio
f € BV (la,b)).
8.2 Funcgoes Monétonas e Lipschitzianas sao BV

Teorema 55. 1) Se f:[a,b] — R é Lipschitz continua entao f : [a,b] —

R € de vartacao limitada.

2) Se f : [a,b] — R é mondtona entao f : [a,b] — R € de variagdo
limitada.

3) Se f :|a,b] = R € devariacao limitada existem fungoes nao-decrescentes
g,h:[a,b] = R tais que f(x) = g(x) — h(z).
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Prova: 1) Se f é Lipschitz, max{P? N’} < T’ < L(b—a) < oo onde L > 0
¢é a constante de Lipschitz.

2) Se f é monétona entao TP = |f(b) — f(a)| < co.

3) Se TP < oo, defina g, h : [a,b] — R por g(z) = f(a) + P* e h(z) = N?,
para cada z € [a,b]. E claro que ¢, h sdo nao-decrescentes e que fx) =
9(x) = h(z) g

M

8.3 Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lema 4. Se f : [a,b] =& R é mondtona, entio f € diferencidvel exceto

possivelmente em um conjunto E C [a,b] com m*(E) = 0.

Prova: Faremos apenas o caso f nao-descrescente. Considere

d+f(x)_h@+ f(:)s+h})l—f(:)3) > ﬂf(x):hhm f(:)s+h})l—f(;p)
" f(x) = lim, @ - fle=h) d°f(r) = lm (I)—i(z—h)

h
Provemos que dt f(z) > d=f(x) e d_f(x) > d¥ f(x) exceto em um con-
junto de medida exterior nula.
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Vamos apenas considerar o conjunto F dos pontos x € [a, b] para os quais

d”f(x) < d*f(x). O conjunto E é a unido dos conjuntos

E={velot]:d f) <Tf@)} = | Fus

onde E,, = {x €la,b] 1 d_f(r) <v<u< d_+f(:c)}

Logo, ¢ suficiente mostrar que m*(E,,) = 0. Seja s = m*(E,,) e, dado

e >0, E,, estd contido em um aberto O com m*(0) < s + e.

Para cada x € £, ,, podemos escolher h > 0 arbitrariamente pequeno de

modo que o intervalo [x — h, z| estd contido em O e

f(x) = flz —h) <vh (8)

Do Lema de Vitali, escolhemos uma cole¢ao {1y, ..., Iy} disjunta desses
intervalos cujos interiores cobrem A C E,, com m*(A) > s —e. Somando

([B) para todos estes intervalos

[f (@) = flon—h)] <v D hy  <vm*(O) <uv(s+e).

N
vm*(|J 1)
n=1
Agora, cada y € A e k arbitrariamente pequeno [y,y + k] C I,, e

fly+Fk)— fly) > uk. 9)

Usando o Lema de Vitali temos uma cole¢ao disjunta {Jy, - - - , Jys} desses

intervalos que cobrem B C A com m*(B) > m*(A) — e > s — 2e. Somando
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(@) para todos esses intervalos temos

M M
Zf(yi+7€i)—f(yi)>u Zkl > u (s — 2€).

——
M
um*(U J;)
i=1

Cada intervalo J; esté contido em algum intervalo [,, e, como f é crescente,
se somamos para todos os ¢ para os quais J; C I, temos

Z T+ ki) = f () < fan) = fon—hy)

1<i<M
J;Cln

Logo

M

uls =26) <> f Wi+ ki) = F () <D F(@a) = f (@0 —hn) <v(s+¢)

i=1 n=1
e, para todo € > 0,
u(s —2¢e) <v(s+e).

Segue que, us < vs. Como u > v, concluimos que s = 0. Isto mostra que

m*(Ey,) = 0 e consequentemente m*(E) = 0.

GOt

h—0 h

existe exceto possivelmente em um conjunto £ com m*(E) = 0.4

8.4 Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Corolario 22. Seja I C R um intervalo aberto e f : I — R Lipschitz
continua em I. Entao f ¢ diferencidvel exceto possivelmente em um conjunto
E comm*E = 0.

Corolario 23. Seja I C R um intervalo aberto e f : I — R Lipschitz

continua em I. Entdao f € diferencidvel em um subconjunto denso de I.
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Teorema 56. Seja [ um intervalo aberto da reta e g : I — R Lipschitz
continua em I. FEntdo g € continuamente diferencidvel se, e somente se,
para cada xo € 1,

g@o+s+h)—glwo+s) g(xo+h)+g(zo)

h h
Prova: Se f é C'(I), existem 6,6 € (0,1) tais que

|s|+|h|—0
o

0. (10)

‘9($0+8+h)—9($0+5) _9($0+h)+9($0)‘
h h

s|+|h
=g (w0 + s + 0h) — ¢g'(xo + 6'N)] IR0 o
Agora mostraremos que se a g : I — R é diferencidvel, (I0) implica que

g : I — R é continuamente diferenciavel.

De (I0), dado € > 0 existe § > 0 tal que, se |z — zo| < d e |h] <9,
glx+h) —g(x) gzo+h)+g(x)

h h
Segue que, para |z — xo| < 0,

i {g(x + hf)L —g(x)  g(wo+h) — g(x0) } ’

h—0 h

€
5 .

< -—<e

9/(2) = g'(0)| = 5

e ¢ é continua em x.

Para concluir a prova, basta mostrar que g : I — R é diferencidvel.
Como ¢ Lipschitz continua, ela é diferenciavel em um conjunto denso de

pontos. Para cada xg € I,e > 0, existe 0 > 0 tal que
€
l9(z +h) = g(2) = g (20 +h) + g (20)] < gIAl, [&— o] +|h] < d

e existe x* € (zg — 0,9 + 0) tal que ¢’ (x*) existe. Logo, para h # 0 suficien-

temente pequeno

g(xo+h)—g(x) . €
_ < =
. g <t
0< {hm—hm}g(x“h)_g(%) <e
h=0 " 50 h

Como € é arbitrario, isto implica que ¢'(x¢) existe.
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