3.2 PROVA - SMA 380 - ANALISE

PROFESSOR: ALEXANDRE NOLASCO DE CARVALHO
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QUESTAO | NoTA
01.2
02.2
03.2
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04.2
05.2

H ToOTAL ‘ H

07.07.2023

INSTRUCOES:

Assinale todas alternativas verdadeiras com V e as falsas com F.
Em cada questao escolha uma alternativa e justifique (prova ou contra-exemplo).
Cada questao vale 2.0 pontos, desses 1.0 é o valor da justificativa do item escolhido.

Alternativamente, em substituicdo ao procedimento acima, vocé pode escolher uma das

questoes tnicas no final da prova e resolvé-la.

e A prova é individual. Boa prova!

‘1.a Questéo.‘ Seja A([a,b],R} o conjunto das funcgoes limitadas de [a,b] em R, a : [a,b] — R

uma fungao nao-decrescente e %Z([a,b],a) C HB([a,b],R} o conjunto das fungoes Riemann-Stieltjes

integraveis relativamente a «. Assinale com V a alternativa verdadeira e com F' a alternativa falsa.

ITEM |V ou
(1) \
(2) \
(3) F
(4) F
(5) \

(1) Existe f : [a,b] — R nao-decrescente e tal que f ¢ Z([a,b],a).

(2) Se a(zx) =z e f € A([a,b],R) é continua exceto para um conjunto enu-
meravel de pontos entao f € R([a,b], a).

(3) Se f € A([a,b],R) é de variacao limitada entao f € Z([a,b],«).

(4) Se f € Z([a,b],), ndo pode ocorrer que f seja descontinua em um
conjunto com medida exterior positiva.

(5) Se f € Z([a,b],z) entao a fungao F' : [a,b] — R definida por

0= [ 16

é diferencidvel exceto em um conjunto £ com medida exterior zero. Além
disso,

F'(z) = f(x), Vo € [a,b\E



‘ 2.2 Questao. ‘

(1) Se {fn} é uma seqiiéncia de fungdes continuas definidas em D C R e
tomando valores em R e f,, — f ponto a ponto em D, entao f é continua
em D.

(2) Se fp : [a,b] — R é continuamente diferencidvel, Yn € N, >°> , f,, con-
verge uniformemente e f : [a,b] — R é dada por, f(z) = > 07, fn(2),
x €Ja,b] entdo f é continuamente diferencidvel em [a, b].

(3) Se fu € C([a,b],R), n € N, sup,eoy |fu(@)] = My e D07 M, < o0
entao a fungéo f : [a,b] — R dada por, f(z) = > 7 fa(z), © € [a,b] ¢
continua.

(4) Seja « : [a,b] — R nao-decrescente. Se f, € %( ,Ja,b)),neN,e f, = f
ponto a ponto em [a,b], entdo f € Z(a, [a,

/ fdo= lim / Fodor

(5) Se {fn} é uma seqiiéncia de fungoes diferencidveis em [a, b] tal que {f}}
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converge uniformemente em [a,b] e {f, (z¢)} é limitada para algum zy €
[a,b], entdo existe ¢ : N — N estritamente crescente e tal que {f, )}
converge uniformemente em [a, b], para uma fungao f que é diferencidvel
em [a,b], e

f'(x) = lim f y(z),  Vz € [a,bl.

‘ 3.2 Questao. ‘

(1) Se {fn} é uma seqiiéncia pontualmente limitada de fungoes definidas em
D C R, entao existem ¢ : N — N estritamente crescente e £ C D com
E~ = D tal que {f,(,)} converge para cada = € E.

(2) Seja w : RT — RT tal que w(0) = 0 e w é continua em = = 0. Se
fn € C([a,b],R), n € N, {f,} é pontualmente limitada e |f,(z) — fn(y)| <

w(|z — y|) para todo z,y € [a,b] e n € N, entdo existe uma fungao estri-
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tamente crescente ¢ : N — N tal que {f,,)} converge uniformemente.

(3) Seja{fn} em C([a,b],R) uma seqiiéncia uniformemente limitada em [a, b].

Entao {f,} é equicontinua.
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(4) Seja {fn} em C([a,b],R) pontualmente limitada e equicontinua em [a, b],

entdo {f,} é uniformemente limitada em [a, b],
(5) Dados f € C((a,b],R) e € > 0, existe um polinémio p : [a,b] — R tal que
[P = flls = sup |f(z) —p(z)| <e.

z€(a,b



‘4.3 Questao. ‘ Se limsup,, o, V/[cal = % >0

(1) Z cpx™ é uniformemente convergente em [—r,r| para cada r < R.
n=0
(2) f:(—=R,R) — R dada por f(z) = Z cn”, x € (—R, R), é uniforme-
n=0
mente continua em (—R, R).
(3) A funcéo f : (—R,R) — R dada por f(z) = Z e, v € (—R,R), ¢
n=0
ITEM | VOUF diferenciavel em (—R, R) e
(1) \ =
f(z) = chn "1 Vx € (-R,R),
(2) ¥ n=1
(3) \% o0
(4) vV (4) f: (—R,R) — R dada por f(z) = Z ez, © € (—R, R), é integravel
n=0
(5) M em [0,z] C (—R,R) e
T © c
de = "t Ve (=R, R).
[ s =30t v e
(5) Se Z cp R™ é absolutamente convergente entao f : [-R, R] — R dada por
n=0
flx) = Z ", © € [-R, R], é uniformemente continua em [—R, R).
n=0

‘ 5.2 Questao. ‘ Seja I C R um intervalo aberto

(1) A soma e o produto de fungoes analiticas f,g : I — R é uma fungao

analitica.
e 1V ou F (2) Toda fungao f € C*°(I,R) é analitica, isto é, uma funcao que tem uma
1 v série de Taylor em cada ponto xy € I é analitica.
2) - (3) Se uma fungao analitica f : I — R se anula, juntamente com todas as
suas derivadas, num ponto de I, entao f é identicamente nula.
(3) v (4) Seja I C R um intervalo aberto, X C I um conjunto que tem um ponto
E;; X de acumulagao zg € I e f,g: I — R analiticas. Se f(x) = g(z), Vx € X,

entao f(x) = g(z), Vo € I.
(5) Seja f : (—R,R) — R dada por f(z) = > ° ana™. Para todo zg €
(=R, R), f(z)= 3070 bu(z—20)" se |z—zo| <R—|zol.



Questao Unica 01.| (Teorema de Stone-Weierstrass) Seja A € C(X,R) uma &lgebra tal que
A=A",1€Aesex,yc X, x+#y,existe f € A tal que f(x) # f(y). Mostre que A = C(X,R).

Instrugao: Vocé precisa mostra o Teorema de Aproximagao de Weierstrass, definir 4gebra (A),

definir dgebra fechada (A™) e provar o Teorema de Stone-Weierstrass.

Questao Unica 02. (Teorema de Arzeld-Ascoli) Se K C R é compacto e a seqiiéncia {f,} em

¢ (K) é pontualmente limitada e equicontinua em K, entao

(a) {fn} ¢é uniformemente limitada em K,

(b) {fn} tem subseqiiéncia uniformemente convergente.

Instrugao: Vocé precisa mostrar que uma seqiiéncia de funcoes definidas em um conjunto
enumeravel que é pontualmente limitada possui uma subseqiéncia convergente e o Teorema de
Arzela-Ascoli
Questao Unica 03. | (Caracterizacao das funcoes Riemann-Integraveis) Se f € %([a,b],R) seja
E¢ ={x € [a,b] : f é descontinua em x}. Entao Z([a,b]) = {f € #([a,b],R) : m*(Ef) = 0}.

f

Instrugao: Vocé precisa definir a fungdes wy, () = sup{|f(s) — f(¢)| : s,t € [a,b]N(z —v,s+ 1)}

e wf(z) = lim, o w{j(m) e o conjunto Ef = {x € [a,b] : wf(x) > §} e mostrar que m (Eg) = 0 para
mostrar que m*(E¢) = 0.



