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Instruções:

• Assinale todas alternativas verdadeiras com V e as falsas com F .

• Em cada questão escolha uma alternativa e justifique (prova ou contra-exemplo).

• Cada questão vale 2.0 pontos, desses 1.0 é o valor da justificativa do ı́tem escolhido.

• Alternativamente, em substituição ao procedimento acima, você pode escolher uma das

questões únicas no final da prova e resolvê-la.

• A prova é individual. Boa prova!

1.a Questão. Seja B([a, b],R} o conjunto das funções limitadas de [a, b] em R, α : [a, b] → R

uma função não-decrescente e R([a, b], α) ⊂ B([a, b],R} o conjunto das funções Riemann-Stieltjes

integráveis relativamente a α. Assinale com V a alternativa verdadeira e com F a alternativa falsa.

Ítem V ou F

(1) V

(2) V

(3) F

(4) F

(5) V

(1) Existe f : [a, b] → R não-decrescente e tal que f /∈ R([a, b], α).

(2) Se α(x) = x e f ∈ B([a, b],R) é cont́ınua exceto para um conjunto enu-

merável de pontos então f ∈ R([a, b], α).

(3) Se f ∈ B([a, b],R) é de variação limitada então f ∈ R([a, b], α).

(4) Se f ∈ R([a, b], α), não pode ocorrer que f seja descont́ınua em um

conjunto com medida exterior positiva.

(5) Se f ∈ R([a, b], x) então a função F : [a, b] → R definida por

F (x) =

∫ x

a

f(s)ds

é diferenciável exceto em um conjunto E com medida exterior zero. Além

disso,

F ′(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b]\E



2.a Questão.

Ítem V ou F

(1) F

(2) F

(3) V

(4) F

(5) V

(1) Se {fn} é uma seqüência de funções cont́ınuas definidas em D ⊂ R e

tomando valores em R e fn → f ponto a ponto em D, então f é cont́ınua

em D.

(2) Se fn : [a, b] → R é continuamente diferenciável, ∀n ∈ N,
∑

∞

n=0 fn con-

verge uniformemente e f : [a, b] → R é dada por, f(x) =
∑

∞

n=0 fn(x),

x∈ [a, b] então f é cont́ınuamente diferenciável em [a, b].

(3) Se fn ∈ C([a, b],R), n ∈ N, supx∈[a,b] |fn(x)| = Mn e
∑

∞

n=1Mn < ∞

então a função f : [a, b] → R dada por, f(x) =
∑

∞

n=0 fn(x), x ∈ [a, b] é

cont́ınua.

(4) Seja α : [a, b] → R não-decrescente. Se fn ∈ R(α, [a, b]), n ∈ N, e fn → f

ponto a ponto em [a, b], então f ∈ R(α, [a, b]), e
∫ b

a

fdα = lim
n→∞

∫ b

a

fndα

(5) Se {fn} é uma seqüência de funções diferenciáveis em [a, b] tal que {f ′

n}

converge uniformemente em [a, b] e {fn (x0)} é limitada para algum x0 ∈

[a, b], então existe ϕ : N → N estritamente crescente e tal que {fϕ(n)}

converge uniformemente em [a, b], para uma função f que é diferenciável

em [a, b], e

f ′(x) = lim
n→∞

f ′

ϕ(n)(x), ∀x ∈ [a, b].

3.a Questão.

Ítem V ou F

(1) V

(2) V

(3) F

(4) V

(5) F

(1) Se {fn} é uma seqüência pontualmente limitada de funções definidas em

D ⊂ R, então existem ϕ : N → N estritamente crescente e E ⊂ D com

E− = D tal que {fϕ(n)} converge para cada x ∈ E.

(2) Seja ω : R
+ → R

+ tal que ω(0) = 0 e ω é cont́ınua em x = 0. Se

fn ∈ C([a, b],R), n ∈ N, {fn} é pontualmente limitada e |fn(x)−fn(y)| 6

ω(|x − y|) para todo x, y ∈ [a, b] e n ∈ N, então existe uma função estri-

tamente crescente ϕ : N → N tal que {fϕ(n)} converge uniformemente.

(3) Seja {fn} em C([a, b],R) uma seqüência uniformemente limitada em [a, b].

Então {fn} é equicont́ınua.

(4) Seja {fn} em C([a, b],R) pontualmente limitada e equicont́ınua em [a, b],

então {fn} é uniformemente limitada em [a, b],

(5) Dados f ∈ C((a, b],R) e ǫ > 0, existe um polinômio p : [a, b] → R tal que

‖p − f‖∞ = sup
x∈(a,b]

|f(x)− p(x)| < ǫ.



4.a Questão. Se lim supn→∞

n

√

|cn| =
1
R
> 0

Ítem V ou F

(1) V

(2) F

(3) V

(4) V

(5) V

(1)

∞
∑

n=0

cnx
n é uniformemente convergente em [−r, r] para cada r < R.

(2) f : (−R,R) → R dada por f(x) =
∞
∑

n=0

cnx
n, x ∈ (−R,R), é uniforme-

mente cont́ınua em (−R,R).

(3) A função f : (−R,R) → R dada por f(x) =

∞
∑

n=0

cnx
n, x ∈ (−R,R), é

diferenciável em (−R,R) e

f ′(x) =

∞
∑

n=1

ncn x
n−1, ∀x ∈ (−R,R),

(4) f : (−R,R) → R dada por f(x) =

∞
∑

n=0

cnx
n, x ∈ (−R,R), é integrável

em [0, x] ⊂ (−R,R) e
∫ x

0
f(x)dx =

∞
∑

n=0

cn
n+ 1

xn+1, ∀x ∈ (−R ,R).

(5) Se

∞
∑

n=0

cnR
n é absolutamente convergente então f : [−R,R] → R dada por

f(x) =
∞
∑

n=0

cnx
n, x ∈ [−R,R], é uniformemente cont́ınua em [−R,R].

5.a Questão. Seja I ⊂ R um intervalo aberto

Ítem V ou F

(1) V

(2) F

(3) V

(4) V

(5) V

(1) A soma e o produto de funções anaĺıticas f, g : I → R é uma função

anaĺıtica.

(2) Toda função f ∈ C∞(I,R) é anaĺıtica, isto é, uma função que tem uma

série de Taylor em cada ponto x0 ∈ I é anaĺıtica.

(3) Se uma função anaĺıtica f : I → R se anula, juntamente com todas as

suas derivadas, num ponto de I, então f é identicamente nula.

(4) Seja I ⊂ R um intervalo aberto, X ⊂ I um conjunto que tem um ponto

de acumulação x0 ∈ I e f, g : I → R anaĺıticas. Se f(x) = g(x), ∀x ∈ X,

então f(x) = g(x), ∀x ∈ I.

(5) Seja f : (−R,R) → R dada por f(x) =
∑

∞

n=0 anx
n. Para todo x0 ∈

(−R,R), f(x)=
∑

∞

n=0 bn(x−x0)
n se |x−x0|<R−|x0|.



Questão Única 01. (Teorema de Stone-Weierstrass) Seja A ⊂ C(X,R) uma álgebra tal que

A = A−, 1 ∈ A e se x, y ∈ X, x 6= y, existe f ∈ A tal que f(x) 6= f(y). Mostre que A = C(X,R).

Instrução: Você precisa mostra o Teorema de Aproximação de Weierstrass, definir ágebra (A),

definir ágebra fechada (A−) e provar o Teorema de Stone-Weierstrass.

Questão Única 02. (Teorema de Arzelá-Ascoli) Se K ⊂ R é compacto e a seqüência {fn} em

C (K) é pontualmente limitada e equicont́ınua em K, então

(a) {fn} é uniformemente limitada em K,

(b) {fn} tem subseqüência uniformemente convergente.

Instrução: Você precisa mostrar que uma seqüência de funçoes definidas em um conjunto

enumerável que é pontualmente limitada possui uma subseqüência convergente e o Teorema de

Arzelá-Ascoli

Questão Única 03. (Caracterização das funções Riemann-Integráveis) Se f ∈ B([a, b],R) seja

Ef = {x ∈ [a, b] : f é descont́ınua em x}. Então R([a, b]) = {f ∈ B([a, b],R) : m∗(Ef ) = 0}.

Instrução: Você precisa definir a funções ωf
ν (x) = sup{|f(s)− f(t)| : s, t ∈ [a, b]∩ (x−ν, s+ν)}

e ωf (x) = limν→0 ω
f
ν (x) e o conjunto Ef

δ = {x ∈ [a, b] : ωf (x) > δ} e mostrar que m∗(Ef
δ ) = 0 para

mostrar que m∗(Ef ) = 0.


