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Integral de Riemann-Stieltjes: Definicao e caracterizacao

Se a: [a, b] — R é ndo-decrescente, « € limitada em [a, b].

Dada P = {x0,x1, " ,Xn} € P[54}, Para 1 <i < n, seja
Acaj = a(x;) —a(xj—1) >0, 1<i<n

e, dada f € #([a, b],R), defina

L(P,f,a) =) miAa;|<|U(P,f,a) =) MiAagj,
i=1 i=1

com M; = sup f(x), mj= inf f(x).

XE[X,‘,I,X,'] XE[X,'_l,X,']

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



A Integral de Riemann-Stieltjes Integral de Riemann-Stieltjes: Definicdo e caracterizacdo
Classes de Fungdes Riemann-Stieltjes Integraveis
Propriedades

Teorema fundamental do calculo e Integragdo por partes
Caracterizacao de Fungées Riemann Integraveis

Definimos a integral superior e a integral inferior de
Riemann-Stieltjes da fun¢do f em [a, b], relativamente a « por

Pz Pes

7b b
/fda: inf U(P,f,a)|e /fda: sup L(P.f,a).

A fungdo f é Riemann-Stieltjes integravel em [a, b],
relativamente a o se

b
/fda:/ f do.
a Ja

Denote por Z(a, [a, b]) = {f € #([a, b],R) : f é Riemann-Stieltjes
integrdvel [a, b], relativamente a «a}.
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Definicdo (Refinamento)
Sejam P, P* € P, 1), dizemos que a particio P* € um
refinamento da particao P, se

P C P,
ou seja, todo ponto de P é um ponto de P*.
Proposicao
Sejam P, P* € P, com P* > P. Entao,

L(P,f,a)
U(P*,f,«)

L(P*,f, ) (1)

<
< U(P,f,a). (2)
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Como consequéncia do resultado anterior temos

Teorema
Seja f € A(|a, b],R). Entdo

b b
/fdaé/fda. (3)
Ja_ a

€

Corolario
Seja f € #A([a, b],R). Entdo f € Z(a, |a, b]) se, e somente se,
dado € > 0, existe uma particio P € &2, tal que

0< U(P,f,a) — L(P,f,a) < e.
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Teorema

Seja f € A([a, b],R) e e > 0 dado
1) Se existe Pj, )€ ¥ tal que 0 < U(P,f,a) — L(P,f,a) <e
entdo 0 < U(P*,f,a) — L(P*,f,a) <€, se Pap 2P DP.

2) SeP={x0.x1,"** Xn} €Pap] € 0K U(P,f,a)—L(P,f,a) <,
dados s;, tj € [xj—1,xi], 1 < i< n, entdo

oIF(s)— F (6)] Aoy < c. @
e sef € %(a, [3:27]1)
b

Z f(t) Aaj — / fda
i=1

<e. (5)
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Classes de Fung¢bes Riemann-Stieltjes Integraveis

Teorema

C([a, b]; R) & Z(v, [a, b])

Teorema
Se f : [a,b] = R é mondtona em [a, b] e v : [a, b] — R € continua
e ndo-decrescente. Entdo f € Z%(a, [a, b]).

Teorema

Se f € %([a, b],R) possui somente um nimero finito de pontos de
descontinuidade e « : [a, b] — R uma fungcdo ndo-decrescente que é
continua nos pontos onde f é descontinua. Entdo f € %(«, [a, b]).
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Propriedades

Teorema
Se f € %(a,[a, b)), f([a, b]) C[m, M] e ¢:[m, M] =R é continua
entdo, h=¢of € %Z(a,]a,b]).
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Teorema

(a) SefieZ(w,[a, b)) efheZ(a,a, b)) entdo i+ eZ(a, [a, b)),
c-feZ(a,[a,b]) paratodo c € R, e

b b b
/(ﬂ—I—fz)da:/ ﬁda—i—/ Hda,
a a a
b b
/ cfda = c/ fdo.

(b) Se fi(x) < fa(x) em [a, b] entdo

b b
/ fida </ hda
a a

(c) Sefe Z(a,|a,b]) e c€(a,b)entio fe Z(a,|a,c])NZ%(a,[c,b]), e

/fda+/ fda—/ fdo
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(d) Se f € Z(a,|a,b]) e if |f(x)| < M entdo

b
/ fdo
a

< Mla(b) — a(a)].

(e) SefeZ(au,a, b)) efe Z(an,|a, b]) entdofe Z(a1+ao,[a, b]) e

b b b
/ fd (al + az) = / fdo + / fdao
a a a

se f € Z(a,[a, b]) eR > c >0 entdo f € #(ca,[a, b]) e

b b
/ fd(ca) = c/ fda
a a
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Teorema
Se f € Z(a,|a, b]) e g € Z(v, [a, b]) entdo
(a) fg € Z( [a, b]),

b b
(b) |f| € Z(cv, [a, b]) e / fdo </ |f|dar.
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A fungdo degrau unitdrio / : R — R é definida por /(x) = 0 se
<0el(x)=1sex>0.

Teorema
Se a<s<b,feHB([a,b],R) e continua em s, e a(x)=1(x—s), entdo

/ f da = (s)
Teorema

Sec, >20,n=1,2,3,..., 220:1 ¢n € convergente, {s,} € uma
seqiiéncia de pontos distintos em (a, b),

ch (x — sn)

e f é continua em |[a, b] entdo

/ fda = nz_:l caf (sn)

a
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Teorema

Sejam «v: [a, b] — R ndo-decrescente e diferencidvel coma'e Z(]a, b))
e f€%([a,b],R). Entdo f € Z(w,[a,b]) se, e s6 se, fo'e Z([a,b]).

Neste caso . .
/ fda = / f(x)a/(x)dx.
a a

Teorema (Mudanga de variavel)
Sejam ¢: [A, B]— [a, b] continua e bijetora com p(A)=ae¢p(B)=>b,
a é ndo-decrescente, f=ao¢ e g=fop. Se fe #(x, [a, b]) entdo

g€ Z(B,[AB]) e
B b
/A gdp :/a fdo
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Agora vamos considerar o seguinte caso especial. Tomamos
a(x) = x. Etdo 8 = ¢. Suponha que ¢’ € Z([A, B]). Aplicando
os dois resultados anteriores temos

b B
/a f(x)dx = /A f(e(y))¢' (y)dy.
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Teorema fundamental do célculo e Integracdo por partes

Teorema
Se f € %([a,b]). Paraa< x<b, faga

F(x) = / F(r)dt
a
Entdo F : [a, b] — R € Lipschitz continua e, se f € continua em
xo € [a, b], entdo F é differencidvel em xg, e
F'(x0) = f (x0) -

Teorema (O teorema fundamental do cdlculo)

Se f € Z([a, b]) e existe funcdo diferencidvel F : [a,b] — R tal
que F' = f, entdo

/b f(x)dx = F(b) — F(a).
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Teorema (Integrag¢do por partes)
Se F,G:[a,b] » R, sdo diferencidveis, F'=f, G'=ge%([a,b]).
Entao

b b
/ F(x)g(x)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(x)G(x)dx.
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Caracterizacao de Funcdes Riemann Integraveis

Teorema
Se f € #([a, b],R) seja Ef = {x € [a, b] : f € descontinua em x}.
Entdo #([a, b]) = {f € #([a, b],R) : m*(Ef) = 0}.

Corolario
Se f,g € #(|a, b]) entdo f.g € #([a, b]) e se f(x) # 0, para todo
x € [a, b], entdo + € %([a, b]).

Corolario

Se f € #([a, b],R) s6 tem descontinuidades de primeira espécie
entdo Ef é enumerdvel e portanto f é integrdvel. Em particular, se
f € #([a, b],R) é mondtona entdo f € %([a, b]).
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Sequéncias e séries de funcoes

Definicdo (Convergéncia pontual de seqiiéncias e séries)

Seja {fp},n=1,2,3,..., uma seqiiéncia de funcdes definidas em
D C R e tomando valores em R. Se {f,(x)} é convergente para
todo x € D, definimos a fungdo limite da seqiiéncia {f,}

f(x) = lim fo(x), xé€D.

n—oo

Analogamente, se Y f,(x) converge para todo x € D definimos

o0

f(x) =) fax), x€D,
n=1

e a fungdo f é chamada de soma da série ) f,.
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O principal problema que surge no processo de passagem ao limite
descrito na definicdo anterior é determinar se as propriedades
importantes das funcles s3o preservadas por passagem ao limite.

Por exemplo, se as fungdes f, sdo continuas, diferencidveis ou
integraveis, o mesmo vale para a funcdo limite? Que relacdo ha

entre f} e f' ou entre as integrais de f, e de f?

Note que, f é continua em um ponto de acumulacdo x de D se

lim lim f,(t) = lim fo(x) =|f(x) = lim f(t)|= lim lim f,(t)

n—oo t—x n—o0 t—x t—X n—o00

ou seja, se a ordem em que os processos de limite s3o executados é
irrelevante.
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Defini¢do (Convergéncia uniforme de seqiiéncias e séries)

Seja {f,},n € N, uma seqiiéncia de fun¢ées definidas em DCR e
tomando valores em R. Dizemos que {f,}, n € N, converge
uniformemente para f em D se, dado ¢ > 0, existe N € N tal que

sup |fp(x) — f(x)| <€, ¥n>=N.
xeD

Dizemos que a série ) fo(x) converge uniformemente em D se a
seqliéncia {s,} de somas parciais definida por

> fi(x) = sa(x)
i=1

converge uniformemente em D.
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O critério de Cauchy para convergéncia uniforme é o seguinte.

Teorema (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme)

A seqiiéncia de fungées {f,}, definidas em D C R e tomando
valores em R, converge uniformemente em D se, e somente se,
dado ¢ > 0 existe N € N tal quem=> N, n> N,

sup | fa(x) — fm(x)| < € (6)

xeD
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Teorema (Teste M de Weierstrass)

Seja {f,}uma sequéncia de funcées definidas em D C R e tomando
valores em R. Suponha que

sup |fa(x)| < My, Vn € N.
xeD

Se >~ M, converge entdo > f, converge uniformemente em D.

A reciproca nao vale.

X2(1_X2)n+2
A reciproca é, em geral, falsa pois, para f,(x) = 3

0 < x<1, neN, a série converge uniformemente e

(1+n+2) (n+2) .
Mh = [ +3)In(nt3) " portanto > M, diverge.
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Convergéncia uniforme e continuidade

Teorema (1)

Suponha f, — f uniformemente em um conjunto D e seja x um
ponto de acumulacio de D. Se

lim f,(t) =a, neN

t—x
entdo {a,} € convergente, e

lim f(t) = lim a,.

t—x n—o0

Dito de outra forma
lim lim f,(t) = lim lim f,(t).

t—Xx n—oo n—o0 t—x
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Teorema

Se {f,} é uma seqiiéncia de funcées continuas definidas em D C R
e tomando valores em R e f, — f uniformemente em D, entdo f é
continua em D.

A reciproca é, em geral, falsa como pode ser visto no exemplo
fo(x) =mx (1—x%)",0<x <1, neN.
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Mas ha um caso em que a reciproca é verdadeira.
Teorema

Seja K C R um compacto. Se

(a) {fa} uma sequéncia de fungdes continuas em K,
(b) fo(x) =3 f(x), Vx € K e f é continua em K e
(c) fa(x) = fay1(x), Vx € K eVn €N,

entdo f, — f uniformemente em K.
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Definicao

If D C R, (D) denota o conjunto de todas as fungbes f : D — R
que sdo continuas e limitadas. A cada f € € (D) associamos a sua
norma do supremo

1]l = sup [F(x)I.
xeD

Definimos a distancia entre f € € (D) e g € €(D) por ||f — g]|.
Com esta nogdo de distancia, dada uma seqiiéncia{f,} em € (D)
podemos definir as no¢bes de convergéncia e de seqiiéncias de
Cauchy exatamente como antes. Uma seqiiéncia {f,} converge

. n—oo
uniformemente para f se, e somente se, ||f, — || — 0.

Teorema
Com a nocgdo de distancia acima € (D) é um espaco métrico
completo.
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Convergéncia uniforme e integracao

Teorema
Seja «v @ [a, b] — R ndo-decrescente. Se f, € Z(a,[a,b]), n€N, e
fn — f uniformemente em |[a, b], entdo f € Z(«, [a, b]), e

b b
/ fdaoe = lim / foda
3 n—oo 3

(A existéncia do limite € parte da conclusgo.)
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Convergéncia uniforme e derivacao

Como ja vimos, convergéncia uniforme de {f,} ndo implica nada
sobre a convergéncia da seqiiéncia {f,}. Logo, hipteses mais
fortes serdo necessarias para concluir que f, — f' se f, — f.

Teorema
Se {fn} € uma seqiiéncia de fun¢des diferencidveis em [a, b] tal que
{f}} converge uniformemente em [a, b] e {f,(x0)} converge para
algum xg € [a, b], entdo {f,} converge uniformemente em |a, b],
para uma funcdo f que € diferencidvel em [a, b], e

f'(x) = lim fl(x), Vx € [a,b].

n—o0
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Teorema

Existe uma fungcdo continua que n3o € diferencidvel em nenhum
ponto.
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Familias equicontinuas de funcoes

Definicao

Seja {f,} uma seqiiéncia de fungdes definidas em um conjunto D.
Dizemos que {f,} é pontualmente limitada em D se {f,(x)} é
limitada, Vx € D, ou seja, se existe funcdo ¢ : D — R tal que

fa(x)] < #(x), x€D,neN.

Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0
tal que
If,(x)| <M, xeD,neN.
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Familias equicontinuas de funcdes

Teorema (1)

Se {f,} € uma seqiiéncia pontualmente limitada de fun¢ées
definidas em um conjunto contdvel D, entdo {f,} tem uma
subseqtiéncia {f,,} tal que {f, (x)} converge para cada x € D.

Definicdo (Equicontinuidade)
Uma familia % de funcbes definidas em D C R e tomando valores
em R € dita equicontinua em D se, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

x,y € D,|x —y| <d=|f(x)—f(y)| <e VfeZF.
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Familias equicontinuas de funcdes

Teorema
Se K C R é compacto, f, € €(K) para n € N e se {f,} converge
uniformemente em K, entdo {f,} € equicontinua em K.

Teorema
Se K é compacto e a seqiiéncia {f,} em €(K) é pontualmente
limitada e equicontinua em K, entdo

(a) {fa} € uniformemente limitada em K,

(b) {f,} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.
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. O Teorema de Stone-Weierstrass
O Teorema de Stone -Weierstrass

O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Teorema (de Aproximacgdo de Weierstrass)
Dados f € C([a, b],R) e € > 0, existe um polinémio p : [a,b] — R
tal que [|p = flloo = max [f(x) = p(x)| < e.

x€|a,
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. O Teorema de Stone-Weierstrass
O Teorema de Stone -Weierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass

Seja X C R um compacto e C(X,R) os espago das fungdes
continuas de X em R com a norma usual, isto é,

I — gl = max|f(x) — g(x)].
xeX
Em C(X,R) definimos a soma f+g e multiplicagdo f-g de duas
funcoes além da multiplicacdo af de um escalar a por uma funcdo
f de forma usual.
Um conjunto A C C(X,R) é dito uma &lgebrase f,g € A, a€ R
implicaf+g €A, f-geAeaf €A
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O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

. Teorema de Stone-Weierstrass
O Teorema de Stone -Weierstrass @ 8

Teorema
Se A C C(X,R) é uma algebra entdo

A™ ={f € C(X,R): fé limite uniforme de fungées em A}

também é uma algebra.
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O Teorema de Aproximacgao de Weierstrass

. O Teorema de Stone-Weierstrass
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O Teorema de Stone-Weierstrass

Teorema (Stone-Weierstrass)

Seja A C C(X,R) uma 4lgebra tal que A=A",1c Aese
x,y € X, x #y, existe f € A tal que f(x) # f(y). Entéo,
A= C(X,R).
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Séries de poténcias e fungdes analiticas

Séries de poténcias

Agora consideraremos um particular tipo de séries de fun¢des. Sao
as chamadas séries de poténcias que vimos brevemente quando
tratamos do critério da raiz e s3o da forma

o0
E c, x" ou
n=0

Z cn(x—a)".
n=0
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Séries de poténcias e fungdes analiticas

Sem perda de generalidade consideraremos o caso a = 0.

Proposicao
Sejam xg, x1 niimeros reais ndo nulos.
oo o
e Se a série E cn Xg for convergente, entdo a série E cyx" serd
n=0 n=0
absolutamente convergente, para cada x € (—|xol, |xo|)-
o0 [o¢]
L. n : ~ L. n
e Se a série g cn xi for divergente, ent3o a série E cpx" serd
n=0 n=0

divergente, para cada x com x| > |x1].
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Séries de poténcias e fungdes analiticas

Teorema

o0
Dada a série de poténcias E ¢y, x" uma, e somente uma, das

n=0
situacoes abaixo ocorre:

e a série de poténcias converge somente em x = 0;
e a série de poténcias converge absolutamente Vx € R;

e existe R > 0, tal que a série de poténcias é absolutamente
convergenteVx € (—R, R) e divergente para todo x com |x| > R.
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Séries de poténcias e fungdes analiticas

Teorema

Se Re(0,00], Zc,,x”é convergente, Vx€(—R, R)
n=0

f(x) = Z X", Vx € (—R, R).
n=0 e8]
Entdo, parar € (0,R), a série Z cn x" serd uniformemente
n=0
convergente em [—r, r]. A funcdo f serd diferencidvel em (—R,R) e
oo

= Z nc,x" 1, Vx € (=R, R),
A fungéo f serd integra'v;/ em [0,x] C (—R,R) e

/f dx—Zﬁ x"1 vx € (=R, R).

Sendo assim, a série pode ser derivada e integrada, termo a termo.
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Nas condigGes do teorema anterior a funcdo f é de classe C*° isto
éfeC®(—R,R),R). E, para cada k € N, teremos

oo

£ (x Z (n—1)---(n—k+1)c,x" ¥, ¥x € (=R, R).

Em particular, para cada k € N, teremos

f(k)(o)
k!

Logo, a série de poténcias que define f é a série de Taylor de f.

f(k)(O) = klck, ou seja ¢, =
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Agora consideramos a seguinte questdo. Se a série de poténcias
o

g anx" converge em ambos os extremos, R e —R, do seu
n=0
intervalo de convergéncia (—R, R), podemos garantir que a

convergéncia seja uniforme em [—R, R]? A resposta positiva é
dada pelo

Teorema (Abel)

Seja g anx" uma série de poténcias com raio de convergéncia
n=0

o oo
R € (0,00). Se Z anR" converge, entio Z anx" converge
n=0 n=0

o0 o0
uniformemente no intervalo [0, R| e Iinfg E anx" | = E anR".
x—R—
n=0 n=0
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Funcdes Analiticas

Seja I CR um intervalo aberto. Uma funcdo f:/— R é analitica se é
C* e, dado xp €/, existe R>0 tal que Vg(x0)=(x0—R,x0+R)C/ e

(n) (x
F(x) = £ (x0)+F (x0) (x—x0)+ - - .Ji('o)

. (x—x0)"+ -+, VxeVgr(x0)

Assim, o valor de uma func3o analitica em cada ponto é dado pela
sua série de Taylor.
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Teorema
A soma e o produto de fungbes analiticas f,g : | — R é uma
funcdo analitica em |.

Teorema
Se uma funcdo analitica f : | — R se anula, juntamente com todas
as suas derivadas, num ponto de I, entdo f é identicamente nula.

Corolario
Sejam f,g : | — R analiticas. Se, para algun xo € I, tem-se
f("(x0) = g{"(x0), n € N. entdo f(x) = g(x) para todo x € .

Lema

Seja f uma fungdo C* num intervalo |. Seja X C | um conjunto
com um ponto de acumulacdo xg € |. Se f(x) = 0 para todo

x € X, entdo f(")(xg) = 0 para todo n > 0.
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Séries de poténcias e fungdes analiticas

Teorema

Seja | C R um intervalo aberto, X C | um conjunto que tem um
ponto de acumulagcdo xp € | e f : | — R analitica. Se f(x) =0,
Vx € X, entdo f(x) =0, Vx € I.

Corolario

Seja | C R um intervalo aberto, X C | um conjunto que tem um
ponto de acumulacdo xg € | e f,g : | — R analiticas. Se

f(x) = g(x), Vx € X, entdo f(x) = g(x), Vx € I.
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Teorema -
Seja f : (—R,R) — R dada por f(x) = Za,,x”. Para todo
n=0
o
x0€(—R,R), f(x) :anx x0)" se [x—xo| <R—|xol.
n=0
Corolario
o o0
Sejam Z anx" e Z b,x" séries de poténcias convergentes no
n=0 n=0
intervalo (—R, R) e X C (=R, R) um conjunto com um ponto de

o0
acumulacdo nesse intervalo. Se E anx" = g b,x" para todo

n=0
x € X entdo a, = b, para n € N.
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