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Fungdes Analiticas

Funcdes Analiticas

Seja I CR um intervalo aberto. Uma funcdo f:/— R é analitica se é
C* e, dado xp €/, existe R>0 tal que Vr(x0)=(x0—R,x0+R)C I e

! f(”)(XO) n
f(x)="7(xo0)+f (x0)(x—x0)+ - -—i—T(X—Xo) +- -+, VxeVRr(x0)
Assim, o valor de uma fungdo analitica em cada ponto é dado pela
sua série de Taylor.

Vimos que, toda funcdo dada por uma série de poténcias é C™® e

~ (n) . , , .
se f(x) = Zan x —xp)", entdo a, = f n(!XO), isto é, toda série de

poténcias e uma série de Taylor.
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Fungdes Analiticas

Logo, f : I — R, é analitica se, dado xg € /, existem R > 0, com
o

(xo — R,xo + R) C I, e uma série de poténcias Z an(x — xp)" tal
n=0

que f(x) = Za,,(x —x0)", Vx € (xo — R,x0 + R).
n=0

Ou seja, o valor de f é dado pela soma de uma série de poténcias
(o]

do tipo Z an(x — xp)" em cada xp € /.
n=0

Note que a série varia com o ponto xg (os coeficientes sdo dados
em termos das derivadas f(")(xp)). Mesmo que a funcio seja
analitica em toda a reta, sua série de poténcias em torno de um
ponto xp ndo precisa convergir em toda a reta.
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Teorema
A soma e o produto de fun¢des analiticas f, g : | — R € uma
funcdo analitica em |I.

De fato, se dado xg € /, f(x) = Zan(x —x0)" [x —x0| <re
n=0

o
g(x) = Z bn(x — x0)" se |x — xo| < s e t = min{r,s}, entdo

n=0
x)+g(x)= Z (an+bn)(x—x0)", e f(X)g(X):ZCn(X_XO)n,
n=0 n=0
com ¢p = agby + ...+ anbo, se |x — xp| < t (Teorema (B)).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Fungdes Analiticas

Uma das propriedades que distinguem as fun¢Ges analiticas das
funcdes C*° é dada pelo

Teorema
Se uma fungdo analitica f : | — R se anula, juntamente com todas
as suas derivadas, num ponto de I, entdo f € identicamente nula.

Prova: Se A é o conjunto dos pontos de / nos quais f se anula
juntamente com todas as suas derivadas. A é aberto. Agora
consideremos o conjunto B, formado pelos pontos x € | para os
quais f(x) ou alguma derivada (" (x) é diferente de zero. Como
as derivadas s3o continuas B também é aberto de /. Como

| =AUBe ANB=a. Como A # @ segue que A= I
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Fungdes Analiticas

Corolario
Sejam f,g : | — R analiticas. Se, para algun xy € I, tem-se
f("(x0) = g{"(x0), n € N. entdo f(x) = g(x) para todo x € .

Lema

Seja f uma fungcdo C* num intervalo |. Seja X C | um conjunto
com um ponto de acumulagdo xp € |. Se f(x) = 0 para todo

x € X, entdo f("(xy) = 0 para todo n > 0.
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Prova: Seja {x,} uma seqiiéncia estritamente mondtona de

pontos de X, com lim x, = xp. Entdo f(xp) = lim f(x,) =0.
n—o0 n—o0

Além disso, f'(xg) = lim %}i{gx‘)) = 0. Pelo Teorema de Rolle,

Vn € N, existe y, entre x, e xp+1, tal que f'(y,)=0.

Claramente {y,} é estritamente monétona e lim y,=xp. Logo
— 00

n
£ _f
f”(XO): lim (}/n) (XO)
n—o00 Yn—XO
podemos mostrar que todas as derivadas de f se anulam em xp.f

=0. Argumentando por indugao
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Teorema

Seja | C R um intervalo aberto, X C | um conjunto que tem um
ponto de acumulagdo xop € | e f : | — R analitica. Se f(x) =0,
Vx € X, entdo f(x) =0, Vx € I.

Corolario

Seja | C R um intervalo aberto, X C | um conjunto que tem um
ponto de acumulacdo xg € | e f,g : | — R analiticas. Se

f(x) = g(x), Vx € X, entdo f(x) = g(x), Vx € .
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Teorema
Seja f : (—R, R) — R dada por f(x Z apx". Para todo
n=0
x0€ (=R, R), f(x) :an x—x0)" se [x—xp| < R—|xol.
n=0

Prova: Se |x — xo| < R — |xo| ent3o |xg| + |x — xo| < R. Logo a
oo

série E apx" converge absolutamente para x = |xp| + |x — Xo.
n=0

isto é, Z lan|(|x0] + |x — x0])" < +oc e
n=0

o0 n

n _
> oo 3 () bl =l < +oc.
n=0 k=0
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Logo
f(x) = Z apx" = Z an[x0 + (x — x0)]"
n>0 k>0
" /n

=Y a > ( k) x§K(x —x0)k  [Teorema (A)]

n>0 k=0
n

= Zan<k>x€ Kl(x — xo0)k = Zbkx—xo)

k>0 | n>k k=0
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Corolano

Sejam Z anx" e Z b,x" séries de poténcias convergentes no
n=0
intervalo (—R, R) e X C (=R, R) um conjunto com um ponto de
o0

acumulacdo nesse intervalo. Se E anx" = g b,x" para todo

n=0
x € X entdo a, = b, para n € N.
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Seqiiéncia dupla

Sequéncia dupla

Uma seqiiéncia dupla (xyx) € uma fungdo x : N x N — R, que
associa a cada par (n, k) de niimeros naturais um niimero real x,.

X111 X12 X13
X21  X22 X23
X31 X32 X33

o0 o0 (o) o
Consideremos as somas repetidas g g Xnk | € g E Xnk
n=1 \k=1 k=1 \n=1

Mesmo quando ‘convergem’, elas podem dar diferentes resultados.
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Por exemplo, somando primeiro as linhas no quadro abaixo,

[e.o] o0
obtemos Z(Z xnk) = 0 enquanto se somarmos primeiro as
n=1 k=1
o0 o0 oo 1 n
colunas, teremos Z(Z Xnk) = Z <2> =1
k=1 n=1 k=1
-3 0 o0 o — 0
3 3
o 7 -7 O 0 — 0
o 0o & -f£ o0 — 0
15 15
0 0 0 $ -1 — 0
NS SN SN
r 1 1 1
2 4 8 16

Surge o problema de obter condi¢cdes que assegurem a igualdade
das duas somas repetidas. Nosso primeiro resultado serd o
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Lema

o
Se f, : N — R é dada por f(j) = Xp1 + ... + Xnj, Z f, converge
n=1

uniformemente em N e E Xnk converge, Vn € N, entdo

k—1 .
> ZXnk =2 | 2w
n=1 \k=1 k=1 \n=1
oo
Prova: Segue do fato que Z f, converge uniformemente
n=1 _ .

o] oo J
sznk_z [Jim f,,(j)] =lim Y A0 [=lim 3 xu
n=1 k=1 =0 A 7 ==

C i
:J|_|>r20 ; ;Xnk Zl ;Xnk 0
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Teorema (A)

oo o
Dada {xnx}, se Z |Xnk| = an para cada n e Z ap < +0o entdo
k= 1 0o o =
Z Z Xnk | = Z Z Xnk
n=1 \k=1 k=1 \n=1
Esta afirmacdo implica, em particular, que todas as séries contidas
na igualdade acima sdo convergentes.

Prova: Pondo f,(k) = Xp1 + Xn2 + . . . + Xpk, cOMoO no lema, temos
|fa(k)| < ap, para todo k e todo n. Logo >-5° 1 fn é uniformemente
convergente em k € N pelo Teste M de Weierstrass. O lema
anterior implica o resultado.
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Produto de Cauchy séries

A seguir definimos o produto de Cauchy de duas séries numéricas.
Definition
o0
Dadas as séries Z an e Z by, o seu produto de Cauchy é a série
n=0 n=0
o0 n
Z ¢, onde ¢, = Zakb,,_k, Vn e N.
n=0 k=0

Observacao
Este produto € inspirado no produto de polinbmios.

O produto de séries convergentes pode ndo ser convergente. Basta

n
considerar a série Z D) (exercicio).

T
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Produto de Cauchy séries

Teorema (B)

Se E an € absolutamente convergente com soma A, g b, é

n=0 n=0

oo

convergente com soma B, ent3o o seu produto de Cauchy Z Cn,
n=0

n
Zakb,,,k, n € N, é convergente com soma AB.
k=0
n n n
Prova: SeAn:Z ak, B,,:Z by, C,,:ch e Bh=B,—B,neN,

k=0 k=0 k=0
~ — — —
entdo A, —% A B, ¥ Be B 0.

n—oo
Queremos mostrar que C,, — AB.
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Produto de Cauchy séries

Para cada n € N

Ch=cta++c
= aobo+(agb1+aibo)+- - -+ (aobp+aibn—1+---+an—1b1+anby)
= ao(bo+b1+- - +bn)+ai(bo+bi+- - +by1)

+---+an_1(bo-+b1)+anbo

= agB,+a1By_1+---an—1B1+a,By
= ao(B+Bn)+a1(B+Bn-1)++an(B+05o)
= (ao+ar+---+an)B+aofn+aifBn1+---+anfo
= ApB+aofn+aifn-1+---+an-181+anbo.

Se Yn = aOBn + alﬁnfl +---+ anflﬁl + anBOy neN.
C,=A,B+v,, neN.

e o resultado estard provado se mostrarmos que lim ~, = 0.
n—oo
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o0 o0

Como Z a, é absolutamente convergente seja oo = Z |an|
n=0 n=0
o0

Como Z by, é convergente, dado € > 0, existe N € N, tal que

n=0
= |B, — B|] < & sempre que n > N.

|Bnl

Logo, para n > N,

[Val = [(Boan + -+ + Bnan—n) + (Bn+13n-N-1 + *+* + Bnao)|
< |Boan + -+ + Bnvan—n| + |Bn+1llan-n—1] + -+ + |Bal| 20|
< |Boan+ -+ Bnan-n| + € (|an-n-1] + -+ + [ao])
< |Boan+ -+ + Bnan—n| + e

logo 0 < limsup,,_, |7n| < €, para todo e >0 e nli_)rr;o% =0,

completando a demonstracdo.
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