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Séries de poténcias

Séries de poténcias

Agora consideraremos funcdes do tipo um particular tipo de série
de funcdes. S3o as chamadas séries de poténcias que vimos
brevemente quando tratamos do critério da raiz e sdo da forma

o
E c, x" ou
n=0

Z cn(x—a)".
n=0
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Sem perda de generalidade consideraremos o caso a = 0.

Proposicao
Sejam xg, x1 ndmeros reais ndo nulos.
oo o0
e Se a série E ¢n Xg for convergente, entdo a série E cyx" serd
n=0 n=0
absolutamente convergente, para cada x € (—|xol, |xo|)-
o0 o0
L. n . ~ L. "o
e Se a série E cn xi for divergente, ent3o a série E cnx" serd
n=0 n=0

divergente, para cada x com |x| > |x|.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Séries de poténcias

o
Prova: Sabemos que a série numérica E cnXg € convergente e

n=1
x0#0. Logo lim cpxg =0e existe M >0, tal que |c, x§| <M, VneN.
n—o0o

Se x € (—|xo|, |x0|) entdo

x" X
len X" = leaxg ||| S M|—=|"=Mr", neN,
X0

X o - L
onde r=|—|<1. Do critério da comparacgdo para séries de termos
X0

o0
n3o-negativos, a série Z |cn x| é convergente Vx € (—|xol, |x0])-
n=0
oo
Por outro lado, se |xa| > |x1| a série numérica Z CnXy ndo pode
n=0

ser convergente pois isto implicaria a convergéncia da série

o0
Z caxq que é divergente.
n=0
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Disto segue que

Teorema
o0

Dada a série de poténcias E ¢, x" uma, e somente uma, das
n=0

situacoes abaixo ocorre:
e a série de poténcias converge somente em x = 0;
e a série de poténcias converge absolutamente Vx € R;
e existe R > 0, tal que a série de poténcias é absolutamente
convergente Vx € (—R, R) e divergente para todo x com |x| > R.
No dltimo caso nada podemos afirmar quando x = Rou x = —R e

a anélise terd que ser feita caso a caso como vimos anteriormente.

, s L
Também neste caso, do critério da raiz, i limsup v/|cn|
n—o0
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Teorema
o

Se Re(0,00], € tal que a série de poténcias Zc,,x" é convergente,
n=0
Vxe(-R,R) ef:(—R,R) — R € dada por

o

f(x) = Z X", Vx € (-R, R).
n=0 00

Entdo, para r € (0, R), a série E cn X" serd uniformemente

n=0
convergente em [—r,r]|. A fungdo f serd diferencidvel em (—R, R) e
oo
f'(x) = Z nc, x", ¥x € (=R, R),
n=1

A fungio f serd integravel em [0,x] C (—R,R) e
x 00
Cn 1
f(x)dx = —_x"t vx e (=R, R).
| 70 > o4 (~R.R)
Sendo assim, a série pode ser derivada e integrada, termo a termo.
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Nas condigGes do teorema anterior a funcdo f é de classe C*° isto
éfeC®(—R,R),R). E, para cada k € N, teremos

£ (x Z (n=1)---(n—k+1)c,x" %, ¥x € (=R, R).

Em particular, para cada k € N, teremos

£()(0)

FU9(0) = klck, ou seja cx = o

Logo, a série de poténcias que define f é a série de Taylor de f.
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Existem fun¢des f € C*°((—R, R),R), de modo que

> f(n)
f(x) # Z f nI(O) x", para xeR,
n=0 ’

como por exemplo, a funcdo f : R — R, dada por

1
X2
F(x) = e , paracada x#0
0, para x=0

Verifica-se que f € C*°(R;R) e que

f(M(0) =0, VneN. (1)
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Exemplo

o
Yol A = X e
A série de poténcias E — converge Vx € R e sua soma é e*.
n!

n=0
o
Por outro, a série de poténcias Z n!x" sé converge para x = 0.
n=0
o
A série Z(—l)"x"converge para IJ%X se, e somente se, x€(—1,1).
n=0
o0
(—=1)" x? X3
Integrando > ~—L-x"l=x_Z 4= _ —log(l+x), xe(—1,1
grando 3 =1 iy g(1x), x€(~1,1]
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Agora consideramos a seguinte questdo. Se a série de poténcias
o

g anx" converge em ambos os extremos, R e —R, do seu
n=0
intervalo de convergéncia (—R, R), podemos garantir que a

convergéncia seja uniforme em [—R, R]? A resposta positiva é
dada pelo

Teorema (Abel)

Seja E anx" uma série de poténcias com raio de convergéncia
n=0

o (o)
R € (0,00). Se Z anR" converge, entio Z anx" converge

n=0 n=

0
[e.9] o0
uniformemente no intervalo [0, R] e IirB E apx" | = E anR".
X—
n=0 n=0
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A prova do Teorema de Abel usa o lema a seguir.

Lema

Se{sp}={a1+...+anp} € limitada, isto € sup{|s,|:n€EN} =K < o0,
e {bn} € uma seqiiéncia ndo-crescente de nimeros ndo negativos
entdo |a1b1+...+apby| < Kby, VpeN.

Prova:

loibr+. . .+Oépbp‘ =|sibi+(s2—s1)bo+... + (Sp—sp_l)bp|
= |51(b1—b2)+. . .+Sp_1(bp_1—bp)+5pbp’
< K(bl—b2+. . .+bp_1—bp+bp):Kb1.
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Prova do Teorema de Abel: Dado ¢ > 0, existe N € N tal que
n>N—= a1 R + ...+ a3, ,R™P| <, VpeN.

Para n > N e ap = anypR"P, peN. Os a, satisfazem a hipStese
do lema anterior, com K = e. Para todo x € [0, R], temos

X X\ P X\n
ek = o (3) v (51 ()

Do lema, com b, = (%)P, segue que, ¥n > N e Vx € [0, R],

X n+1
|an+1x”+1 +...+ an+px”+p| <e <§> <e VpeN.

Isto prova que > a,x" converge uniformemente em [0, R] e, como

apx" é continuo em [0, R], f(x Zanx é continua em [0, R].
n=0
(o9}
n _ —
Logo g apR" = f(R) = Xlﬁlrlgi f(x xl?* Z apx™)
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Observacdes.

1. As mesmas conclusdes do Teorema de Abel valem com —R
oo

em lugar de R. Basta tomar a série Z(—l)"anx”.

n=0
o0
2. A série g a,x" converge uniformemente no seu intervalo de
n=0

convergéncia (—R, R) se, e s6 se, converge nos pontos R e —R.

3. A série Z 1 converge uniformemente em [—144, 1],

para cada (5>O mas n3do converge uniformemente em (—1,1].
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