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Séries de potências

Agora consideraremos funções do tipo um particular tipo de série
de funções. São as chamadas séries de potências que vimos
brevemente quando tratamos do critério da raiz e são da forma

∞∑
n=0

cn x
n ou

∞∑
n=0

cn (x − a)n.
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Sem perda de generalidade consideraremos o caso a = 0.

Proposição

Sejam x0, x1 números reais não nulos.

• Se a série
∞∑
n=0

cn x
n
0 for convergente, então a série

∞∑
n=0

cnx
n será

absolutamente convergente, para cada x ∈(−|x0|, |x0|).

• Se a série
∞∑
n=0

cn x
n
1 for divergente, então a série

∞∑
n=0

cnx
n será

divergente, para cada x com |x | > |x1|.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Análise
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Prova: Sabemos que a série numérica
∞∑
n=1

cnx
n
0 é convergente e

x0 6=0. Logo lim
n→∞

cnx
n
0 =0 e existe M>0, tal que |cn xn0 |6M,∀n∈N.

Se x ∈ (−|x0|, |x0|) então

|cn xn| = |cnxn0 ||
xn

xn0
| 6 M| x

x0
|n = M rn, n ∈ N,

onde r = | x
x0
|<1. Do critério da comparação para séries de termos

não-negativos, a série
∞∑
n=0

|cn xn| é convergente ∀x ∈ (−|x0|, |x0|).

Por outro lado, se |x2| > |x1| a série numérica
∞∑
n=0

cnx
n
2 não pode

ser convergente pois isto implicaria a convergência da série
∞∑
n=0

cnx
n
1 que é divergente.
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Disto segue que

Teorema

Dada a série de potências
∞∑
n=0

cn x
n uma, e somente uma, das

situações abaixo ocorre:

• a série de potências converge somente em x = 0;

• a série de potências converge absolutamente ∀x ∈ R;

• existe R > 0, tal que a série de potências é absolutamente
convergente ∀x ∈(−R,R) e divergente para todo x com |x |>R.

No último caso nada podemos afirmar quando x = R ou x = −R e
a análise terá que ser feita caso a caso como vimos anteriormente.

Também neste caso, do critério da raiz,
1

R
= lim sup

n→∞
n
√
|cn|
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Teorema

Se R∈(0,∞], é tal que a série de potências
∞∑
n=0

cnx
né convergente,

∀x ∈(−R ,R) e f : (−R ,R)→ R é dada por

f (x) =
∞∑
n=0

cnx
n, ∀x ∈ (−R,R).

Então, para r ∈ (0 ,R), a série
∞∑
n=0

cn x
n será uniformemente

convergente em [−r , r ]. A função f será diferenciável em (−R,R) e

f ′(x) =
∞∑
n=1

ncn x
n−1, ∀x ∈ (−R ,R),

A função f será integrável em [0, x ] ⊂ (−R,R) e∫ x

0
f (x)dx =

∞∑
n=0

cn
n + 1

xn+1, ∀x ∈ (−R ,R).

Sendo assim, a série pode ser derivada e integrada, termo a termo.
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Nas condições do teorema anterior a função f é de classe C∞ isto
é f ∈ C∞((−R,R),R). E, para cada k ∈ N, teremos

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n (n − 1) · · · (n − k + 1) cn x
n−k , ∀x ∈ (−R,R).

Em particular, para cada k ∈ N, teremos

f (k)(0) = k!ck , ou seja ck =
f (k)(0)

k!
.

Logo, a série de potências que define f é a série de Taylor de f .
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Existem funções f ∈ C∞((−R,R),R), de modo que

f (x) 6=
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn , para x ∈ R ,

como por exemplo, a função f : R→ R, dada por

f (x) =

{
e−

1
x2 , para cada x 6= 0

0 , para x = 0
.

Verifica-se que f ∈ C∞(R ;R) e que

f (n)(0) = 0, ∀n ∈ N. (1)
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Exemplo

A série de potências
∞∑
n=0

xn

n!
converge ∀x ∈ R e sua soma é ex .

Por outro, a série de potências
∞∑
n=0

n!xn só converge para x = 0.

A série
∞∑
n=0

(−1)nxnconverge para 1
1+x se, e somente se, x ∈(−1, 1).

Integrando
∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
xn+1=x−x2

2
+
x3

3
−. . .=log(1+x), x ∈(−1, 1]

e arctg(x) =

∫ x

0

dt

1 + t2
= x − x3

3
+

x5

5
− . . .+ (−1)n

x2n+1

2n + 1
+ · · ·
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Agora consideramos a seguinte questão. Se a série de potências
∞∑
n=0

anx
n converge em ambos os extremos, R e −R, do seu

intervalo de convergência (−R,R), podemos garantir que a
convergência seja uniforme em [−R,R]? A resposta positiva é
dada pelo

Teorema (Abel)

Seja
∞∑
n=0

anx
n uma série de potências com raio de convergência

R ∈ (0,∞). Se
∞∑
n=0

anR
n converge, então

∞∑
n=0

anx
n converge

uniformemente no intervalo [0,R] e lim
x→R−

( ∞∑
n=0

anx
n

)
=
∞∑
n=0

anR
n.
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A prova do Teorema de Abel usa o lema a seguir.

Lema
Se {sn}={α1+. . .+αn} é limitada, isto é, sup{|sn| :n∈N}=K<∞,
e {bn} é uma seqüência não-crescente de números não negativos
então |α1b1+. . .+αpbp|6Kb1, ∀p∈N.

Prova:

|α1b1+. . .+αpbp|= |s1b1+(s2−s1)b2+. . .+ (sp−sp−1)bp|
= |s1(b1−b2)+. . .+sp−1(bp−1−bp)+spbp|
6K (b1−b2+. . .+bp−1−bp+bp)=Kb1.
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Séries de potências
Funções Anaĺıticas

Prova do Teorema de Abel: Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

n > N → |an+1R
n+1 + . . .+ an+pR

n+p| < ε, ∀p ∈ N.

Para n > N e αp = an+pR
n+p, p∈N. Os αp satisfazem a hipótese

do lema anterior, com K = ε. Para todo x ∈ [0,R], temos

|an+1x
n+1 + . . .+ an+px

n+p| = |α1

( x
R

)
+ . . .+αp

( x
R

)p
| ·
( x
R

)n
.

Do lema, com bp = ( x
R )p, segue que, ∀n > N e ∀x ∈ [0,R],

|an+1x
n+1 + . . .+ an+px

n+p| 6 ε
( x
R

)n+1
6 ε, ∀p ∈ N.

Isto prova que
∑

anx
n converge uniformemente em [0,R] e, como

anx
n é cont́ınuo em [0,R], f (x) =

∞∑
n=0

anx
n é cont́ınua em [0,R].

Logo
∞∑
n=0

anR
n = f (R) = lim

x→R−
f (x) = lim

x→R−
(
∞∑
n=0

anx
n).
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Observações.

1. As mesmas conclusões do Teorema de Abel valem com −R

em lugar de R. Basta tomar a série
∞∑
n=0

(−1)nanx
n.

2. A série
∞∑
n=0

anx
n converge uniformemente no seu intervalo de

convergência (−R,R) se, e só se, converge nos pontosR e−R.

3. A série
∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
xn+1 converge uniformemente em [−1+δ, 1],

para cada δ>0 mas não converge uniformemente em (−1, 1].
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