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Teorema (de Aproximacgdo de Weierstrass)
Dados f € C([a, b],R) e € > 0, existe um polinémio p : [a,b] — R
tal que [|p = flloo = max [f(x) = p(x)| < e.

x€|a,
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Prova: Faremos a prova para a=0e b= 1. O caso geral serd
deixado como exercicio ([0,1] 2 x — y = x(b — a) + a € [a, b]).

Seja f € C([0,1],R) e os polinémios de Bernstein

B(x) = zn: (Z) XK1= x)"kF <ﬁ>

k=0

associados a f. Note que se f = 1, entdo

i <Z> XL=x)" =[x+ (1-x]"=1. @

k=0
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Derivando a identidade anterior, obtemos que

n

5 ()t 11— (n— K1 = )+

k=0

- (D XTHL = )" k(L = x) = (n = k)x]
0

=
_ kz_(:) (Z) XKL~ )" * 1k — nx) = 0.

Multiplicando por x(1 — x) obtemos que

Zn: <Z> x*(1 = x)™*(k — nx) = 0.

k=0
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Derivando novamente e multiplicando por x(1 — x) e usando (1)
—nx(1 — x) +Z<> —x)" Kk —nx)2=0. (2

Dividindo esta dltima express3o por n? obtemos
~ (n k n—k 2 _ x(1=x)
Z(k>x(1—x) (x——)=="""" (3)

k=0

E claro que

[f(x) = Ba(x)] < kio (Z) xK(1 — x)n—k

f(x)—f(ﬁ)’.
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Como f é uniformemente continua em [0, 1], podemos encontrar
6> 0tal que [x — X| < § = |f(x) — f(X)] < ¢/2.

Agora, para qualquer x € [0, 1] fixo, separamos a soma do lado
direito em duas partes, denotadas por X e ¥/, onde

e > é a soma dos termos para os quais |x — %| <de

e Y’ é a soma dos termos remanescentes.

E claro que ¥ < €¢/2. Provaremos que, para n suficientemente
grande e independentemente de x, ¥’ < ¢/2.
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Como f é limitada existe K >0 tal que sup |f(x)|<K. Segue que

x€[0,1]
"<oK M) xk(1 = x)m* = ok S
Seak Y (D)oot oKy
1<k<n
Ix—£|>5

De (3) obtemos que
2~ o~ _x(1—=x) 1 nseo
— < {———< — — 0.
2KZ <9 Z h n ~ 4n 0

Isto prova o resultado.
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Seja X C R um compacto e C(X,RR) os espago das fungdes
continuas de X em R com a norma usual, isto é,

f—gll = f(x) — .

If — gll = max|f(x) - g(x)

Em C(X,R) definimos a soma f+g e multiplicagdo f-g de duas
funcoes além da multiplicacdo af de um escalar a por uma funcdo

f de forma usual.

Um conjunto A C C(X,R) é dito uma &lgebrase f,g € A, a€ R
implicaf+ g€ A f-geAeaf € A
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Exemplo

O conjunto dos polinbmios trigonométricos é uma algebra em
C([a, b], R).

Definicio (Algebra gerada)
Se E C C(X,R) a intersecdo de todas as dlgebras contendo E é
uma algebra, denotada por A(E), chamada dlgebra gerada por E.

Exemplo

O conjunto dos polinbmios reais em uma variavel real sdo a dlgebra
gerada por {1, x}.
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Teorema
Se A C C(X,R) é uma algebra entdo

A~ = {f € C(X,R) : fé limite uniforme de funcées em A}

também é uma algebra.

Prova: Se f € A~ and g € A™, existem seqiiéncias {f,},{gn} em
A tais f, =% f,gn iy g uniformemente em X. Segue que, para
todo c e R

n—oo

A f+g. = F+g, ADfgn =S fg, A>ch =3 cf

uniformemente em K. Logo f + g€ A=, fg € #,and cf € A™, e
A~ é uma agebra.
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Teorema (Stone -Weierstrass)

Seja A C C(X,R) uma dlgebra tal que A=A",1€ A ese
x,y € X, x #y, existe f € A tal que f(x) # f(y). Entéo,
A= C(X,R).
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Lema 01: Se f € A, entdo |[f| € A

Se ma)><<|f(x)|< M,e>0, p(t)=ag+ait+- - -+a,t" for um polindmio
xe

(do Teorema de Aproximagdo de Weierstrass) tal que
It] = p(t)| <€, Vte[-M,M]

e p(f) = ag + arf + axf?+---+anf", entdo p(f) € Ae
O = p(F())l <6, xeX.

Segue do fato que A é fechada em C(X,R) que |[f| € A.
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Lema 02: Se h, g € A entdo max{h,g} €A e min{h,g} €A

A seguir mostremos que se h, g € A entdo max{h,g} € Ae
min{h, g} € A. Isto segue do fato que

. 1 1
min{h,g} = §(h+g)— §|h—g\ EA e

1 1
max{h, g} = E(h-l-g) + §|h—g| € A.
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Lema 03: Se x,y € X, 3£, €A, £y (x)=F(x) ey (y) =F(y).

Seja x,y € X com x # y e f € C(X,R). A fung3o constante g~
com valor f(x) estd em A (aqui usamos que 1 € A).

Seja h¥ € A tal que h¥(x) # h”(y). Sem perda de generalidade
assumimos h¥(x) = 0 (aqui usamos novamente que 1 € A).

Existe a € R tal que
foy =8"+ah € A

satisfaz f, (x) = f(x) e f, (y) = f(y).
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Lema 04: Existe f, € A, fi(x) =f(x) e f(2) < f(z)+€,VzEX.

Seja € > 0, para cada y € X existe um intervalo aberto /, tal que
yel, efy(z) <f(z)+e Vzel,.

Como X é compacto temos que /y,, ..., /,, cobrem X para alguma
escolha de y1,...,y,. Seja

fe =min{fy.,..., iy}

Entdo £, € A, | £(x) = f(x)| e| f(2) < f(2) + €, Yz € X.
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Lema 05: Existe F €A, f(z)—e< F(z)<f(z)+e¢ VzEX.

Agora,para x € X, existe um intervalo aberto /; tal que, Vz € I
f(z) > f(z) —e.
Como X é compacto, um nimero finito desses intervalos
gy ..., Iy, cobrem X. Seja
F =max{fy,...,f}
Entdo F € AeVz € X,
|f(z) — F(2)] < e
0 que prova o teorema.[j
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