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Familias equicontinuas de funcées

Definicao
Seja {f,} uma seqiiéncia de fun¢bes definidas em um conjunto D.

Dizemos que {f,} é pontualmente limitada em D se {f,(x)} é
limitada, Vx € D, ou seja, se existe funcdo ¢ : D — R tal que

[fa() < B(x), x€D,neN.

Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0
tal que
Ifa(x)] <M, xeD,neN.
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Familias equicontinuas de funcées

Teorema (1)

Se {f,} € uma seqiiéncia pontualmente limitada de funcées
definidas em um conjunto contdvel D, entdo {f,} tem uma
subseqiiéncia {f, } tal que {f, (x)} converge para cada x € D.
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Familias equicontinuas de funcées

Equicontinuidade

O conceito de equicontinuidade para uma familia de fungdes é a
chave para a consecu¢do do projeto de mostrar que uma seqiiéncia
‘limitada’ de fun¢des (e alguma hipétese adicional) tem uma
subsequiéncia ‘convergente’.

Definicao
Uma familia % de funcbes definidas em D C R e tomando valores
em R € dita equicontinua em D se, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

x,y € D/|x —y| <d=|f(x)—f(y)| <e VfeZ.
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Familias equicontinuas de funcées

Teorema
Se K C R é compacto, f, € €(K) para n € N e se {f,} converge
uniformemente em K, entdo {f,} € equicontinua em K.

Prova: Dadoe >0, da convergéncia uniforme de{f,}, 3 N €Ntalque

sup | fa(x) — fu(x)| < % Vn> N.
xeD

K compacto = f,'s uniformemente continuas e existe § > 0 tal que
€ .
i) — )| <3<e xyeK|x—yl<de[l<i<N]
Seex,ye K,|x —y| <, segue que

[ () = o) < () = v )|+ v () = in ()| + | (v ) = Fa(y )| <e.

Isto prova o teorema.p
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Familias equicontinuas de funcées

Teorema
Se K é compacto e a seqiiéncia {f,} em €(K) é pontualmente
limitada e equicontinua em K, entdo

(a) {fa} € uniformemente limitada em K,

(b) {fy} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.
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Familias equicontinuas de funcées

Prova: (a) Como {f,:neN} é equicontinua, dado >0 seja 6 >0
tal que

|fn(x)—f,,(y)|<§<6, VneNe Vx,y € K,|x—y| <6é.

Como K é compacto, sejam pi,...,p, em K tais que
K C Ui_; Vs(pi) onde, para xe K, Vs(x)={y € K: |y — x| < d}.

Como {f,} é pontualmente limitada, existe M; < oo tal que
|fn (Pi)| < M, ¥n € N.

Se M = max (M, ..., M,), entdo |f,(x)] < M +¢, Vx € K.
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Familias equicontinuas de funcées

(b) Seja E C E = K contével. Do Teorema (1) {f,} tem uma
subseqiiéncia {f,, } tal que {f,,(x)} converge para cada x € E.

Provaremos que {g; := f,. } converge uniformemente em K. Da

equicontinuidade, dado € > 0 seja § > 0 tal que
&) &) < 5, VieNe ¥xy e K |x—y| <4,

Como K é compacto e £ = K, existem x,...,xm em E tais que
K C V5(X1)U---U V5(Xm).

Seja NeN tal que, para 1<k<me i,j =N, |gi(x:)—gi(x)| < 5.
Se x€ K, x€ V (x4,6), para algum 1<k <m, e |gi(x)—gi (x:)[ <5
para todo /i € N. Se /,j > N, segue que

|gi(x)—gj(x)<lgi(x)—gi (x:) [ Hgi () —gj (x:) [ Hgj (x)-gj(x)| <e.

Segue que {gj} converge uniformemente
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. O Teorema de Aproximacao de Weierstrass
O Teorema de Stone -Weierstrass P! i

O Teorema de Aproximacdo de Weierstrass

Teorema (de Aproximagdo de Weierstrass)
Dados f € C([a, b],R) e € > 0, existe um polinémio p : [a, b] — R
tal que ||p — fl|loc = max |f(x) — p(x)| < e.

x€[a,b]

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone -Weierstrass

Prova: Faremos a prova para a=0e b= 1. O caso geral serd
deixado como exercicio ([0,1] 3 x — y = x(b — a) + a € [a, b]).

Seja f € C([0,1],R) e os polinémios de Bernstein

- 0o ()

k=0

associados a . Note que se f = 1, entdo

Zn: <Z> XK1—x)"*F=[x+(1-x)]"=1 (1)

k=0
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O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone -Weierstrass

Derivando a identidade anterior, obtemos que

5 () Tt 11— = (n = k(1 = )+

k=0

= (Z) XK1 — )KLk (1 — x) — (n — k)x]

k=0

= <Z> XK1 = x)"*k1(k — nx) = 0.
k=0
Multiplicando por x(1 — x) obtemos que
i ny k 1 — x)" k(K — _
)X (1—x)"""(k—nx)=0.
k=0
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O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone -Weierstrass

Derivando novamente e multiplicando por x(1 — x) e usando (1)
—nx(1 — x) +Z<> —x)" Kk —nx)2=0. (2

Dividindo esta dltima express3o por n?> obtemos

kz; R e N
E claro que
7~ Ba)] < ;) (7)< =x0mt1re0 - ()1
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O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone -Weierstrass

Como f é uniformemente continua em [0, 1], podemos encontrar

6> 0tal que [x — &| < 6 = |f(x) — F(£)| < €/2.

Agora, para qualquer x € [0, 1] fixo, separamos a soma do lado

direito em duas partes, denotadas por X e Y/, onde
e ¥ é a soma dos termos para os quais |x — %] <de

e Y’ é a soma dos termos remanescentes.

E claro que X < ¢/2. Provaremos que, para n suficientemente

grande e independentemente de x, ¥’ < ¢/2.
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O Teorema de Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Stone -Weierstrass

Como f € limitada existe K >0 tal que sup |f(x)|<K. Segue que

x€[0,1]
Si<ok () (1—x)k =2k 3"
1<k<n
x—k|>5

De (3) obtemos que

2~ o~ _x(1—=x) 1 noeo
— < <{—< — .
k2 SO 2. < - 0

Isto prova o resultado.
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