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Familias equicontinuas de funcgdes

Familias equicontinuas de fun¢oes

Vimos que toda sequiéncia limitada de niimeros reais contém uma
subseqliéncia convergente, e surge a questdo de saber se algo
semelhante é verdadeiro para seqiiéncias de funcdes. Para tornar a
questdo mais precisa, definiremos dois tipos de limitac3o.
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Definicao
Seja {fp,} uma seqiiéncia de funcdes definidas em um conjunto D.

Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em D se {f,(x)} é
limitada, Vx € D, ou seja, se existe funcdo ¢ : D — R tal que

()| < é(x), x€DneN.

Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em D se existe M > 0
tal que
Ifa(x)] <M, xeD,neN.
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Teorema (1)

Se {f,} é uma seqiiéncia pontualmente limitada de fun¢ées
definidas em um conjunto contdvel D, entdo {f,} tem uma
subseqiiéncia {f,, } tal que {f, (x)} converge para cada x € D.
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e Se {f,} é pontualmente limitada em D e D; C D é contdvel,
existe subseqiiéncia {f,, } tal que {f,, (x)} converge, Vx € D;.

e Mesmo que {f,} seja uma seqiiéncia uniformemente limitada
de funcdes continuas em compacto D, n3o precisa existir uma
subseqliéncia que convirja pontualmente em D.

e Consideraremos este fato no exemplo a seguir, que seria
bastante problematico de provar com a matematica que que
temos em m3aos até agora, faremos a prova utilizando um
teorema que serd demonstrado em outra disciplina.
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Exemplo
Seja
fo(x) =sinnx, x€[0,2n],ne N.

Suponha que exista uma sequiéncia {nx} tal que {sin ngx}
converge, para cada x € [0,27]. Nesse caso devemos ter

lim (sinngx —sinngr1x) =0, x € [0,27]
k—o0

por isso

lim (sin nx — sin np1x)? =0,  x € [0, 27].
k—ro0
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (serd visto
em outra disciplina)

2
lim (sin ngx — sin ng1x)% dx = 0.
k—00 0

Mas, célculos simples mostram que

2
/ (sin ngx — sin ngy1x)% dx = 27
0

0 que resulta numa contradicdo.
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e A seqiiéncia f,(x) = n’x(1 — x?)", x € [0, 1], é convergente
pontualmente mas n3o é uniformemente limitada. E facil ver
que convergéncia uniforme implica em limitacao uniforme.

e Outra questdo é se toda seqiiéncia convergente contém uma
subseqiiéncia uniformemente convergente.

e Nosso préximo exemplo mostra que isso nao vale em geral,
mesmo que a seqliéncia seja uniformemente limitada em um
conjunto compacto.
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Exemplo
Seja

x2

fo(x) = PR - x €10,1],n e N.

Entdo |f,(x)| <1, Vx€[0,1] e VneN. Logo {f,} é uniformemente
limitada em [0, 1]. Além disso

lim f,(x) =0, xe]l0,1].

n—oo

fn<1>—1, neN
n

e nenhuma subseqiiéncia pode convergir uniformemente em [0, 1].

mas
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Equicontinuidade

O conceito de equicontinuidade para uma familia de funcdes é a
chave para a consecucio do nosso projeto.

Definicao
Uma familia % de fungbes definidas em D C R e tomando valores
em R € dita equicontinua em D se, dado € > 0 existe § > 0 tal que

x,y €D,|x—y|<d=|f(x)—f(y)| <e VfeZ.
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E claro que uma fungdo pertencente a uma familia equicontinua é

uniformemente continua. A seqiiéncia anterior n3o é equicontinua
; _1 . _ _1

(considere e = 5, x =0ey = ;).

Mostraremos que existe uma relacdo préximaentre equicontinuidade
e convergéncia uniforme de seqiiéncias de fun¢des continuas.

Teorema
Se K C R é compacto, f, € €(K) para n € N e se {f,} converge
uniformemente em K, entdo {f,} € equicontinua em K.
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Prova: Seja ¢ > 0 dado. Como {f,} converge uniformemente,
existe um inteiro N tal que

1fo — full < g Vn> N

Como funces continuas sdo uniformemente continuas em
conjuntos compactos, existe um § > 0 tal que

|f,-(x)—f,-(y)|<§<e, x,yeK,|x—y|<del<i<N.
Sen>Nex,y€K,|x—y| <0, segue que
| (x) = Fa(y) [ <[ fa(x) = in () |+ [ () = In (y) [+ [ (y) = Faly ) [ <€

Isto prova o teorema.p
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Teorema
Se K é compacto e a seqiiéncia {f,} em €(K) é pontualmente
limitada e equicontinua em K, ent3o

(a) {f,} € uniformemente limitada em K,

(b) {f,} tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente.
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Prova: (a) Da equicontinuidade da seqiiéncia {f,}, dado ¢ > 0
seja & > 0 tal que

]f,,(x)—fn(y)\<§<e, VneNe Vx,y € K,|x —y| <d.

Como K é compacto, sejam pi,...,p, em K tais que
K c Ui_; Vs(pi) onde, para xe K, Vs(x)={y € K : |y — x| < ¢}.

Como {f,} é pontualmente limitada, existe M; < oo tal que
Ifa (Pi)| < M;, Vn € N.

Se M = max (M, ..., M,), entdo |fr(x)| < M +¢, Vx € K. Isso
prova (a).
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(b) Seja E um subconjunto denso contdvel de K. Do Teorema (1)
{f,} tem uma subseqiiéncia {f,,} tal que {f,,(x)} converge para
cada x € E.

Coloque f,. = gj, para simplificar a nota¢do. Vamos provar que
{gi} converge uniformemente em K.

Da equicontinuidade, dado € > 0 seja § > O tal que
|gi(x) — &i(y)| < % VieNe Vx,y € K,|x—y| <.

Como E é denso em K e K é compacto, existem finitos pontos
X1,...,Xm em E tais que

K C V5(X1)U---UV5(X,,,)
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Dado € > 0 escolha § > 0 como no inicio da prova. Se x € K,
x € V (xx,0) para algum k, de modo que

810 — & (x)] < 3

para cada i € N. Se i,j > N, segue que

|8i(x) —gj(x)| <gi(x) —&i ()| +gi (xx) — & () |+ g (x) —gj(x)|
< €.

Isso completa a prova.
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