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Integrais de Riemann-Stieltjes e Séries
A integral de Riemann-Stieltjes Mudanca de varidvel
Teorema fundamental do calculo e Integragcdo por partes

Utimos resultados vistos

A fungdo degrau unitdrio é dada por/(x)=0,x<0e /(x)=1, x>0.

Teorema
Se a<s<b,feHB(|a,b],R) € continua em s, e a(x)=1(x—s), entdo

/abfda:f(s)

Sec,>0,n=1,23,..., 37, ¢, € convergente, {s,} € uma
seqiiéncia de pontos distintos em (a, b),

a(x) = Z cnl (x — sp)
n=1

e f € continua em [a, b] entdo
b o0
/ fdao = Z caf (Sn) -
a n=1
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Teorema

Sejam::[a, b| — R ndo-decrescente e diferencidvel coma'e %([a, b))
e f € #([a,b],R). Entdo f € Z(«,|a,b]) se, e so se, fa'e %([a,b]).

Neste caso . .
/ fda :/ f(x)a (x)dx.
a a
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Os dois teoremas anteriores ilustram a generalidade e a
flexibilidade inerentes ao processo de integracdo de Stieltjes.

Se « é uma funcdo degrau pura, a integral se reduz a uma série
finita ou infinita.

Se o tem uma derivada integrdvel, a integral se reduz a uma
integral de Riemann usual.

Isso torna possivel, em muitos casos, estudar as integrais e séries
simultaneamente.
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Para ilustrar este ponto, considere um exemplo fisico. O momento
de inércia de um fio reto de comprimento unitdrio, em torno de um
eixo que passa por uma extremidade, em dngulo reto com o fio, é

/ " dm (1)

onde m(x) é a massa contida no intervalo [0, x]. Se o fio for
considerado com densidade continua p, ou seja, se m’(x) = p(x),
entdo (33) se transforma em

/O 2 p()dx
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Por outro lado, se o fio for composto de massas m; concentradas
nos pontos x;, (I) torna-se

§ 2
X; mj
i

Portanto (1) contém o caso anterior e também o caso no qual m é
continua mas n3o é diferencidvel em todos os pontos.
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Mudanca de variavel

Teorema (Mudanga de variavel)
Sejam ¢:[A, B]— |[a, b] continua e bijetora com p(A)=ae¢p(B)=>b,
« é ndo-decrescente, f=ao¢p e g=fop. Se fe % (a, [a, b]) entdo

g < #(31AB) e
B b

= | f

I
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Prova: Se P={xo,...,Xn} € a5 € Q={Y0,--,Yn} € P[a B
com x; = ¢ (y;). Todas as partigdes de [A, B] sdo obtidas desta
forma.

Como os valores de f em [x;_1, x;| e de g em [y;_1, yi] sdo os
mesmos,

U(Q,g,ﬂ) = U(P7 fva)? L(Q,g,,B) = L(P7 fva)'

Como f € Z(a,[a, b]), P pode ser escolhida de forma que ambas
b

U(P,f,a) e L(P,f,«a) estdo préximas a / fda.
a

Segue que g € Z(f3,[A, B]) e o resultado esta demonstrado.fy
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Agora vamos considerar o seguinte caso especial. Tomamos
a(x) = x. Etdo B8 = ¢. Suponha que ¢’ € Z([A, B]). Aplicando
os dois resultados anteriores temos

b B
/a F(x)ax = /A F(0()) (v)dy.
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Teorema fundamental do célculo e Integracao por partes

A seguir mostraremos que a derivacao e a integracdo, em algum
sentido, s3o operacdes inversas.

Teorema
Se f € %(|a,b]). Paraa< x<b, faga

F(X):/a F(t)dt

Entdo F : [a, b] — R € Lipschitz continua (portando diferencidvel
exceto em um conjunto com medida exterior nula) e, se f é
continua em xy € [a, b], entdo F € differencidvel em xg, e

F'(x0) = f (%)
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Prova: Como fe€Z([a,b]), sup |f(t)|=M<oo. Se a<x<y<b,
te(a,b)
entao

FO) - Fel=| [ f(t)dt' < M(y - x),

e segue que F é Lipschitz continua.

Agora, se f é continua em xg, dado € > 0, escolha § > 0 tal que
te€lab], [t —x| <d=|f(t)—f(x)| <e.
Logo,se xp —d <s<xp<t<xp+dea<s<t<btemos

F(t) —F(s) _ f(xo)‘ _ ' 1 /st [F(u) — f (x0)] du

< €.

t—s t—s
Segue que F'(x0) = f (x0).0
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Teorema (O teorema fundamental do cdlculo)

Se f € Z%([a, b]) e existe funcdo diferencidvel F : [a, b] — R tal
que F' = f, entdo

b
/a F(x)dx = F(b) — F(a).

Prova: Dado € > 0 seja P = {xp,...,xn} € Z([a, b]) tal que
U(P,f) — L(P,f) < e. Do Teorema do Valor Médio

F (x;) — F (xi—1) = f (t;) Ax;, para algum t; € [x;_1, ],
parai=1,...,n. Logo Y7, f(t)Ax; = F(b) — F(a) e

‘F(b) ~Fa) - / ’ ) dx

Como € > 0 € arbitrdrio o resultado segue.f

< €.
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Teorema (Integragdo por partes)

Se F,G:[a,b] =R, s3o diferencidveis, F'=f,G'=g e %([a,b]).
Entao

b b
/a F(x)g(x)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(x) G (x)dx.

Prova: Faca H(x) = F(x)G(x). H" € %([a, b]) como soma de
produtos de fun¢des em Z([a, b]). O resultado segue do teorema
anterior a H.j
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