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Integrais de Riemann-Stieltjes e Séries
Mudanca de variavel

A integral de Riemann-Stieltjes

Definicao

A fungdo degrau unitario | € definida por

0 <0

I(x) = (x<0)
1 (x>0)

Teorema
Se a<s<b, feHB(|a,b],R) € continua em s, e a(x)=1(x—s), entdo
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Prova: Considere as particdes P = {xp, x1, x2, X3}, onde xo = a, e
X1 =S < xp < x3 =>b. Entdo

U(P, f,Oé) = M2, L(P, f,OL) = my.

Como f é continua em s, vemos M, e m, convergem para f(s)
quando x» — s
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Teorema
Sec,>0,n=1,23,..., 37, ¢, € convergente, {s,} € uma
seqiiéncia de pontos distintos em (a, b),

a(x) = Z cnl (x — sp)
n=1

e f € continua em [a, b] entdo
b [ee]
/ fdao = Z caf (Sn) -
a n=1

Prova: Por comparacdo a série é convergente para cada x. Sua

soma «(x) é claramente monétona, «(a) =0 e a(b) = 7 cn.
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(o ¢]
Dado € > 0 escolha N € N tal que Z cn < €. Faca
N+1

N e’
ai(x) = Z el (x —sp), ao(x) = Z cnl (x = sp).
n=1 N+1
Dos teoremas anteriores

b N
/ fdoy = Z cnf (sn)
a i=1

Como az(b) —az(a) =Y N1 6n <€

b
/ fdag
a

onde M = sup |f(x)|. Como o = a1 + arp, segue que

b N
/ fdoo — Z caf (sn)| < Me
a i=1

Se fazemos N — oo, obtemos o resultado.

< Me
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Teorema
Sejam::[a, b| — R ndo-decrescente e diferencidvel coma'e %([a, b))
e f€%([a,b],R). Entdo f € Z(a,[a,b]) se, e s6 se, fa'e Z([a,b]).

Neste caso . .
/ fda = / f(x)a’ (x)dx.
a a

Prova: Dado € > 0 existe P = {xop,...,xs} € Z([a, b]) tal que
U(P,a/) = L(P,d) <e (o)
Do Teorema do Valor Médio existe t; € [xj_1, x;] tal que

Ac; =d () Ax;, 1<i<n.
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Se s; € [xj_1, x;] entdo

Z o/ (si) — o/ (t7)| Ax; < e.

Seja M = sup|f(x)|. Como

Zf S Aa,—Zf si) o’ (t7) Ax;

segue que

D f(s)Aai =Y f(s)a (51) Axi| < Me. (%)
i=1 i=1
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Em particular,

> f(si)Aaj < U (P, fd) + Me
i=1
para todas as escolhas s; € [xj_1, xj|, de modo que
U(P,f,a) < U (77, fo/) + Me.
O mesmo argumento nos leva de (x) a

U(P,fda) < U(P,f,a) + Me.

e portanto
‘U(P,f,a)—U(P, fo/)| < Me. (1)

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Integrais de Riemann-Stieltjes e Séries
Mudanca de variavel

A integral de Riemann-Stieltjes

Agora note que (®) permanece vélida de P for substituida por um
refinamento. Logo (1) também permance vélida. Concluimos que

) b
/ fda—/ f(x)a! (x)dx| < Me.
a a

Como ¢ € arbitrario

ffda = ff(x)o/(x)dx

para qualquer f € %([a, b],R). A igualdade para as integrais
inferiores segue da mesma maneira de ().
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