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Classes de Fung¢des Riemann-Stieltjes Integraveis

Teorema
C([a, b]; R) € Z(ev, [a, b])
Prova: Dado € > 0, escolhamos 1 > 0, de modo que

"= b = aa) (1)

e, como f é uniformemente continua, seja § = d(¢) > 0 tal que
x,t € [a, b], |x — t| < d implica |f(x) — f(t)] <.

Seja P={a=xp, - ,xn=Db} tal que ||P||=sup{Ax;:1<i<n} <.
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Como f é continua, podemos escolher s;, t; € [x;_1, X;] tais que
m; = f(t;) e M; = f(s;). Logo, [ti —si| < Ax; < d e

IM; — m;| = |f(x;) — f(t:)| <n

UP, f,a)—L(P,f,a) =) (Mi—m)Aa;<ny  Aoj=c.
i=1 i=1

Segue que f € Z(a, [a, b])
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Teorema
Se f : [a,b] — R é mondtona em [a, b] e v : [a, b] — R € continua
e ndo-decrescente. Entdo f € %(«, |[a, b]).

Prova: Dado € > 0 e n € N*, escolha uma partigdo P tal que
a(b) — a(a .
Doy = BV =)y
n
Isto é possivel pois « satisfaz a propriedade do valor intermediario.

Se f é ndo-decrescente (o outro caso é andlogo). Entdo
M,':f(X,'), m,-:f(x,-_l) (izl,...,n),

e portanto n
U(P,f,a) — L(P,f,a) = o(b) — a(a) Z [F (xi) — F (xi-1)]

n

_ o(b) —a(a) - @) 1) — £(2)] < ¢

se n for suficientemente grande. Segue que, f € #Z(«, [a, b]).;g
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Teorema

Se f € %(|a, b],R) possui somente um nimero finito de pontos de
descontinuidade e « : [a, b] — R uma fungdo ndo-decrescente que é
continua nos pontos onde f € descontinua. Entdo f € %(a, |[a, b]).

Prova: Dado € >0, se M =sup|f(x)| e E={y1, - ,yk} 0
conjunto (finito) das descontinuidades de f. Como « é continua
em todos os pontos de E, podemos cobrir E por intervalos
disjuntos [a, b] D [uj, vj] 3 yj, 1 < i < k tais que

k
Z a(u))) <e.

Jj=1

Podemos escolher estes intervalos de modo que se yj ¢ {a, b} entdo
i € lj = (uj,vj) (se y1 = a (yk = b), h = [a,v1) (h = (ux, b])).
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k

O conjunto K = [a, b]\ U(“J" v;) é compacto e f é uniformemente
j=1

continua em K. Seja d >0 tal ques,t e K, [s—t| < =

|f(s) — f(t)] <e.

Agora escolhemos uma partigdo P = {xg, x1,...,Xn} de [a, b], da
seguinte forma: uj,v; € P, 1 < j < k. Nenhum ponto de (uj, v})

pertence a P. Se x;_1 # uj, para todo 1 < j < k, entdo Ax; < 4.

Note que M; — m; < 2M para todo i e M; — m; < € exceto quando
xj—1 € algum dos u;. Logo

U(P,f,a) — L(P,f,a) < [a(b) — a(a)]e + 2Me.

Como € > 0 é arbitrério, f € Z(«, [a, b]).
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Teorema
Se f € Z(a,a, b)), f([a,b])C[m, M] e ¢p:[m, M| =R € continua
entdo, h=¢of € Z(a,]a, b]).

Prova: Dado €>0, como ¢ é uniformemente continua em [m, M],
existe 0 <0 <e tal que s,te[m, M], |s—t|<d = |p(s)—o(t)| <e.

Como f € %Z(a,[a, b]), existe P = {x0,x1,...,Xn} € P[5 tal que
U(P,f,a) — L(P, f,a) < 62

Sere %A([a,b],R)e M{=sup r(x),m = inf r(x). Seja

1
X€E[xi—1,xi] X€[xi—1,x]

A={i:1<i<ne Mf—-mi<é} e B={i:1<i<ne Mf—mf>¢},
entdo, para i € A, a escolha de § implica que M,-h — mf’ <e
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Para i € B,M! — m" < 2K, onde K = SUPse[m,my [#(t)]. Logo, da
escolha de P,

5ZAa; < Z (M,f — m,f) Aa; < 62

ieB ieB

e Y icgDa; < < e Segue que

U(P,h,a)—L(P,h,a)=" (M,.”—m,h) D+ (M,-”—m,f’) Aa;
i€A ieB
< ela(b) — a(a)] + 2K < e[a(b) — a(a) + 2K].

Como € > 0 é arbitrario segue que h € Z(«, [a, b]).
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Teorema
(a) SefheZ(w,[a,b])efreZ(a,la,b]) entido i+ €% (a,|a, b)),
c-fe%(a,la,b]) para todoc € R, e

b b b
/ (f+ ) da= / fido +/ Hda,
a a a

b b
/ cfda = c/ fdo.
a a

(b) Se fi(x) < fa(x) em [a, b] entdo

b b
/ fda < / fhrdo
a a

(c) Sefe Z(a,[a,b]) e c€(a,b) entdo fe Z(a,|a,c])NZ(c[c,b]), e
c b b
/ fda—l—/ fda:/ fda
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(d) Sef € Z(a,la,b]) e if |f(x)| < M entdo

b
/ fda
a

(e) SefeZ(au,a, b)) efe Z(an,|a, b]) entdofe Z(a1+az,[a, b]) e

b b b
/ fd (Oq + az) = / fday + / fdao
a a a

se f € #(a,la, b]) eR> c >0 entdo f € Z(ca,[a, b]) e

b b
/ fd(ca) = c/ fda
a a

< Mla(b) — a(a)].

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Classes de Fungbes Riemann-Stieltjes Integraveis
Propriedades

A integral de Riemann-Stieltjes

Prova: Se f = f; + f; e P é qualquer particdo [a, b], temos

L(P,fi,a)+ L(P,fr,a) < L(P,f, )
SUP,f,a) <U(P,f,a) + U(P,f,a).

Se e Z(w, [a, b]) e heZ(a, [a, b]) e €>0 existem P; € Z([a, b])
(j =1,2) tal que

U(P.f.0) = L(P.f,0) < U(P),£,0) = L(P;. fi.a) < 5,
onde P é refinamento comum a P; e P,. Logo
UP,f,a)— L(P,f,a) <e.

Segue que f € Z(«, [a, b]).
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Com esta mesma P remos

b
U(P,fj,a)</ fida+e (j=1,2)
a

b b b
/ fda < U(P,f,a) < / fida + / fda + 2e.
a a a

Como ¢ é arbitrario conluimos que

b b b
/ fdaé/ flda—l—/ hdo
a a a

Este mesmo resultado para —f; e —f>, nos da a desigualdade
reversa e a igualdade estd provada.

As provas das demais afirmativas sdo semelhantes (exercicio). Na
parte (c) a estratégia é considerar refinamentos que contém o
ponto ¢, na aproximacao da integral.fj
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Teorema
Se f € Z(a,a, b)) e g € Z(a,|a, b]) entdo

(a) fg € Z(a, [a, b]),
b b
/ fda </ |flda.

Prova: Se f € %Z(a, [a, b]) e ¢(t)=t?entdo ¢of =F2c % (a, |a, b]).

A identidade 5 5
Ag=(f+g)"—(f—g)
completa a prova de (a).

Se ¢(t) = |t|, o f = |f| € Z(a,]a, b]). Escolha ¢ = £1 tal que

/fda
‘/fda —c/fda—/cfda /|f|da

pois cf < |f|. Isto prova b).

(b) |f| € Z(c,[a, b]) e
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