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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Definicao

Seja A C R.
1) Um ponto a € A € interior a A se existe r > 0 tal que
(a—r,a+r)CA
2) O conjunto A € aberto se todos os seus pontos sdo interiores.
3) O conjunto A € fechado em R se seu complementar € aberto.
4) O interior A° de A € o conjunto dos pontos interiores a A.

5) O fecho A de A € a intersecio de todos os fechados que
contém A.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Teorema
Seja N um conjunto e {Ax}xea uma familia de conjuntos.

1) Se cada Ay € aberto, UyepAy € aberto.

2) Se cada A € aberto e\ € um conjunto finito, ﬂ A, € aberto.

3) Se cada A) é fechado, NycpA) € fechado. AEA

4) Se cada Ay é fechado e\ € finito, U A, é fechado.
AEN

Exemplo

Todo intervalo aberto é aberto. O interior de [a, b] € (a, b). O
interior A° de A é o maior aberto contido em A. O fecho de A é o

menor fechado que contém A.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Teorema
Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira dnica,
como unido enumeravel de intervalos abertos disjuntos

Corolario
Se | é um intervalo aberto e | = AU B onde A e B sdo conjuntos
abertos e disjuntos entdo um deses conjuntos € vazio.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Definicao

Seja A C R um ponto p € R € aderente a A se existir seqiiéncia
n—oo

{xn} em A tal que x, — p.

Sabemos que se p é ponto de acumulacdo de A entdo p é aderente
a A. Se p é aderente a A e p ndo é ponto de acumulagdo de A
entdo p € A. Todo ponto de A é aderente a A. Todo ponto
interior a A é aderente a A e é um ponto de acumulacdo de A.

Teorema

Um ponto peR € aderente a A se, e s6 se, AN (p—e¢, pte)# D
para todo € > 0.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Corolario
Se A C R € limitado superiormente (inferiormente) entdo sup A
(inf A) € aderente a A.

Teorema y
O fecho A~ de A C R € o conjunto A dos pontos aderentes de A.

Definicao

Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Diremos que A ¢é
denso em B se B C A~

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior

O Lema do Recobrimento de Vitali

Teorema
Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. S3o equivalentes

e Todo ponto de B € aderente a A.
e Todo ponto de B € limite de uma seqiiéncia de pontos de A.
e Paratodoe >0ebe B, (b—e,b+e)NAF#a.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Teorema
Todo B C R tem um subconjunto enumeravel e denso em B.

Teorema
Seja F C R um conjunto fechado, ndo vazio e sem pontos
isolados. Entdo F é ndo enumeravel.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Coberturas e Compactos

Definicao
Seja A C R e A um conjunto, uma colecio { Ay} en de conjuntos
é chamada uma cobertura de A se A C Uycp Ay

Se {Ax}ren € uma cobertura e NCN e ACUyen Ay, {Ax}ren
é dita uma subcobertura da cobertura {A)} ca.

Se os conjuntos da cobertura sdo todos abertos a cobertura € dita
uma cobertura aberta.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Teorema (Borel-Lebsegue)

Dada uma cobertura {I\}ep de [a, b] onde cada I\ é um intervalo
aberto existe N' C A finito tal que [a, b] C Uyep by
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Corolario
Dada uma cobertura aberta {Ax}xen de [a, b] existe N C A finito
tal que [a, b] C Uy en Ay

Basta lembrar que cada aberto da cobertura pode ser escrito como
unido enumerdvel de intervalos abertos (disjuntos).

Corolario
Dada uma cobertura aberta { Ay} epn de um conjunto fechado e
limitado F existe N C A finito tal que F C Uycpr Ay,
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Teorema
Dado K C R sdo equivalentes:

1) K é fechado e limitado.
2) Toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita.

3) Todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acu-
mulagdo pertencente a K.

4) Toda seqiiéncia de pontos de K possui uma subseqiiéncia
que converge para um ponto de K.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Definicdo
Um conjunto é compacto se satisfaz uma das condicoes do
teorema anterior.

Corolario (Teorema de Bolzado-Weierstrass)

Todo conjunto infinito e limitado de numeros reais possui um
ponto de acumulagao.

Corolario
Toda seqliéncia decrescente de compactos ndo-vazios tem
intersecdo nao vazia.
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Medida Exterior

Se | = (a, b) defina ¢(I) = b — a. Dado A C R existe uma familia
contdvel de intervalos abertos que cobrem A. Seja %4 a colecdo de
todas as coberturas contdveis de intervalos abertos de A.

m(A) = inf{ZE(/,,) I} € %A}

E claro que m*(@) =0, m*((a, b)) < b—a, m*({x}) =0, Vx € R
e que, se AC B m*(A) < m*(B).
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Lema
m*[a, b] = m*(a, b] = m*[a, b) = m*(a,b) = b — a.

Lema
Se {A,} € uma familia contavel de subconjuntos de R entdo

m* (U A,,) < Z m*(An)
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

Corolario
1) Se A C R € enumerdvel, m*(A) = 0.

2) Se {An} € uma familia contdvel de subconjuntos de R e
m*(A,) =0, Vn entdo m*(J, An) =0

Exercicio
Seja l;=[aj, bj], 1<j<n com bj<aj1, 1<j<n—1. Mostre que

n n

m(UJh) = Do (6 - =),

j=1 j=1
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Topologia da reta

Coberturas e Compactos
Medida Exterior
O Lema do Recobrimento de Vitali

O Lema do Recobrimento de Vitali

Lema (Recobrimento de Vitali)

Seja E C [a, b], consequentemente m*(E) < b— a. Se .% é uma
cobertura de E por intervalos ndo degenerados e tal que, dados
x€Eee>0, existe| € .7 tal que x € | e {(]) < e. Ent3o, dado
€>0, existe uma colegdo finita e disjunta{h,..., Iy} C.¥ tal que

m" (E\ CJI /n> <e.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Limites

Defini¢do (Limite)

Seja D um subconjunto de R, f : D — R uma fungdo e p um
ponto de acumulagdo de D. Diremos que o limite de f(x)
quando x tende p é L se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que

xeDe 0<|x—p|<d, = |f(x)—Ll<e
Dito de outra forma, dado € > 0 existe § = d(¢, p) > 0 tal que
f(DN(p—d,p+9d)\a) C(L—¢,L+e).
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Note que:
e SeAL eRtal que lim f(x) = Ldiremos que lim f(x) ndo existe.
X—p X—p

e O ponto pnio precisa pertencer a D e, mesmo que pertenca,
o valor de f em p n3o é importante para a definicdo acima.

e Apenas os valores de f em pontos arbitrariamente préximos
a p sdo importantes para a definicao.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Teorema
Seja f : D — R uma fungdo e p um ponto de acumulacdo de D. O
limite de f(x) quando x tende a p, caso exista, € dnico. Este limite
serd denotado por lim £(x) = L.

X—p

Segue imediatamente da definicdo que

Teorema (1)

Seja D um subconjunto de R, f: D —R uma funcdo, D' CD e p um

ponto de acumulagdo de D’. Se lim f(x)=L entdo lim f|p/(x)=L
X—p X—p
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Critério negativo para existéncia de limites

Teorema
Sejaf: D — R, D',D" C D ep ponto de acumulacio de D' e D".
oSe

e um dos limites lim f|p/(x) ou lim f|pr(x) ndo existe ou
X—p X—p
e ambos existem e lim f|p/(x) # lim f|p~(x)
X—p X—p

entdo o limite lim f(x) ndo existe.
xX—p

eSe (D'UD"\p} = D\{p}, lim f(x) existe se, e sG se,
x—>p

)![}np fp(x) e)llnp f|pr(x) existem e )!inp flpr(x) = )!@p flpr(x).
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Limites

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Limites Laterais

Se D CR, diremos que p€R é um ponto de acumulagdo a direita
(esquerda) de D se é um ponto de acumulagdo de D = DN (p, 00)

Seja f : D — R uma funcdo e p é um ponto de acumulacgdo a

direita (esquerda) de D. O limite de f(x) quando x tende a p
pela direita (esquerda) ¢é

lim f(x):= )!i_ngp f|Dp+(x) < lim f(x):= lim f|DP(X)>

x—pt X—p~ X—p
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Corolario
Seja f : D — R uma fungdo e p € um ponto de acumulacio a
direita e a esquerda de D. Entdo

lim f(x) existe

xX—p

se, e sO se, existem os limites laterais a direita e a esquerda e
lim f(x)= lim f(x).
x—pt X—p~
Teorema

SejaD CR, f: D — R e p um ponto de acumulacdo de D. Se
existe Ii_n;n f(x)=Lentdo f € limitada em uma vizinhanga de p, isto
x—p

€, existem M>0ed>0 tais que xe D, 0< |x—p|<d=|f(x)| <M.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Teorema (Confronto)

SejaD CR, f,g,h: D — R fungbes e p um ponto de acumulacdo

de D. Se existe 6o > 0 tal que, para todo x € D, 0 < |x — p| < do,

f(x)<g(x)<h(x) e lim f(x) = lim h(x) = L entdo lim g(x) = L.
X—p X—p X—=p

Teorema (Conservagdo do Sinal)

SejaD CR, f: D — R uma funcdo e p um ponto de acumulacido
de D. Se lim f(x) = L > 0 entdo existe § > 0 tal que f(x) >0

X—p
para todo x € D com 0 < |x — p| < é.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Teorema (Comparag&o)

SejaD C R, f,g: D — R uma fungido e p um ponto de

acumulacio de D. Se existe § > 0 tal que f(x) < g(x) para todo

x€D,0< |x—p| <0 eexistem lim f(x) = L entdo L < Lg.
X—p

Teorema (Limite por seqiiéncias)
SejaD CR, f: D — R uma funcdo e p um ponto de acumulacido

de D. O limite lim f(x) = L se, e somente se, lim f(x,) existe
X—=p n—o0

para toda seqiiéncia {x,} em D\{p} que converge para p.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Propriedades do Limite

Sejam f;: D —R, i=1 e 2, fungdes. Suponha que p seja um ponto
de acumulagdo de Dy N Dy, e que Ii_r)n fi(x) = L;, i = 1,2. Ent3o:
x—p

1) lim(f + £)(x) = lim A(x) + lim £(x) = L + L.

2) lim k fi(x) = kL1 onde k = constante.

X—p
3) Jim A () = fim A(x) - lim f(x) = L1 Lo
lim fl(X)
- f(x)  xop Ly
4) | - - Ly #0.
) M0 m Aoy L <70
X—p
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Limites Critério negativo para existéncia de limites

Limites Laterais
Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Teorema (Critério de Cauchy)

Seja D C R, f: D — R fungbes e p um ponto de acumulacio de

D. O lim f(x) existe se, e s6 se, f é de Cauchy em p, isto €, dado
X—p

>0 existe 6 >0 tal que x,yeD, 0<|x — p|<d e 0<|y — p|<§
= |f(x) = f(y)| <e.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais
Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Limite Superior e Limite Inferior

Seja D um subconjunto R e f: D — R uma fun¢do. Se p é um
ponto de acumulacdo de D. Suponha que exista um Jg > 0 tal que

sup{f(x) :x € D,0 < |x — p| < dp} < o0
Ent3o, existe (ou diverge para —o0) o limite

lim f(x) := 6I_i>n8+sup{f(x) :x € D,0< |x—p|<d}

X—p

Escrevemos lim f(x)=+o00 quando f ndo é limitada superiormente
X—p

em nenhuma vizinhanga de p.
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Semelhantemente, se

inf{f(x) :x € D,0 < |x —p| < do} > —0o0,

definimos (podendo divergir para +00)

X

lim f(x) := lim inf{f(x):x€ D,0< |x—p| <4}
—p d—0t

Escreveremos lim f(x) = —oo quando f n3o for limitada
X—p
inferiormente em uma vizinhanca de p.
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Limites ério negativo para existéncia de limites
s Laterais
edades do Limite
Limites Superior e Inferior

Valor de Aderéncia

Definicao

Dizemos que y € R é um valor de aderéncia de f no ponto p se

existe seqiiéncia {x,} em D\{p}, x, =3 p e im f(xn) =y.
n—oo
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Limites Critério negativo para existéncia de limites
Limites Laterais

Propriedades do Limite
Limites Superior e Inferior

Teorema
SejaD CR, f:D—Ruma funcdo ep um ponto de acumulacio deD.
1) Se £é um valor de aderéncia def em p, lim f(x) << lim f(x).
x—p X—p

2) Se f € limitada em uma vizinhanca de p entdo lim f(x) e
X—p

lim f(x) sdo valores de aderéncia de f.
X—p

3) lim f(x) existe se, e so se, f € limitada em uma vizinhanga
X—p
de p e o conjunto dos valores de aderéncia de f em p é unitario.

4) Sef é limitada em uma v@anga dep, dado e >0existe § >0
tal quelim f(x)—e<f(x)<limf(x)+e€,Vx € D, 0<|x—p| <.
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Propriedades
P Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade .
lade e Abertos, Conexos e Compactos
ade Uniforme
Descontinuidades

Continuidade

Defini¢do (Continuidade)
Seja f : D — R uma fung¢do e p € Df. Diremos que f(x) é
continua em p se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que

x€Drel|lx—p|<d, = If(x) —f(p)| <e.

Observacao
Se p € Ds é um ponto de acumulacio de Dy, entdo f € continua
em p se, e somente se, limy_,, f(x) = f(p).
Se p € um ponto isolado de Dy entdo f é continua em p.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
inuidade e Abertos, Conexos e Compactos
ade Uniforme
Descontinuidades

Continuidade

Propriedades da Continuidade

Corolario

Sejam f;: D — R, i=1 e 2, fungbes. Suponha que p € Df, N Dy, e
que f e g sejam continuas em p. Entdo fi +f, k- f, f1 - H e, se
f(p) # 0, f1/f sdo continuas em p.
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Propriedades

P Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade

Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema (Limite da Composta)

Sejam f : Df — R e g : Dg — R fungées tais que Im(g) C D
L e Ds. Se p é um ponto de acumulacdo de D,, I|m g( )
é continua em L , entdo

tim f(g00) = ( fim 600 ) = (1)
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Propriedades

Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme

Descontinuidades

Continuidade

O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema (Teorema da Conservagdo do Sinal)

Seja f : D — R uma fungdo continua e x € Ds tal que f(X)>0
(f(X) <0) . Entdo, existe 6 > 0 tal que f(x) >0 (f(x) <0)
sempre que x € Df e x € (X — 0,X + 0).
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Propriedades

Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme

Descontinuidades

Continuidade

O Teorema Anulamento

Teorema (Teorema do Anulamento)
Se f :[a,b] = R € continua e f(a)< 0 <f(b) ou f(a) >0 > f(b),
entdo, existe X € (a, b) tal que f(X) = 0.
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Propriedades

Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme

Descontinuidades

Continuidade

O Teorema do Valor Intermediario

Teorema (Teorema do Valor Intermediério)

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua e tal que f(a)<f(b)
(f(a) > f(b)) . Se f(a)<k<f(b) (f(a)>k>Tf(b)), entdo existe
X € (a, b) tal que f(x) = k.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass

Continuidade .
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

A prova do teorema a seguir segue da definicdo de continuidade e
da caracterizagdo de limites por sequéncias.

Teorema
Seja D um subconjunto de R, f : D - R ep e D. A fungdo f é
continua em p se, e somente se, para toda sequiéncia {xn,} em D
com x, =3 p existe o limite lim f(xy).
n—oo

Corolario
Seja D um subconjunto de R, f : D - R ep e D. A fungcdo f é
continua em p se, e somente se, para toda seqiiéncia {x,} em D

n—oo n—oo
com x, — p temos f(x,) — f(p).
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass
idade e Abertos, Conexos e Compactos
ade Uniforme
Descontinuidades

Continuidade

O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Teorema (de Weierstrass ou do Valor Extremo)
Se f : [a, b] — R for continua, existirdo p,q € [a, b] tais que

f(p) < f(x) < f(q), paratodo x € |a, b].
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass

Continuidade .
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Como uma consequiéncia do Teorema do Valor Intermedidrio e do
Teorema de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Corolario
Seja f:[a, b] =R uma funcio continua. Se

m=min{f(x):x€[a, b]} e M=max{f(x):x€[a, b]},
entao

Im(f)="f([a, b])=[m, M].
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Propriedades
P Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade aoa
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Continuidade e Abertos

Teorema
SejaDCRef:D — R. Afungido f € continua se, e somente se,

para todo aberto O de R, f~1(O) € aberto em D.
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Propriedades
P Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade aoa
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Continuidade e conexos

Teorema
Sel CR é um intervalo e f : | — R é uma funcio continua entao

(1) € um intervalo.
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Propriedades
do Valor Intermediario e de Weierstrass
ade e Abertos, Conexos e Compactos
ade Uniforme

Descontinuidades

Continuidade

Continuidade e Compactos

Teorema
Se K C R é um conjunto compacto f : K — R é uma fungio
continua entio f(K) é compacto.

Teorema (Weierstrass)

Se K C R é um conjunto compacto e f : K — R € continua,
existem x1,xp € K tal que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x € K.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass

Continuidade Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema
Se f: K — R é continua e injetiva e C = f(K) entdo
f~1.C — R é continua.

Cuidado!!

Teorema
Se | é um intervalo e f : | — R € continua e injetiva entdo f é
estritamente crescente ou estritamente decrescente.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass

Continuidade Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema

Sef: D — R € tal que, dado € > 0 existe fungdo continua

g : D — R tal que |g(x) — f(x)| < € para todo x € D, entdo f é
continua.
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Propriedades
P Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade o
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Continuidade Uniforme

Defini¢do (Continuidade Uniforme)

SeDCRef:D— R éuma fungdo, dizemos que f é
uniformemente continua se, dado € > 0 existe § > 0 tal que

x,y €D, |x —y| <0 implica |f(x) — f(y)| <e.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass

Continuidade .
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Note que:

e Nem toda funcdo continua é uniformemente continua.
Exemplo: f : (0,00) — R, f(x) = % é uniformemente

continua em [r, 00) para qualquer r > 0 mas ndo em (0, c0).

eSef:D—Reexistem C>0efe(0,1] tais que
|f(x)—f(y)|< C|x—y|?,¥x,y € D entdo f é uniformemente
continua. Se § € (0,1) [#=1] f é Holder [Lipschitz]| continua.

Exemplo: f:[0,00) — R, f(x) = y/x é Holder continua com
expoente 6 = %
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema
Se f : D — R € uniformemente continua entdo f leva seqiiéncias
de Cauchy em seqtiéncias de Cauchy.

Corolario
Se f : D — R € uniformemente continua entdo para cada ponto de

acumulacdo d’ de D existe o limite Iirr;l f(x).
X—r
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema
Se # C R € compacto e f : # — R € continua entdo
f: X — R € uniformemente continua.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass

Continuidade .
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema
Toda funcdo uniformemente continua f:D —R admite uma tinica
extensdo continua a D~. Esta extensdo € uniformemente continua.
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Propriedades

Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos
Continuidade Uniforme

Descontinuidades

Continuidade

Descontinuidades

Definicao

Seja f : D — R uma fungdo. Um ponto de descontinuidade ou
uma descontinuidade da fungdo f é um ponto d € D no qual f ndo
€ continua (descontinuidades sdo pontos de acumulacdo de D).

Uma descontinuidade d € de 1" espécie se existe lim f (x) (sed é
x—d
um ponto de acumulagio a direita) e o limite lim f(x) (se d é
x—=d~
um ponto de acumulagdo a esquerda).

Uma descontinuidade que ndo € de 1? espécie € de segunda espécie.

Escreveremos f(d*) = lim f(x) quando o limite existir.
x—d*+
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass

Continuidade .
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema
Seja f : D — R uma funcdo mondtona.

1) f ndo admite descontinuidades de segunda espécie.

2) Se (D) € denso em algum intervalo |, entdo f € continua.
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Propriedades
Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass

Continuidade .
Continuidade e Abertos, Conexos e Compactos

Continuidade Uniforme
Descontinuidades

Teorema

Se as descontinuidades de f : D — R sdo todas de primeira espécie
entdo o conjunto das descontinuidades de f é enumeravel. Em
particular, se f € mondtona o conjunto das descontinuidade de f é
enumerdvel.
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcao Inversa
Funcdes derivdveis em intervalos

Diferenciabilidade

Definicao

Defini¢do (Derivada)
Sejamf: Df — R uma fungdoe p € Dy um ponto de acumulagdo de

Df. Se existir o limite lim w =L e R, diremos que L € a
X—p P

derivada de f em p e escreveremos
f'(p) =L = lim M:| f(erh)_f(p),
X—p X—p h—0 h
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A funcdo derivada
Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Diferenciabilidade Derivada da Funcdo Inversa

Funcdes derivdveis em intervalos

Definigdo (Derivada a Direita e a Esquerda)
Sejam f: Df — R uma funcdo e p € Df um ponto de acumulacio a

0=fp) _ |+ e R,

direita de D¢. Se existir o limite lim >

x—pt

diremos que L™ é a derivada a direita de f em p e escreveremos

- - . f(p+h)—f(p)
fl(pt)=LT= I = | .
(P ™) Jm S, T h

De maneira semelhante definimos a derivada a esquerda.
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcao Inversa
Funcdes derivdveis em intervalos

Diferenciabilidade

A funcao derivada

Diferenciabilidade implica continuidade:
Teorema

Se f for diferencidvel em p € Dy, entdo f serd continua em p.

Observacdo: N3o vale a volta. A fungdo f(x) = |x| é continua em
x = 0 mas ndo ¢é diferencidvel em x = 0.

Exemplo (Critério Negativo)
Se f ndo € continua em p entdo f ndo € diferencidvel em p.
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcao Inversa
Funcdes derivdveis em intervalos

Diferenciabilidade

Propriedades da Derivada

Teorema (Propriedades da Derivada)
Sejam f e g fungdes diferencidveis em p e k uma constante. Ent3o
(a) kf serd diferencidvel em p e

(kf)'(p) = kf'(p), (Multiplicagdo por constante)
b) f + g sera derivavel em p e
(b) f+g p
(f+g)(p)="f'(p)+&'(p), (Derivada da Soma)
c) fg sera derivdvel em p e
(c) fg p
(fg) (p) = f'(p)g(p) + f(p)g’(p), (Derivada do Produto)

(d) (g) serd derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos

! / _ f . .
(g) (p)="1~ (p)g([p;(p{](zp)g () (Derivada do Quociente).
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcao Inversa
Funcdes derivdveis em intervalos

Diferenciabilidade

A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma maneira de calcular a derivada
da fung¢do composta h=1f o g em termos das derivadas de f e de g.

Teorema (Regra da Cadeia)

Sejam f : Df — R e g : Dy — R diferencidveis com Im(g) C Ds.
Se g é diferencidvel em p, g(p) € ponto de acumulagcdo de Dy, f é
diferencidvel em g(p) e h=f o g, entdo h € diferencidvel em p e

h'(p) = f'(g(p))g’(p). (1)
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcdo Inversa
Funcdes derivdveis em intervalos

Diferenciabilidade

Derivada da Funcao Inversa

Proposi¢do (Derivada de fungdes inversas)

Seja f injetiva, p um ponto de acumula¢io de Im(f). Se f for
diferencidvel em q = f~1(p) e f~1 é continua em p, entdo f~1 €
diferencidvel em p se, e somente se, f'(f~1(p)) # 0. Neste caso

(FLY(p) = ﬁ .
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcdo Inversa
Funcdes derivdveis em intervalos

Diferenciabilidade

Maximos e Minimos

Seja f : D — R. Dizemos que f tem um méximo (minimo) local
no ponto d € D se existe § > 0 tal que f(x) < f(d) (f(x) = f(d))
para todo x € D, |x — d| < 0. Quando a desigualdade é estrita
dizemos que f tem um méximo (minimo) local estrito. Os
maximos e minimos locais serao chamados de valores extremos e
os pontos onde a funcdo assume valores maximos ou minimos
serdao chamados de pontos de maximo ou de minimo.
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A funcdo derivada
Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Diferenciabilidade Derivada da Funcdo Inversa

Funcdes derivdveis em intervalos

Segue diretamente da definicdo de derivada (derivada a direita) que:

e Se f:D—R é ndo-decrescente (ndo-crescente) e é
diferencidvel em um ponto d € D entdo, f'(d)>0 (f'(d)<0).
Vale o mesmo resultado para fungdes diferencidveis a direita.

e Se f : D—RR é derivdvel a direita (esquerda) em um ponto
deDe f'(d*)>0(f'(d7)>0) entdo existe § >0 tal quex€ D,
x€(d,d+0) (x € (d—0,d)) implica f(x)>f(d) (f(x)<f(d)).

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto
deD e f'(d")<0 (f'(d7) <0) entdo existe§ >0 tal quexe D,
x€e(d,d+9) (xe(d—0d,d)) implica f(x)<f(d) (f(x)>f(d)).
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A funcdo derivada
Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Diferenciabilidade Derivada da Funcdo Inversa

Funcdes derivdveis em intervalos

e Se f:D— R é derivavel em um ponto d€ D, d é ponto de
acumulagdo a direita e a esquerda e f'(d) > 0, existe 6 >0 tal
que xeD, d—d<x<d<y<d+o=f(x)<f(d)<f(y).

e Se f: D — R é derivavel em um ponto d € D, d é um
ponto de acumulacdo a direita e a esquerda e f tem um valor
extremo local em d entdo e f/(d) = 0.
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A funcdo derivada

Propriedades da Derivada

A Regra da Cadeia

Derivada da Funcao Inversa
Funcgdes derivaveis em intervalos

Diferenciabilidade

A derivada tem a propriedade do valor intermediario

Teorema (Darboux)

Se f : [a, b] — R € diferencidvel com f'(a) # f'(b) entdo, para
todo C entre f'(a) e f'(b), existe c € (a, b) tal que f'(c) = C.
Teorema (Derivadas ndo tem descontinuidades 1* espécie)

Se | é um intervalo e f : | — R & diferencidvel entdo f' ndo tem
descontinuidades de primeira espécie.
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A funcdo derivada
Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Diferenciabilidade Derivada da Funcdo Inversa

Fungdes derivaveis em intervalos

Teorema

Se f : [a, b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
a direita DT f : [a, b) = R. Se D*f(x) <0 (D*f(x) > 0) para
todo x € [a, b) e f(a) = 0 entdo f(x) <0 (f(x) > 0) em [a, b).
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A funcdo derivada
Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Diferenciabilidade Derivada da Funcdo Inversa

Fungdes derivaveis em intervalos

Corolario

Se f : [a, b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
a direita Df : [a,b) — R. Se Df(x) < 0 para todo x € [a, b)
entdo f € ndo-crescente em [a, b).
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A funcdo derivada
Propriedades da Derivada
A Regra da Cadeia

Diferenciabilidade Derivada da Funcdo Inversa

Fungdes derivaveis em intervalos

Corolario

Se f :[a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
a direita D*f : [a, b) — R. Se D*f(x) > 0 para todo x € [a, b)
entdo f € ndo-decrescente em [a, b).

Corolario
Se f : [a, b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
3 direita D¥f : [a, b) — R continua entdo f é de classe C*.
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor

- aa L Fungdes Convexas
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias ’ .

O Teorema do Valor Médio e suas Consequiéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas teoremas
fundamentais das fun¢bes diferencidveis em intervalos. A sua
demonstracdo decorre do seguinte resultado:

Theorem (Teorema do Valor Médio de Cauchy)

Se f,g :[a, b] — R sdo fungées continuas que s3o differencidveis
em (a, b), existe c € (a, b) para o qual

[f(b) — f(2)]g"(c) = [g(b) — g(a)]f'(c)-
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor
Fungdes Convexas

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Corolario (de Rolle)
Se f:[a,b] — R € continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) e

f(a)=f(b), entdo existird cc(a,b) tal que f'(c)=0.

Corolério (do Valor Médio)
Se f : [a, b] — R € continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b),
entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) — f(a) = f'(c)(b - a),

ou seja _ (s
TEELUELC
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor
Fungdes Convexas

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Os fatos a seguir sdo conseqiiéncias do Teorema do Valor Médio.

Corolario
Se f : (a, b) — R € diferencidvel

(a) Sef'(x)>0, Vx€(a, b), entdo f ndo-decrescente em (a, b).
(b) Sef’
(c) Sef’
(
(

—~~

x)>0, Vx€(a, b), entdo f crescente em (a, b).
x)=0, Vx € (a, b), entdo f € constante em (a, b).
)

x)<0, Vx€(a, b), entdo f ndo-crescente em (a, b).

—~~

d) Sef’
e) Sef’

—_~ o~

x)<0, Vx€(a, b), entdo f decrescente em (a, b).
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor
Fungdes Convexas

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Observacdo (Teorema da Func¢3o Inversa)

Se | C R é um intervalo aberto, xo€1, f:1 — R é Ct e f'(xp) # 0
entdo, existe 0 > 0 tal que f : (xo — d,x0 + 6) — R € injetora
f((xo — 6, x0 +6)) = J € um intervalo aberto, e f1:J — | €
continuamente diferencidvel com

|
0= 1)
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor

- aa L Fungdes Convexas
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias ’ .

Regra de L'Hospital

Teorema
Sejam f e g sio diferencidveis em (a, b), e g’(x) # 0 para todo
x € (a,b), onde —co < a< b< 400 e
f'(x) x—a
S —
g'(x)

(2)
Se

X—a X—a

f(x)==0e g(x)—0 (3)

g(x) =% +o0 (4)

09 xog
g(x)
O resultado permanece vdlido se x — b, ou se g(x) — —oo.

entao
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor

- aa L Fungdes Convexas
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias ’ .

Teorema de Taylor

Theorem

Sene N* f:[a bl - R é uma fungdo n — 1 vezes diferencidvel
em [a, b] e nvezes diferencidvel em (a, b) com f("=1) : [a, b] = R
continua. Sejam a, 3 € [a,b], a # [ e

n—1 f(k)
P(t)=>" %(t —a)k
Entdo existe £ entre o e 3 tal que
F(E) n
7(8) = P(8) + — =2 (5 — )"

Para n=1, teste é o teorema do valor médio. Em geral o teorema mostra
como aproximar f por polinbmios e fornece um modo de estimar o erro
se conhecermos limitacdes para ‘f(”)(g)‘.
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor

- aa L Fungées Convexas
O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias ¢

Funcoes Convexas

Seja | um intervalo, uma funcdo f : | — R é convexa quando,
dados a < x < b em /, o ponto (x, f(x)) fica abaixo da reta que
liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

A equacao reta é
f(b) — f(a)

y:?(x—a)—l—f(a) ouy=

f(b) — f(a)

- (x — b) + f(b).
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor

Fungdes Convexas

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Logo f : I — R é convexa se, dados a < x < b em /,
f(b)—f
f(x) < %(X—a)—kf(a) ou f(x) < ut g_ a( )( b)+f(b).
Ou seja, f : | — R é convexa se uma das desigualdades
F(x) — f(a) _ F(b) ~F(a) _ f(b) ~ ()

x—a = b—a b—x
sempre que a < x < b em /. Dizemos que f é estritamente
convexa se a desigualdade nesta definicdo é estrita.
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor
Fungdes Convexas

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Teorema (Caracterizagdo de fungdes convexas)

Seja | C R um intervalo e f : | — R duas vezes diferencidvel.
Entdo f é convexa se, e somente se, f"(x) >0, Vx € /.
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Regra de L’Hospital
Teorema de Taylor
Fungdes Convexas

O Teorema do Valor Médio e suas Conseqiiéncias

Observacao
1) Seja f diferencidvel. Entdo f' € crescente se, e somente se,
f é convexa.

2) Pode ser mostrado de forma andloga que, se f"(x) >
0, Vx € I, entdo f € estritamente convexa em |. A reciproca é
falsa (f(x) = x* € estritamente convexa em R mas f"(0) = 0).
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Funcdes de Variacdo Limitada (BV)

Funcbes Monétonas e Lipschitzianas sao BV

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade
Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

FungGes de Variagdo Limitada (BV)

SereR, rf=max{r,0} e rr=max{—r,0} (r=r*—r7 |r|=r"+r").

Uma colegdo {ag,- -, ax} de pontos em [a, b] é chamada uma
particao do intervalo [a, b] se a=agp<ai;<a,<---<axr=b. Seja
f:la,b] =R e {ap, - ,ax} uma particdo de [a, b]. Escrevemos

p= Z[f f(aj-1)] ,n—Z[f(a, — f(ai-1)]™,

k

t= Z f(a;) — f(ai_1)|=p+n e f(b)—f(a)=p—n
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Funcdes de Variacdo Limitada (BV)
Funcbes Monétonas e Lipschitzianas sao BV
Monotonicidade e Diferenciabilidade
Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

Sejam
Pb —sup{p: ke Nea=ap<ay <-- <ax= b particio de [a, b]}
NP =sup{n:keNea=ag<a <--- < ax=b particio de [a, b]}

TP =sup{t:keNea=ay<ay <---<a,= b particio de [a, b]}

Dizemos que P2, N?e TP s30 as variacBes positiva, negativa e total
de f. E claro que

max{P?, N2} < TP < PP+ NP e f(b)—f(a)=PP - NP

A fungdo f:[a, b] =R é de variagdo limitada se T2 <oco. Notagdo
feBV/([a, b]).
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Funcdes de Variacdo Limitada (BV)

Fungdes Monétonas e Lip: zianas siao BV

Monotonicidade e Diferencia ade

Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade
Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

Funcoes Mondtonas e Lipschitzianas sao BV

Teorema
1) Se f : [a,b] — R € Lipschitz continua entdo f : [a,b] — R €
de variacio limitada.
2) Sef :[a, b] = R é mondtona entdo f : [a, b] — R € de variagio
limitada.

3) Sef :[a,b] — R € de variagdo limitada existem funcdes ndo-
decrescentes g, h : [a, b] — R tais que f(x) = g(x) — h(x).
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Funcdes de Variacdo Limitada (BV)
Fungdes Monétonas e Lipschitzianas sao BV
Monotonicidade e Diferenciabilidade
Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

NX

Y
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Funcoes de Variacao Limitada (BV)

Fungbes Monétonas e Lipschitzianas sao BV

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade
Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lema
Se f : [a,b] — R € mondtona, entdo f € diferencidvel exceto
possivelmente em um conjunto E C [a, b] com m*(E) = 0.
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Funcdes de Variacdo Limitada (BV)

Funcbes Monétonas e Lipschitzianas sao BV

Monotonicidade e Diferenciabilidade

Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade
Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Corolario

Seja | C R um intervalo aberto e f : | — R Lipschitz continua em
I. Entdo f € diferencidvel exceto possivelmente em um conjunto E
com m*E = 0.

Corolario
Seja | C R um intervalo aberto e f : | — R Lipschitz continua em
|. Entdo f € diferencidvel em um subconjunto denso de |I.
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Fungdes de Variagcao Limitada (BV)
Funcbes Monétonas e Lipschitzianas sao BV
Monotonicidade e Diferenciabilidade
Lipschitz Continuidade e Diferenciabilidade

Funcgdes de Variacdo Limitada (BV)

Teorema

Seja | um intervalo aberto da reta e g : | — R Lipschitz continua
em |. Entdo g € continuamente diferencidvel se, e somente se,
para cada xg € 1,

ghots+h) —glots) glo+th)+glx)|lsh-0

; ; 0. (5)
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